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دانلود از سایت ریاضی سرا‎ 


به نام خداوند جان و خرد کسزین برتر اندیشه برنگذرد 

لوکا پاچیولو می‌گوید کسی که کاری نمی‌کند. اشتباه نمی‌کند و کسی که اشتباه نمی‌کند. چیزی فرا نمی‌گیرد. 
آنچه را در این کتاب می‌خوانید. گوشه‌ای از تجربه. تعلیم. مطالعه و تدریس من در علم ریاضی است این کتاب می‌تواند 
هدیه‌ای خوب و به یاد ماندنی به یک فرزند» دوست. برادن خواهر» معلم و ... باشد. از اينکه همه‌ی آنچه را که در اینجا 
می‌خوانید در همان لحظات اول برایتان روشن و قابل فهم نیست. نگران نشوید. نیروی ذهنی آدمیان یک جور نیست. بعضیها 
مطالب تازه را زود و راحت و غالبا سطحی یاد می‌گیرند. در حالیکه برخی دیگر» هر چیز تازه‌ای را به کندی» ولی عمیق فرا 
می‌گیرند. 
عزیزان» سعی کنید پیش از آنکه راه حل داده شده‌ی کتاب را بخوانید خود به حل آن بپردازید و در صورتی که موفق نشدید» 
توضیح کتاب را ببینید و پس از آن که راه حل JU‏ را در کتاب دیدید. تلاش کنید خودتان هم روشی برای حل آن بیابید. 
برای خواندن کتابهای ریاضی باید قلم در دست گرفت و بهترین نتیجه را به دست آورد. ویژگی ریاضیات در این است که هر 
موضوع تازه‌ی آن متکی بر موضوعات قبلی است. به همین علت. اغلب باید به موضوعات قبلی برگشت و دوباره آنها را 
تکرار کرد. 
اسحق نیوتن؛ که یکی از پایه گزاران Де‏ حساب دیفرانسیل و انتگرال می‌باشد و بسیاری از دانشمندان وی را صاحب 
بزرگترین فکری دانسته‌اند که تا امروز در نژاد بشری وجود داشته است. چنین می‌گوید: «من نمی دانم به چه صورتی. ممکن 
است در نظر جهانیان جلوه‌گر شوم اما به نظر خودم چنین می‌آید که همچون کودکی خردسال هستم که در ساحل دریا به 
بازی مشغولم و گاه و بی‌گاه» سنگریزه‌ای صافتر از سنگهای دیگر یا صدفی زیباتر از صدفهای دیگر پیدا می‌کنم. در حالیکه 
اقیانوس عظیم حقیقت در مقابل من گسترده است و مرا بر آن آگاهی نیست.» 
کتاب حاضر هم یکی از آن سنگریزه هاست. با آنکه جوابگوی بسیاری از مسائل نیز هست. 
در اینجا لازم می‌دانم نکاتی را به طور کلی در رابطه با این کتاب به شما گرامیان عرض کنم. 
۱-اولین قدم برای مطالعة خوب و مژثر داشتن برنامه‌ی مطالعاتی است. 


۲-برنامه‌ی مطالعه را سر ساعت مشخص و معین شروع کرده و به هیچ وجه از آن صرف نظر نکنید. 


۳ خودتان را به مطالعه کردن عادت دهید و برای مطالعه‌ی هر درس وقت کافی در نظر بگیرید. 

۴هر جلسه‌ی مطالعه را به چند قسمت نموده» دربین آنهاء دقایقی استراحت کنید و در بین مطالعه‌ی دو درس متشابه» درس 
دیگری مطالعه کنید. 

هبهتر است زمان مطالعه را به چند زمان ۴۵ تا ۶۰ دقیقه‌ای تقسیم کرده و بعد از هر ۴۵ تا ۶۰ 4235 مطالعه ۱۰ تا ۱۵ دقیقه 
استراحت کنید. 

۶ وقتی که خسته و کسل هستید و با پس از صرف غذای سنگین. مطالعه نکنید و در هنگام مطالعه به چیزی غیر از درس فکر 
۷ هنگامی که نگران هستید. اول نگرانی خود را برطرف نمائید. سپس به مطالعه بپردازید. 

۸ در زمان مطالعه. حتی الامکان از میز و صندلی استفاده کنید و عکس و اشیاء مورد علاقه‌ی خود را از روی میز دور کنید. 
4 در شرایطی مطالعه کنید که هوا در اتاق شما جریان داشته باشد» ضمناً هوای اتاق نه خیلی گرم باشد و نه خیلی سرد. 

۰ در هنگام مطالعه دفتری برای یادداشت کردن سؤالات» ابهامات و نکاتی که به ذهنتان می‌رسد. داشته باشید. 

۱ در زمان مطالعه. زیر مطالب مهم خط بکشید و بعد از مطالعه‌ی هر بخش, فکر کنید موضوعی را که مطالعه کردید. با 
موضوعات قبلی چه ارتباطی دارد. 

Y‏ کتاب مشتمل بر ۱۸ فصل است. پس از خواندن درس هر فصل» تست آن فصل را بزنید. 

۳-بسیاری از دانش پژوهان پیش‌دانشگاهی, نگران ریاضی پایه‌ی خویش می‌باشند. این کتاب نگرانی آنها را در این مورد 
برطرف می‌سازد. چرا که مطالب پایه نیز به طول کامل» به همراه ЫЕ‏ نکات و همچنین تست آورده شده است. 

Y‏ کتاب به گونه‌ای تألیف شده که قابل استفاده‌ی کلیه‌ی دانش آموزان سالهای اول» دوم سوم و پیش‌دانشگاهی بوده و 
کلیه‌ی رشته‌ها اعم از ریاضیء تجربیء انسانی و فنی و حرفه‌ای می‌توانند از آن استفاده کنند. 

۵-این کتاب به زمان و مکان بستگی نداشته و لذا هر گونه تغییری در کتب درسی, از ارزش آن نمی‌کاهد. 

۶ در هر تست یک گزینه درست و سه گزینه‌ی دیگر, نادرست‌اند در پاسخنامةٌ تشریحی فقط دلیل درستی گزینه‌ی درست 
آمده است (به جز موارد استثناء» بنابراین سعی کنید دلیل نادرستی سه گزینه‌ی دیگر را در یابید. 

۷-تستها »۱ تا »۱ تا به همراه پاسخ تشریحی آورده شده‌اند. به عزیزان توصیه می شود که هر ۱۰ تست را در ۱۵ دقیقه حل 
کنند و هر بار برای خود درصد بگیرند. چون به هنگام کنکور دوباره که این تستها را تمرین می‌کنيم می‌خواهیم بدانیم درصد 


قبلی ما با درصد جدید چقدر تفاوت داشتة ёлы]‏ نا Gigo‏ درصدگیری» در فرمول زیر آمده است. 
تعداد غلط - تعداد درست Y x‏ 
تعداد کل Yx‏ 


x 1۰ 
عالی‎ Уо Ao 0 


۲ ۸۵۰ به بالا> خوب 


۳ ۳۰/ به Ур‏ متو سط 

(f‏ ۸۳۰ به پائین —* ضعیف 

هرگاه درصد از خوب به پائین رااکسب کردید. دوباره فصل را مرور کرده و مجدداً درصدگیری نمائید و درصد جدید را برای 
خودتان ثبت کنید. 

۸-پس از حل تستهای این کتاب» که به صورت طبقه‌بندی شده هستند. لازم است که حتماً تستهای کنکور سراسری و آزاد 
سالهای گذشته را حل نموده و در مورد آنها نیز مسأله‌ی درصدگیری را انجام داده و سعی کنید زمان تست дэ)‏ را به حداقل 


Ыйы 


حروفچینی دقیق این کتاب را برعهده داشتند» صميمانه سپاسگزاری نمایم» ضمناً مراتب سپاس و امتنان خود را به مدیریت 
محترم انتشارات عابد جناب آقای کفاش ابراز می‌دارم. 

واضح است که این کتاب با تمام دقت و توجهی که در زمان تألیف تایپ» حروفچینی و غلط گیری به عمل آمده است خالی از 
بادیده‌‌ی اغماض. مطالب ;| ارزیابی نموده» بر من منت گذاشته و از طریق ناشر و يا تلفن همراه ۲( ۹ مرا از 
راهنمائیها و انتقادات سازنده‌ی خود بی‌نصیب نفرمایند. 


آبان ماه ۸۲ 


о > a 
وم‎ J~ Zl ç P ین بت ان و‎ 


فصل اول 

ЖУ ОГА ОУ СЕЛО ОО УЛ ТЕКЕ УС УЕЛ Т اتحادهاو دو جمله‌ای بیوتن‎ 
فصل دوم‎ 

معادلات ЛОО КК ООШ EE‏ ادج ی ی О‏ موه سح 
t сы‏ - 

is у дааа A DAC ыы Ды. М Dia кушы ыта. 2e قدر مطلق و ویژگیهای ان‎ 
فصل چهارم‎ 

ETE CEO АДНА a E مه ری هو‎ D ea КУТЕ جزء صحیح‎ 

تصاعد عددی (تصاعد حسابی) ی( 

YP و بش عم‎ ass жылбы ыле ыза Аз یی‎ uka شا مد وم وه‎ sa ste ЭКА ua uh s — А تصاعد‎ 

V Yes usa а ылы ыы уа ымыы ә RADE ыма зыл Wes S аара ЫМ Аа М RAALA АМА МЛ Муй АШ لگاریتم‎ 
2 فصل‎ 

مثلثات a Qa Ca E ЕЕТЕ ЕЛЕЧЕ‏ شاوی کت یط نع و رقم ООН‏ قاری کی و ترس زرف اش ری МАТКИ‏ 
فصل نهم 

۱۳ 28 و‎ то ЕЛУ ОКА بخش پذیری‎ 
үзе 

تابع мана ЛТ УО ОО КТО О ОТУ ОО‏ و واه که با مس ما وه فا ده E A‏ 
فصل یازدهم 

О LOR марк ыы ЫЕ. wi ba базу, оО Оаа оа узы, Мы دستگاه اعداد حقیقی‎ 
فصل دوازدهم‎ 

ИЮ Л КУРАСА КЕЕ КЕЛК ТОО КОКО ТЕЛЕЕ ТКО О دنباله‎ 
فصل سیزدهم‎ 

TAY КУЛКУЛУУ УЛУС aba b АК ОУ КОСЕ ОУ ООО УОТ СҮ КОСО СОЛТ Т سری‎ 
فصل چهاردهم‎ 

КАЙ ыыы оК یه رد‎ онь ان میت‎ e a موه ری اد مهد مد یت ششک هو‎ kaka ЫКЫ J> 
فصل پانزدهم‎ 

ооа ето саса پیو ستگی‎ 

مجانب О НАН ом‏ ری کب هر ما ЕТТ‏ وا کر НАЛЬ‏ هی وی Qa‏ 

ААДА eguna qas КОКЕ ООЛО دی مه‎ e al a ЛЛК ОЛО ОЕ О n مشتق‎ 
فصل هیجدهم‎ 
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اتحادهاو دو حمله‌ای نیو تن 


гә ө‏ دانش آن است که ترا به رستگاری برساند.) «حضرت محمد ص» 


A) ra + b'= (a+ b) - Yab 


۴ + bř = (a' + b')' _ ۲۲۲ 


Y) وم‎ + 9 = (a + b) - Yab (a + b) 

a + b = (a` + b')' - Ya'b'(a' + b”) 

a“ - b" = (a - Ъ)(аї + ab + b") 

a" - b" = (a - b)(a™' + a" 'b + .. + ab™' + b™') 
x - ۱ = (< - ۱(6 + x+ à) 

х!  - ۱ < ss +x + x+ à) 


x» ۱ = (x - تم(‎ + x" + ×+ À) 


a + b° = (a + b)(a'- а + a'b'- ab" + b“) 


a" + b" = (a + b)(a")- amb + ..- ab™ + b™) (sàn) 
x + ۱ = x + De - x + ۱( 
(екан) 


и аса) 


ӨТ О в к с псы с г 
(Уа - ۸ 0()۰ a+ =, Гъ')=а-Ь 

(Ма +۰ b) (Ха? - Хаб + To) =a+b 

(ах + Ъу)' + (bx - ау)' = (a+ b')@' + y) 

x+ xy + у' = (х'+ xy + )ل‎ – xy + y`) 


x° + yy = (х! + Yxy + yk" - Үху + Үу!) 


f 
0 
| 
1 
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(a+ b+ c) = a" + b' + с + га + Ya'c+ Yb'a + Yb'c + Yc'a + Yc'b + #abc 


(a+ b+ c) - a- 9 - с = Y(a + b)(b + c)(c + a) 


а + b' + c- Yabc = (a + b + c)(a' + 9 + с! - ab - ac - Бе), (اتحاد لاگرانق)‎ 


a+ b+ с= о >a + و9‎ + с" = Yabe , (اتحاد اولر)‎ 
با‎ 


а= 9 < с 


= o 


Ga‏ مجموع ریشه‌های معادلة elas (Yx - ۷( + («+ ۶( + (A - Yx)”‏ است؟ 
y mea ЛУ (ү‏ 
( 5 ۳( 2 ( ۲ 
(їх- ۷( + X + ۶( + )۱- їх) = >‏ 


۰0 
(їх - У) + 6+ ۶( + )۱ - Yx)' = Y(Yx ۷(6 + ۶(۱ - Yx) = ° 


حل: 
у‏ _ 
сэ‏ 


رادیکال مرگب و تبدیل آن در صورت امکان به دو رادیکال ساده: 
(c=. a-b)‏ , 


مثال: حاصل ۳ |۴۰ +۷ эш»!‏ کنید؟ 
ЕЕЕ ۷+ M= ү! + — ۳‏ 


а= ү 
| <> ع‎ = f4- f=) 
b= ۸ 


(o + ۳( = (TNT) - ۳+۰ ۳۱-۲۴‏ = ۴۸ +۷ له 


۲ ۲ 
: s r نت‎ 


"K P. a 
= ۱ (i= )۰,۱(,1 =-\) 


کاربرد اتحاد مزدوج 


فرمولهای طلائی: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


اتحاد هاو دو جمله‌ای نیوتن 
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ФИ تیلست‎ [Í КЕБУІ Ё “рр مثال مهم:‎ 


\- 
ون су!‏ سؤال از فرمول (Y)‏ چندین بار استفاده شده است. = (N Ү-\) -Y‏ 
نسم 
{т+\‏ 
بچه‌ها! کاربرد فرمول (۱) و (Y)‏ بسیار مهم است. چیزی که در ریاضیات مهم است این است که بتوانید از فرمولهائی که 
نی دانید аа kasu siasa‏ که فرمول,می‌داند وی کازبردفن را ثمی داند Se‏ وانتله‌ای استت که کی اهینامة زانندگی دازد 
ولی رانندگی بلد نیست. پس اکنون که در ابتدای راه هستید. سعی کنید مفهوم و کاربرد هر فرمول را بیاموزید. 
۴ 
تست: حاصل عبارت ۱+ С‏ ۵ي د و به ازاء ۶ |۲۰ +۵ = ніна‏ است با: 
۶ ۵-۲۷ 
Yr ۶ ۴ a-w ۳ 2‏ +۵ 
\- 
S=o°- at. (0 - YN ۶ ۱ >a +١ = \‏ 
a-a’ +‏ + (۶ [۵-۲۰). 6 - شم 


۱ ۱ ۱ 


Кы мс зе ди ыы S е с саша aN 
NT TAT FT له‎ 


۱ ۱ ۱ ۱ 
ا سرا‎ р 
„үү له‎ Y ۳ اه‎ ۳+۰ ۴ { ۱۲۰ +۰ ۲۱ 
- £ = ss: == + аьаа: = 
\+ ۲ ЕСЕ; له‎ ۹٩ +۰ ۰ 
ا ا سک حون‎ СЫН и = yy 
АВЕС ЕЛИ ЕЛЕ YO ٩ ۶۲۰ +4 ۵ ۵ 


حتماً می‌گویید چرا بر ۵ تقسیم کرده‌ايم اینجاست که باز می‌گوئيم اگر فرمول حفظ باشید مثال (۱) و (۲) را می‌توانید حل کنید 


در صورتیکه در امتحاناتی مثل کنکور مثال (۳) را از شما می‌ خواهند اگر به مثال (۱) و (Y)‏ توجه کنید قدرنسبت б)‏ می‌باشد 


=N ۱۲۱ ۱ = ۱۱-۲۰ 


Y) ۵)۱۰-۱( = ۵ 


در صورتیکه در مثال )< قدر نست ۵ است. 
Ó =S!‏ مناسب می‌بینیم در اینجا ۶کسر معروف dy‏ که در مبحث اتحادها تو سط طراحان در سوالات نستی» طرح گردیده‌اند 
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قزلر: در اینجا متذکر می‌شویم که گرچه به نظر می‌آید اصلاً موضوع شامل اتحادها نمی‌باشد اما اگر قدری تأمل کنیم در 
می‌يابیم که این مثال‌ها فقط برای راه انداختن شما و start‏ حرکت است. 


جند مثال: ۱ = طبق فرمول =Ү‏ 


۱ = طبق فرمول ۴ = 


۱ ۱ 
هھ لک ڪا س 
ат ۲ ША:‏ | 
21-۱ ۰+ 2 ۱ ۱ — \ 


ле ж 5 ИЕ те 
Y+ ۲۲۵۲۱۵ ۰ ۲ + 0۵" 
نس‎ 


cot 10° ی‎ е к ا‎ 


۱ + xr ۲-۱ ۱+ х" ۲-۱ 
ات‎ Ж bu ۲۱وی نذا نم دازش‎ О u شرت کد‎ ЛОС اشت‎ a همان‎ lep 
برابر است با:‎ K-T) آنگاه‎ x = еж [T Yr A تست:‎ 
Y e ۲ ۳ Ñ YG ۲0 
a EEE ГТ РА (ГЕЗ Y 9 [TY a T L Ya) 
х= ۲۸ ۲+۳۰ (к) хт YJ ۲ 


۳ ۶ 
تست: هرگاه ۳ =× + ۳«باشد. حاصل عبارت ۷ - ک۸ کدام است؟ 
X‏ 


-Y0 ۳0‏ ۹۳ ۴( 4- 
Y‏ 4 طبق اتحاد اولر 
حل: 4-= A=‏ ۲۷-۳0۵۳0۳-۲4 - دعر > su‏ ات ی 
(х' +y +21)‏ 


تست: هرگاه il Гут, Гут | Z=.‏ حاصل عبارت — В = ату‏ چقدر است؟ 


q (۴ ۳۳ „© ۳۷0 
طبق اتحاد اولر‎ 
NE > x+y +21 = т, xy Zî ج‎ 


۲۷x yz’ 


Я 
+۷ ۲+ z’) = ۲۷۶۲۲۲۶۲ >B= 
ax yz 


دو جمله‌ای نیوتن و بسط آن: 
هر دو جمله‌ای به صورت (a + b)"‏ را دو جمله‌ای نیوتن و چند جمله‌ای هم ارز با آن را بسط آن دو جمله‌ای می‌گویند. در زیر 


دو جمله‌ای نیوتن به ازاء ۲و ۲و ۱و о‏ =1 آمده است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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= a" + Yab + b` 
= a" + Ya'b + Yab' + ۳ 


اگر ضرائب این چند جمله ایها را به ترتیب زیر بنویسیم: 


شکلی شبیه یک مثلث حاصل می شود که مجموع هر دو عدد هر سطر یکی از ضریبهای سطر بعدی را می‌دهد و روی دو 
ساق مثلث. عدد ثابت ۱ قرار دارد. به کمک مثلث فوق» اعداد واقع در سطر بعد و سطرهای بعدی (یعنی ضرائب بسط 
(a+ b)‏ و...) به دست می‌آیند و در نتیجه ضرائب بسط دو جمله‌ای برای هر عدد طبیعی ٩‏ بدست می‌آیند. به عنوان مثال 
' ۴ ۶ ۴ ' 


і! شنت‎ z 7 h اعا اه‎ 
2 25 2-0 


و لذا: 
در حالت کلی داریم: 


= (es [=s (еуел) Dv 
n 


И 


[= (0 


— af + fab + ға + fab" کاب‎ 
(8) Е п! 
k) 10-0 
n n 
0 = [| =: 
ЕЕ 
= =n 
1 -۱ 


روش آسان محاسبة ضرائب بسط دو جمله‌ای: 


به فرمول زیر توخه کنید: 
ضریب جملة ما قبل × توان 4 در جمله ما قبل _ . k oi ч.‏ 
E CFE‏ را ۱9 
مثال: 
Р‏ 
arp + Xar" + Fab" +b’‏ کل + (a + b)Î = a"‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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af + Yab + fab’ + fab" + 0"‏ = 
مثال: حاصل (Yx + Yy)“‏ را حساب کنید؟ 
(Yx + Ty)" = (Yx) + VOOY + ۲۱۲۵۳ + Yo(Yx) (ту) + Yo(Yx) (Yy)'‏ 
YA(Yx)' (Ту)? + Ү(Үх)(ўу)? + (у) =...‏ + 
بسط دو جمله‌ای نیوتن دارای ویژگیهای مهّم زیر است: 
(À‏ تعداد جملات بسط برابر است با ۱ + n‏ (یعنی یکی بیشتر از توان) 
(Y‏ جند جمله ی سمت راست — jlb за‏ درحهٌ 1 است. 


۴ چند جمله‌ای سمت راست یک چند جمله‌ای همگن است. یعنی مجموع توانهای за‏ ط در تمام جملات برابر 9 است. 


۵ توانهای 2 از چپ به راست نزولی و توانهای 0 از چپ به راست صعودی است. 

۶ در هر جمله در مقایسه با جملۀ قبل» یک واحد از توان 2 کم شده و یک واحد به توان b‏ اضافه می شود. 

(У‏ جمله‌ایهائی که از دو طرف به یک فاصله‌اند. ضرائب متساوی دارند. 

(A‏ هميشه توان b‏ یک واحد کمتر از مرتبۀ جمله در بسط است. (یعنی مثلاً توان ا در جملۀ سوّم. برابر ۲ است.) 

@ مجموع ضرائب بسط برابر است با ۲۳ (کافی است به جای ya‏ اء یک قرار دهیم تا مجموع ضرائب بسط به دست آیند.) 
Е‏ = ++ + )908 


\ү( ۱۸ (Y \ (м 
х= у= ۱ ج‎ (\ +) = ۲۳ = ۶ 
(х + у)! = х! + ?хїу + xy" + Yxy' + y با رآوری:‎ 


۱ + ۴+۶ + ۴ + ۱ = ۶ 


تست: اگر مجموع ضرائب عددی بسط (ух с.‏ ۰ واحد از مجموع ضرائب بسط (а + b)"‏ کمتر باشد. 
X‏ 


مقدار п‏ کدام است؟ 
Y (۴ ۵ (۳ ۴ ( ۶ 0‏ 
۰ + ۲۲ - ۲۲۷ 
(Y - ҮЗ ۲۴۰ = о‏ 
» = (۱۶ - ۱۵()۲ + ۲۳) 
лы‏ 


Yu=- و‎ >n = ۴ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۰ هرگاه ضریب جمله plp‏ با ضریب جملۀ تام بسط برابر باشند آنگاه: 
р+г=п+ ۲‏ 
تست: اگر در بسط (x + y)"‏ ضریب Мыз‏ هفدهم با ضریب a‏ نهم برابر باشد. «کدام است؟ 
Ff ET ҮҮТ ۳۰ 0‏ 
٩ 2+ ۲ > п= ۴‏ + ۱۷ 
۱ جملات ام و (۱ + )ام بسط از فرمولهای زیر محاسبه می شوند. 


Pan an-k+AbÉ ۱‏ == جملة ام 


(k+ ۱۱ حمله‎ = | п-к 
جملة ( )ام‎ P a 
کدام است؟‎ )۲ + OY)? تست: جملة ششم بسط‎ 
q s ۳ q *, ۵ Y q Y. e 
Jone fo ۳ y (5) )۳( (оу) 0 
Saa 4 Y Š 
جملة ششم‎ = )۸[ (тх) (оу) 
در طرف اول بسط. منفی باشد» در طرف دوم علامتها. یکی درمیان مثبت و منفی می شوند.‎ b هرگاه بین 2و‎ AY 
n n n n rn Т0 . n مد‎ 
9 U |) مه‎ ۳) \) { = о : صفر است. یعنی‎ (a _b) ضرائب بسط‎ C == AY 
در صورت وجود جمله‌ای است که شامل ×نباشد به عبارت‎ (a + bP مستقل از در بسط‎ А x جملۀ مستقل از‎ ۴ 


(К+ ۱(‏ را نوشته توان * در این جمله را مساوی صفر قرار دهیم k Ú‏ به دست آمده و مشخص شود کدام جمله» جملة 
مستقل از است. 
تست: л»‏ مستقل از «در بسط ( سب -2۳) کدام جملة آن است؟ 
О‏ جملۀ ششم © Чол‏ پنجم ۳ Чол‏ هفتم © جملۀ چهارم 
q‏ 


k 
> (х) к) = x ATE 


[ = جملة (۱ + )ام 


بنابراین گزینه‌ی صحیح, گزینه‌ی ۳ می‌باشد. ۶ Yk= ° > k=‏ ۱۸ > 
узда 2‏ یک بسط ممکن است. جملة مستقل از وجود نداشته باشد. 
۵ در حالت کلی؛ جملة مستقل از در xP)” oo‏ عبارتست از: 
т = ср‏ (10 باید یک عدد طبیعی باشد) 
۵ 


مثال: Да (х + q‏ مستقل از «وجود دارد یا نه. چرا؟ 
X‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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yaxi а О е 


з 
داشته باشد.‎ захр محاسبۀ جمله‌ای که در آن‎ ۶ 
از آنجا‎ sk قرار می‌دهیم تا‎ p )ام را نوشته» توان × را در آن مساوی‎ 1) Ша برای محاسبهٌ چنین جمله‌ای» ابتدا فرمول‎ 
جمله‌ای که شامل است (در صورت وجود) به دست آید.‎ 
است؟‎ р(х - p تفت فرت فرظ‎ 

-yx ۱۳۷۱۵ (۴ ۷۷۱۳۷۱۵ ۳ -fx ۱۴۷۷۱۳ (Y #x)YxAY 0 


„(К+ ۱( جملة‎ _ |) (Т) (хе 


(сту 


YY > k= ۴‏ ۶۰-۱۷1 
لذا جملهٌ ))\ (К+‏ = (۱ + ۴)ام) پنجم. جمله‌ایست که در آن ۲ وجود دارد و ضریب جملة "در این جمله عبارتست از: 
۴ 
vx ywx Y0‏ = (۱-) ۳ 

۷) جملة وسط و جملات وسط در بسط (а + b)"‏ 
الف) اگر در دو جمله‌ای эдеп (а + b)"‏ طبیعی زوج باشد» آنگاه Ца‏ وسط, = (۱ + )ام است. 
—( اگر در دو جمله‌ای n (a + b)"‏ عدد طبیعی فرد باشد» Аб]‏ مات وط عبارتند از: 
п+ \‏ 

| 
۲ )ام 
مثال: جملة وسط بسط l (Š + DY‏ بیایید؟ 

x a 


п+\ 
(+ ۱ р) جملات‎ 


QA‏ جملات گویا در بسط دو جمله‌ای نیوتن: 

جملات گویاء جملاتی هستند که در آنهاء حروف زیر رادیکال و به صورت اصم نباشند. 

مثال: در بسط ‏ ( ۷ | + /)ه تعداد جملات گویا را بیابید؟ 

q at К УГ aka رام‎ К УСО БОНЕР ТТ 
۲۳ هميشه مساوی‎ 0۴ q باشد. (تا ×و ل از زیر رادیکال درآیند) ضمناً باید مجموع توانها یعنی‎ Y مضرب‎ p مضرب ۳و‎ 


q= Yk 

=> Yk+ k= ҮР 
p= Yk 

از این معادله. نتیجه می شود که » نیز بایستی مضرب ۳ باشد پس: ۲و ٩و‏ ۶و ۳و 1-۰ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


اتحاد هاو دو جمله‌ای نیوتن www.riazisara.ir‏ انديشه پرتر ٩7‏ 


لذا پنج جملة گویا در بط ;)09 + /) وجود دارند که با توجه به فرمول (Vx) (NY)‏ ۱ 
Ë: (Vx) (Ny).‏ عبارتند از: 


از روی بسط دو جمله‌ای (а + b)"‏ می‌توان الهام گرفت و به بسط چند جمله‌ای. یعنی بسط Ш\л‏ نظیر (atb+c)"‏ 
b+ c+ а)"‏ )و ...و به طور کلی بسط (a+ a + Е а)"‏ پرداخت. 


نکاتی راجع به بسط چند جمله‌ای а)"‏ + .. 


n 


که در آن: 


> 
ولو لگ =n‏ +۰ ۷۲ 1۱ 


ny, 117 و‎ ..., Nk n .!n,!...n.! 


n! 


My و‎ ... 90, on, که در انها‎ QT 
nny! 1 


در واقع بسط فوق برابر است با مجموع تمام جملاتی نظیر ад! ‚аү' sie арі‏ 

جوابهای صحیح نامنفی 45 n, + n, E ¿oE n = n‏ می‌باشند. 

n n! 2.7 š š 2 а, 2 Б 

(a, +а,) РИ аъ! ay’ همگی صفر باشند. انگاه داریم‎ ар و‎ ... a, за. بدیهی است که اگر در بسط فوق‎ 16 Айл] 
\* үз 

п, + п, = n که در ان‎ 


n! 


ویا!" (a, +a) => allay‏ که همان بسط دو جمله‌ای نیوتن (a, + a)"‏ است. 


n,!(n-n,)! 


n, + ...‏ + 2 که عبارتست از: 


kon =. Б _(n+k- V)! 


۲-۱ п J (кл) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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توځه داشته باشید که طبق فرمول ۱ n‏ [ = 8 
k n-k‏ 

مثال: تعداد — بسط (а + b+ c)'‏ عبارتست از: 

مثال: LÍ‏ در بسط ° (x + y + Z)‏ جمله‌ای به صورت YZ‏ وجود دارد یا نه. جرا؟ 

ШАРЫ A 

تست: ضریب جملة abc‏ در بسط b+ c)"‏ + ) کدام است؟ 


(Y ۲‏ ۵ ۳( ۱ 
مثال: (a + b + c)"‏ را به کمک فرمول بسط جند جمله‌ای بسط دهید؟ 


n +n +n.=Y 5‏ 
isle‏ فوق دارای ۱۰ = ۳ = ШЫ‏ جواب صحیح نامنفی است که عبارتند از: 
(۲,ه,ه) و (о, о)‏ و (ه,ه,۲) > دسته اول 
(۲,ا,ه) و (۲,۱وه) و ( ۱,٥,۲‏ )و OY)‏ و (Ү,,\)‏ و (Ү,\,о)‏ > دسته دوم 
(۱,۱,۱) < دسته سوم 
y! ۳ y!‏ 


۳ š 
2۳0 + a'b c° +... + 
т!!! o!!! МММ 


— at+b' + с" + Ya'b + wa'c + Yab’ + ۳۵۵۲ + Yb'c + be" + fabe 


تست: مجموع ضرائب بسط (Fa + b - Yc)‏ کدام است؟ 
(ў ۱۰۲۴ (Ү ۵۱۲ 0‏ ° 
کافی است به جای sb sa‏ . یک قرار دهیم. 


= ۲۱ - ۴ 


ñ ; REP A 
عبارتست از:‎ + x + А с хт k 2 تعداد جوابهای صحیح و مثبت (طبیعی)‎ :40 


تست: معادلة ۸ = ,× + x,‏ +« جند جواب طبیعی دارد؟ 


۲۱ ۴ qo ۳ ۴۵ ۲ ۳۲ 0 


تعدادی از جوابهای معادله عبارتند از: (۶,۱,۱) و (۶,۱و۱)و (۶راو۱) و (۲,۱,ه) و ... 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ا А А — n:‏ 
نلته: تعداد جوابهای صحیح معادله Lx, Tx + ... + x. = n‏ شرط >с‏ ,×و ب6 2 بو ср...‏ < ×عبارتست از: 


П -Су- Су-... - 6-1-0 
К-\ 


تست: تعداد جوابهای صحیح معادلة bx + x, + ×, = А‏ شرط 1< ,*(۱>1>۳) عبارتست از: 
o (۴ ۶ Y (۲ о‏ 
В x: оа Е [‏ 
4 
این جوابها عبارتند از: 
و (TA) gy (TF) ССРУ (TD)‏ 
٩‏ اتحاد یک جمله مشترک دوتائی و تعمیم ОЇ‏ 
(x + а)(х+ b) = x + (a + b)x + ab‏ (۱ 
Y) (x + а)(х + bx + с) = х" + (a + b + с)х' + (ab + ac + bc)x + abc‏ 
Y) 64+ а)(х + b)(x + с)(х+ d) = х! + (a + b + c + dx + (ab + ac + ad + bc + bd + cd)x' +‏ 
(abc + abd + acd + bcd) x + abcd‏ 
а)(х+ а)+..+(х+ а)=х + (а +a. a + ..‏ + »)< فرمول کلی (۴ 
در اتحاد کلی فوق, نکات زیر را به خاطر بسپارید. 
„гә (\‏ رات ,4< است. 


(Y‏ ضریب ' "×برابر 44< است. 


(n- ۱‏ ضریب × برابر 2 ... Хаја‏ است. 
(п‏ مقدار ثابت. برابر a,‏ ... :88 است. 
تست: ضریب در عبارت Y)G + Y)‏ 6 (۱ + ) برابر است با: 
(Y -۶ 0‏ ۱۲ ۶ ۴ ۲- 
(K+ + ۱( G@ - ۲( + Y)‏ 
Жаа, = )۱()۱( + )۱()-۲( + )۱()۳( + )۱()- ۲+ (1) (0) + )-۲()۳( 2-۶‏ = ضریب '× 
تزگر: هرگاه در فرمول کلی فوق =a, =.. a, = a‏ 2 آنگاه داریم: 
(x + a(x + a)... (X + а) = x"+ (atat ..-+ а)х*\ + (at at ... + ах" + + а? =‏ 
x” + Ü x" a+ [|| x" a+... +a‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir سس وی‎ Aa] 
۱ ۱ с 
حاصا — + ×کدام است؟‎ + = -Y هگاه‎ A 
ی‎ тает هر‎ 
== о (\ 
\ \ 7 
حاصا — - ×کدام است؟‎ x + — = ۲هرگاه و‎ 
е x m. صل‎ x F a هرگاه‎ 
+ a" + ۴0۲ +N ۱+ ۲ (\ 


x +‏ حاصل پد + '×کدام است؟ 
x‏ 


۱ Р 
= ۴ ھرگاہ‎ 
x э 


(f ۱۹۶ ۳ ۲۰۴ (Y ۱۹۴0‏ ۱۸۲ 
۴ مجموع مربعات دو عدد صحیح متوالی ۳ است. حاصلضرب دو عدد کدام است؟ 

vY (ў ۱۱۲ ۲ ۵۶ б 
×مقدار‎ + y = Үху зу + z = ۲2 x + z = ۵2 هاز روابط‎ 


۱۵ ۳ ۵ (r ۱۰0 


۱ 


Ka? 
E 


z ۳ ۱ А д 
«کدام است؟‎ + ep: ° ج با زرط‎ 


۷۶ ۴ Р ۵۲ 6۲ YA Q 


a + Yb 
а- Yb 


NEYI: {ут { #(ї WYA 


۷-در صورتی که ۰ = Aab + ٩0۳‏ - 2 باشد. با شرط ۰ b>‏ , حاصل مثبت کسر پرابر است با: 
Yy‏ 
(Y-A Y) ۸‏ برابراست با: 
A ۴ jo- qf ۳ - ۲۶ + ۱۵۰ ۲ ۲۶ - ۱۵۰ 0‏ +1 - 
۹ هرگاہ y = T‏ + :باشد. حاصل y + ху‏ + ×کدام است؟ 
V G‏ ۱ 
АТ go‏ 
n п-\ п‏ 
۰عبارت (х+\)+.+(х+\)‏ (۲ +) + (۲ + ») برابر است با: 
(х+ т)" - (x + A)" @ («+ ў) + ۵‏ 


(х + үу _ (х + ут (f (х + үн! + (х + ۱۳۳ ۳ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


اتحاد هاو دو جمله‌ای نیوتن 1 Suswe‏ بردر ۱۳۱ 


x+ ۲ ارچ‎ + Yx+ ۱ = ° > (K + \)' = ° 
x 
x = -۱ = x" + l. = ү 
x 
۱ ۱ 
«+ م ج ۴ = اد م - رل‎ 0) а-у 
x x x 
a'- ۴ 
+ (۲-۲ = ۴۲ - ۲ AY 
x 
= ۱۴۲ ۲ +. ۴ 
a- b)' + аЬ > (п + \) + n" = (n + à - n)' + ۲۵) + à) 


۱۱۳ = ۱ + Yn(n+ À) > n(n + à) = ۶ 


X + 7 = ۵27 
у +2= xy 


+y = Yxy 


y 
+ Vg djaden پل‎ a ашы ы 
x y 2 x y 7 


2 2 2۴ _ Y | \ у = 8 
xyz 7 x y 


۲ ۴ 
х == a Sat 


x 


жул (1) Ма 
xX x x 


хө Yo ۳ ۱ = ۱ ۱ єї =. 
)رح‎ +7 = >x ти х (+ (=۴ - = ۲ 


(а + vb) - \ fab = ۰ 


ы 


(а - vb) - Yab = ° 


a + Yb = + \fab 
a - ۳ = +4 Yab a 


2-۳ 


(т) =i (y) ۳ +۳)۷( ۲ ۳( =I y) - ۲۶-۵ ۳ 
е: Y ۱ ۱ 
х +۱۷۲ + xy = (x +y) о р М жа ш = 
a? - b" = (a - b) ("7 '- a" 7b + ...- ab" + 9۳ '( طبق اتحاد‎ 


п +\ n + 


(x + '-(х+\) (вил) (ке т) + (K+ (х+\)+ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir برتر‎ sa su ۶ 


qallas P-Y ۲ × + ۴۰ ۲ ۱دحاصل‎ 
۲ YC [YO 
EN ЕЛЕ К E es 


EO yY ۱0 


۱ ۱ ۱ 
+——— +... + —— مجموع‎ ۳ 
N ۲+۱ N Y+N ۳ N ٩٩ + е 
٩ ٩٩ - ۴ N ۳ 4 (Ү ۱۰0 


—— کدام است؟ 


۴ مقدار عددی عبارت ۵ + A = ×" + ۳ + Yx‏ به ازاء ۲۰-۱ | = ×کدام است؟ 


4 (۴ * (т A (Y ۱۲0 
«کدام است؟‎ = ۱۱ грах? - ۱۲۲ + ۱۳۲ - ۱۲۳ + ۱۲× ۱ ه مقدار عددی عبارت‎ 
۱۲ -iT ۱۱ ۱۰0 
×کدام است؟‎ =y ۲ به ازاء‎ ۵) ۲+۰ ۲(× + ×" +۳ - | Y مقدار عددی عبارت‎ ۶ 
N ۴ -W ۳ - YC | то 
پرابر است با:‎ (a + b+ о)" باشد‎ Var Бус ۰ «АМ 


N Fabci (f YVabc @ ۸29 (Y ۹206 0 


x+ ۸۲-۲۷ 


= ۸ کدام است؟ 
4ху2‏ نت 


۸هرگاه ۳2 = х + ту‏ حاصل 


Y = ۱0 


xX EX- 


جر 
ух © х (\‏ ۳ - 


۰ -هرگاه ۳ = 2 y+‏ + » حاصل (y - *) + z“‏ + «کدام است؟ 


۹ ھرگاہ ۱ = ERT, VX‏ سس B=‏ کدام است؟ 


xz (y + Ў) (f xz (y + ۲۳ xz (y - Y) ۲ Yxz (y - Y) 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


اتحاد هاو دو جمله‌ای نیوتن аааз www.riazisara.ir‏ 


= | t ЕТЕ PaE 
КЕЛГЕЛИ А [re Иена ۲ 
= ү. Y= ۴۰۹] ۴ لد‎ Y ۴ اه‎ ۸2۲ 


N ۲-۱(+ ه-۳ آم)‎ ۲(+ ۰+ а) а ۱۰۰-۱۹ 


- n п+\+уп)= Hay ا و‎ 
(N vn) п+\+уп) = ۱ vn КЕЛЕЛИ 


A= ey) Р (ГТА) ая 


х= ۱۱ >= ×+ ۱ = AY می‌گذاريم.‎ 2+۱ AY به جای‎ 
xL- («+ ۱( + («+ ۱( (хв ۱( + (х+ \)х- ۱ 
= х0 -x گر + یر‎ +x -x -x +X +x- ۱ =x ۱2۱۱-۵۰ 
х= 5х! = Ү به جای ×و "«به ترتیب ۲ ]ہو ۲ می‌گذاريم.‎ 
x° - (xî + xx” + x'(X') + Yx - x 
= x° -x — x! + x + Yx = Yx = ү Y 
a+ b+ c=. => a + b+ c = Yabe بارآوری:‎ 
Ма+ b+ Vc=.=>a+b+c=vN abc 


(a+ b+ с)" = Yvabc 


- ۱۸62 __ 
4ху2 
м ух _ е 


۳ ۳ 
زر‎ + 4/6 - \ = ۰ >x + - \= -Yx ух > B= 
Y Vx 


x+ (y- Y)+ х= o >x + (y - ۳( + Z = Yx (y - Y)z 


x+ Yy- Yz = о >x + Лу — YVZ = "x(Yy(-řz) > A= 


و چون دانستم. نتوانستم. «خواحه عبدالله انصاری» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


акыны ۶‏ دز www.riazisara.ir‏ 
< - ۱ 
۱ حملة مستقل از در بسط (x` - кш,‏ برابر با کدامیک از اعداد زیر است؟ 
(Y -Yo 0‏ ۱۵ - ۳( ۱۵ 
۲-در کدام جمله از بسط  fa + Va)‏ توان a‏ برابر ۷ می‌باشد. (۰ (a>‏ 


۱ 1 

۳- مجموع ضرائب بسط D)‏ + ۵) از مجموع ضرائب بسط )5 + )۲۴۰۰ واعد بیشتر است: уда‏ برایر است با: 
x‏ 
۵ 


(Р ۳ ۴ (Ү ۳0‏ ۶ 
۴-در بسط (х + y)‏ ضریب جملة هفتم با ضریب کدام جمله برابر است؟ 
О‏ هفدهم © نوزدهم © هیجدهم 

۵ جملة وسط у)"‏ + کدام است؟ 
г‏ سمل 
۱ 
۶ اگر در بسط (кух)‏ ضریب Мыз‏ سوم ۴۴ واحد از ضریب Маз‏ دوم بیشتر باشد. еп‏ است؟ 
n = ۴ n = YY (r n= ۷۱ (r п = 0‏ 
۷ در بسط (x + \)(х+ ۲( + Y)... X Noo)‏ ضریب s‏ کدام است؟ 
(Y бобо (Y ۱۰۰۱ 0‏ 10100 
۸در بسط (X + A)‏ بزرگترین ضریب برابر است با: 
0 ۱۳ ( ۱۷۱۶ ۱۸۹۳۱۳ ۱۳/۳۶ 
در بسط (x - ۱(6 + Y) + HE - V)‏ ضریب × برابر است با: 
-YY Y -Yi ( ۲۳۹0‏ 
۰ مجموع ضرائب بسط *۵(۳ - ×) + (TXE × - Y)‏ برابر است با: 


eY КЕД ۰0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


اتحاد هاو دو جمله‌ای نیوتن www.riazisara.ir‏ اندیشه پرتر/ ۱۷ 


("- 16 XY + ۱۵( = о > "= ۱۶ >n = ۴ 
ضریب جملة هیجدهم = ضریب جملة هفتم‎ E V+ ۲۰ = YO + Y 
(х + ۷ \ = ۱ جملة بیست و يكم‎ ۱ xy 
т 

Y ۱ 
TED = vt + n > n(n - ۱( - n = ۸ 
n(n - ў) = ۸۸ = ۱۱۰۸ ьп << ۱ 


× ضریب‎ = |н ۱۰۰ = 122121 = ۵ 


۱۳ ع ! 
bi =?‏ = ضریب یکی از دو جملهٌ وسط = بزرگترین ضریب 


x ضریب‎ = C AY) + (САР) + )-۱(-۷( + (00Р) + ОСУ) + FV) = -YY 


x= => ۲۹۹ + Cf) = yai ۲۹۸ yy _ ر(‎ y“ 


نجات دادن یک محکوم. بهتر از محکوم کردن یک انسان است. 


„э!‏ ساختةٌ افکار خویش است. فردا همان خواهد شد که امروز اندیشیده است. (موریس مترلینگ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱- معادلة уз‏ > اول: هر iala‏ درجة اول یک مجهولی را به صورت ° ax + b=‏ نمایش می‌دهیم: 
الف) اگر к= as ka зо asua = о‏ 
a‏ 


ب) اگر ° = 2 باشد دو حالت پیش می‌آید: 

حالت اول: اگر ° = آنگاه معادله به صورت ° = ° + ٥×‏ و L‏ » ۰ در می‌آید که در این حالت. هر عدد حقیقی می‌تواند 
باشد لذا معادله در این حالت بیشمار جواب دارد و اصطلاحاً می‌گویند معادله در این حالت مبهم است. 

حالت دوم: اگر o‏ 96 آنگاه معادله به صورت -b‏ = ۰یا —b‏ = ۰ در می‌آید که غیرممکن است و لذا معادله در این حالت؛ 
جواب ندارد. 

بنابراین به طور اختصار می‌توان گفت: 


معادله غیرممکن (ممتنع) است ° b Z‏ 
تست: در معادلة \ (m - \)х = т'—‏ مقدار m‏ چند باشد تا معادله مبهم شود؟ 
(ў уў ۱0‏ ° ۴( ۱+ 


мш,‏ مشت رک 


= m=, 


تست: در معادلة (m'- Y)x = m Y‏ مقدار m‏ جند باشد تا معادله غیرممکن شود؟ 


(f +y (r - ۲ ۲0‏ هیچکدام 

a=. << ЮТ = +۲ 
s _ Y 

۲-معادلة درجه دوم: هر معادلۀ 4-02 دوم را در حالت کلی می‌توان به صورت Z ۰( + bx + c= о‏ )نشان داد. در 


m= ۲‏ — جواب غیرمشترک 


این معادله b‏ یا c‏ یا هر دوی آنهاء می‌توانند صفر باشند که در هر یک از این حالتهاء معادله را یک معادلۀ درجه دوم ناقص 
می‌گویند. 
حل معادلات درجة دوم ناقص: 


الف) اگر c = о‏ باشد. آنگاه معادله از طریق فا کتورگیری حل می شود. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ب) اگر о‏ - 9 باشد آنگاه: 


- ==: مختلف العلامه باشند معادله دو ريش قرینه دارد که عبارتند‎ с за اگر‎ (I 
=C 


a 


ج( اگر Ь = Ç= о‏ در این حالت معادله دارای АХ)‏ مضاعف о‏ = 2است. 


у‏ ا ات 


حل talas‏ درجه دوم در حالت کلی: (دستور b‏ با دستور (A‏ 
برای حل یک Hobe‏ درجة دوم در حالت کلی» مبین (A)‏ معادله را حساب کرده و به صورت زیر عمل کنیم. 
A = b'- fac‏ 


E 


= اا у!‏ > معادله دارای دو М,‏ حقیقی متمایز است. < ۰ < ۸ 1 (الف 


еа‏ وا معادله دارای دو ریشه‌ی مساوی‌ویا = ۰= ۸ 1۶ (ب 


(البته معادله در این حالت دو ریشۀ مختلط دارد). معادله ريشه حقیقی ندارد. >= ° > A‏ 1(ج 
әй‏ دستور Lb’‏ دستور :A'‏ اگر ضریب × معادلهٌ درجه دوم یعنی b‏ زوج باشد» می‌توان برای حل معادلۀ درحه دوم» از 


دستور Lb’‏ دستور A'‏ استفاده کرد b’)‏ نصف b‏ است) در این صورت محاسبات آسانتر می شوند. - !رآ 


-ac=2A‏ "9 - اخ 


: , ي‎ -hi 
(الف‎ 1 ۸ > o > حقیقی متمایز دارد.‎ Мз, معادله دارای دو‎ > x! xM — Ыз 


yi yn PEN °‏ > معادله دارای دو ريشه مساوی و A' = o = L‏ گا (ب 
یک ريشة حقیقی مضاعف است. 


(البته معادله در این حالت دو ريشة مختلط دارد). معادله ريشة حقیقی ندارد. < ۰ > ۸ ذ(ج 
f‏ در حالت خاص» یعنی زمانی که ا زوج باشد» فرقی نمی‌کند که معادله را از دستور 9 حل کنیم یا از دستور " جوابهای 
بدست آمده در هر دو حالت یکی هستند. 
بحث در تعداد و علامت ریشه‌های معادله درجه دوم: 
توجه داشته باشید که 5و p‏ در زیر به ترتیب مجموع و حاصلضرب ریشه‌ها می‌باشند. 


(p=x!x! = £ S= x! +x" aih 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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دو ریشه متحدالعلامه‌اند. = ۰ Ê>‏ 
a‏ 


دو ريشه مختلف العلامه‌اند Y) > o (x< o <x")‏ معادله دو ريشة حقیقی متمایز دارد. < ۰ < ALA’‏ ]1 حالت اول 
Ж 531) а‏ < '« 


۳(۶ < ه‎ > BE ы. spa unas 
a a 


هر دو ريشه مثبت‌اند о => ° < x' < x”‏ 


° => x' > ×" > о هردو ريشه منفی‌اند‎ 
x' < o < x" قدر مطلق ريشة‎ 
° => ” , K 2 ВР 
|x" > |x'| مثبت بزرگتر است.‎ 
кое: аи فطل رش‎ yaa 
, Д p К 
СЕЕ ИГ 


دو ريشه قرینه‌اند. "× = о => {х'‏ 


معادله دو ریشه‌ی حقیقی مساوی دارد 5 о = × з‏ = 
2 


> x' = ×" مضاعف مثبت است.‎ АМ, 


نکاتی مهم راجع به معادلة taja‏ دوم: 
\( اگر در یک iale‏ درجۀ دوم» مجموع ضرائب صفر باشد. یکی از ریشه‌ها برابر \ بوده و ريشة فیک رار واه بود 
a‏ 
ax" + bx + c= °‏ 


ifa + b + c =° —— 


—) (sin'o)x" - x + cos'a = ° 


a b c 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۱ انديشه برتر /۲۱ 
х! = \‏ 
sin'a- ۱+ 009۳0 = • i Y‏ 
аат», x ж чл а ۳‏ 
(Y‏ هرگاه در معادلۀ درجۀ دوم ‚ах'+ bx+ с=о‏ داشته باشیم: at c= b‏ انگاه یکی از ریشه‌های معادله برابر ۱-بوده و 
ыз,‏ دیگر برابر š‏ خواهد بود. 
а‏ 
ва Азилдин‏ را بیایید؟ 


\оох+ ۱٩ = о‏ +۸۱۲ (الف 
۱ 


x= - 
a+c=b Е ЛЕС 


а \ 
(ب‎ (+r F)x"+ ۴+ ۲-۵ Y=. 


تست: یکی از ریشه‌های معادلة ° (a+ + с)х + b+ c=‏ + کدام است؟ 
ey LA ۱0‏ 
2 
х!=—- \‏ 
а+с=һә TT é‏ 
س = x!‏ 
a‏ 
۳-اگر یکی از ریشه‌های >o Аа‏ دوم ‹ах'+ bx + c= о‏ صفر باشد. ريشة ДЕ‏ 
2 
۴ شرط اینکه یکی از ریشه‌های معادلة درجهٌ دوم به سمت بی‌نهایت میل کند. آنستکه a >o‏ میل کند. 
تست: اگر یکی از ریشه‌های معادلة درجه دوم ° (m + Y)x -x+ Ym=‏ به سمت بی‌نهایت میل کند ریشه‌ی دیگر 
معادله کدام است؟ 
(f -YY ۴ (r о (\‏ ۲- 
ریشۂ دیگر ۴- = رد ۰= ۴ -х-‏ (۲+۲-) < جایگذاری m=-Y‏ > ۰۰ < ۲ +و > و а=‏ 
۵ مجموع ریشه‌ها. حاصلضرب ریشه‌هاو قدر مطلق تفاضل ریشه‌های معادلۀ درجۀ دوم را به ترتیب با 5و 0 و مآنمایش داده 


s=x'+x" = pasa 


-b 
a 
c 
a 


p=x'.x" = 


تست: اگر logb sloga‏ ریشه‌های معادلة Ym - Y = o‏ + :باشند. مقدار 


y Ym Ym 
— — (Ү -— 0 
۳ ۲ ( Y ( 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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logab  loga+logb s 


loga.logb loga.logb P 


تست: اگر tanb stang‏ ریشه‌های معادلۀ ° = qx Ў‏ + "«باشند. tan(a+ p)‏ کدام است؟ 


-q q 
Ay Ag 
"a т 


-q 
29 (ж 
۳ ۴ 


í ЖЕ ие‏ رز 
\-tanatanf \-р \-(-%) Y‏ 


۶اگر مجموع و حاصلضرب دو عدد معلوم باشند )35 p‏ معلوم باشند) می‌توان آن دو عدد b‏ از حل Jale‏ 55 > 4 دوم 


p= °‏ + و -۳ربدست آورد. 


مثال: مجموع دو عدد حقیقی ۱-و حاصلضربشان ۳-۳ |راست. آن دو عدد را بیابید؟ 
۴۰-۱ ار (۲-۱ (Y[‏ ات 
x,  - ۳‏ ۲ 


۷ رابطة Las;‏ در iale‏ درجۀ دوم: فرض می‌کنيم: 


хў - وب وج 0 + رو‎ +y ۳-۳ әх = 
х" 

x + xT‏ = بو 

sp=x + × 

Sai =x) px 


n n 
Sn =X" +x" 


asa + DS, + CS -y = ° (n > Y) (*) در این صورت همواره داریم:‎ 


اثبات فرمول (*) 


_ Y 
xx” 


a+ bx+c=o = بیج‎ bx" + cx"-Y = 


ax ۱+ сх’ =‏ >= حال Lx‏ به جای × می‌گذاريم. 


2 х' + xn) + b(x'"-+ х) + + x>") = o 


as, + Ыз _ү+ 05 у = ° 
برابر است با:‎ S مقدار‎ AUS, = х х”'°= n -اگر‎ Yx ۱ = ° تست: در معادلة‎ 
n- Үп (f n+ ўр (ў nî- ۲ n- Т (\ 
x + x= п ia نی‎ x + x" x x(x + x) = n" 
(а + b)Y= a'+ b™ Yab(a + b) 
st YGXD s. =m = s = п YO) (п) = п'- n 


А (а A‏ عبارات متقارن ب رحسب ریشه‌هاء بدون حل 46 درجۀ دوم: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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xx" =p 

x + x” = (x! х) Үх'х” = s" Үр 

x" + x" = (x + x- їх'х'(х' + x") = s™- Yps 
x + x" = 6 + x- Yx x" = (s'- Yp)' - Yp' 


ү! ых! S 


xL xii xixi p 
۱ xax ٩-0 


ка = 
К у" хи) р" 
s“ - Yps 

“i y 
r (5 - Үр) yp: 


-Y 
БА = 


мтр 
lal 


k -x | (х!+х!!)(х! -x") |= 


ї 


s 
x! x1" +х!!х!' — xx! (хи + x!) = ps 


7 
х! х! х! + 
x x! x!x!! 


x+ x" =y (N x! +N x") =y x! +x"! + Y xx! =4 s+ YJ p‏ دب 


сэ NX j= x xT) = х'зх'- т s- p 


ў ET ۳ z" رن‎ xH _ S 


x! |x xx" NP 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: اگر '×و *«ریشه‌های 40 2225 دوم ° m=‏ + (۱ ۲۲۵۲ - 1۳ باشند. m‏ چند باشد تا داشته باشیم 
хет‏ 


-f (Y Y G 


m-Y m+ f 
=. - سس‎ —x! = 


х!х!' ШТ m+ _ جرج(‎ ۲ + ут лт" t 
m m 
مختلف العلامه باشند. معادله دو ريشة قرینه خواهد داشت.‎ c باشد و هو‎ b= o در یک معادلة درجهٌ دوم‎ ola 24 
جند باشد. تا معادلۀ زیر دو ريشة قرینه داشته باشد؟‎ m تست:‎ 
-4 ($ ۹۳ +4 (Y +۳ 0 


(ш'— ۸۱( + m ۵ = о‏ +آره 


از و b=.‏ 

О -<< 10 = – 4 قابل قبول‎ 
aC < ۰ > > ۰10 - ۵ > ۰ Ф 101 > ۵ 

о‏ -هرگاه در یک Jala‏ درجۀ دوم 2 و C‏ مختلف العلامه باشند )° ш‏ کت (p‏ معادله حتماً دارای دو ریشه متمایز مختلف 
a‏ 


العلامه خواهد بود. (زیرا در این حالت Fac‏ -"ط = А‏ همواره مثبت می‌شود) 
مثال: k‏ را جنان بيابید تا معادلة درجۀ دوم زیر همواره دو ريشه مختلف العلامه داشته باشد؟ 
a < °‏ 
x + Yx + )10-۱1( = ° = © o > с> о >‏ 
a‏ 


k-A>o6 > k< <ع1یا۱-‎ ۱ 


تست: حدود m‏ چند باشد تا معادلة . = (۶ (YN Y + \)х'- fmx + (Ym‏ دو ريشة مختلف العلامه داشته باشد؟ 


m > ۶ ۴ m > ۶ ۳ m < ۲ т> 0‏ 
ар •‏ 
C<° > ۲-۶ > ۰2۳‏ >= °< 
۱-هرگاه در یک isles‏ درجهٌ دوم = a‏ باشد. ریشه‌های معادله (در صورت وجود). معکوس یکدیگر خواهند بود. 
تست: ریشه‌های کدام معادله معکوس یکدیگرند؟ 


í| ۲۲+ (+r Y)x + ° ۳+ YK ۵ 2 ۰0 


X'+ ۱۰ لوب‎ ۲+ ° Yx'+ Vx - Y = ° ( 
۲ -۱ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۲۵ / اندیشه برتر‎ www.riazisara.ir 


=N ۲۱ ‚а=с 


حل: گزینه‌ی (۴) صحیح است زیرا: = 


۲-اگر در معادلۀ درجۀ دوم داشته باشیم: a = -C‏ آنگاه ریشه‌های معادله عکس و قرينة یکدیگرند. 
۳-اگر یکی از ریشه‌های معادلۀ درجة دوم برابر ريشه دیگر باشد آنگاه: 
е‏ 
kb" = (К+ \) ас ү к‏ 
تست: اگر در معادلة درجه دوم ۰ = ۱۶ + ×(۵ х'- (m+‏ یکی از ریشه‌ها. چهار برابر ريشة دیگر باشد. m‏ برابر است 
با: 
0 ۱۵-و ۵ (Y‏ ۱۰و ۵ ۳ -و ۵ ۴ ۱۵و ۵ 


۲ ۲ Y 
b _(К+\) 1۵ے 2 اپ‎ m+) = ۰ حل:‎ 


aÇ k ۶ 


m= 2-۵ 
1۳ + ۵ -<- + ۰ 
с m = ô 


A = a'd' باشند» آنگاه:‎ x + d به ترتیب و‎ 20+ bx + c= о А51 اگر ریشه‌های‎ ۴ 


۵-اگر ریشه‌های 45 ° bx + c=‏ + دو эде‏ صحیح متوالی باشند. آنگاه ريش کوچکتر برابر است با: 
ке. Е b > xI (8+0)‏ رو а.‏ = ۸۵ واضح است که در ای نحالت 
a a‏ 


Ya 
EA, (a+ b) + \ 
та 


تست: اگر ریشه‌های معادلة ۰ = рх + q‏ + دو عدد صحیح متوالی باشند. همواره داریم: 
p- Yq= ۴ p = -fq t p+ fq = \ (ү p = Yq (\‏ 
حل: اه = p- #9 = ۱ MA‏ 
۶-اگر در 45 ‚ах'+ bx + C= о‏ ° > 2میل کند. یکی از ریشه‌ها به سمت ‏ و اگر 0 نیز به سمت صفر میل کند و 
С ж °‏ آنگاه هر دو ريشة معادله به سمت 90 میل می‌کنند. 
تست: به ازاء کدام مقدار т‏ فقط یک iiy‏ معادلة ° = ۴ + (m'— (+ (m- т)х‏ به سمت 00 میل می‌کند؟ 


о (ў -۱ ۲ ۱0‏ ۴ !و اوه 


т = - \ 


25, а рые 
| > т=•,+\ ا‎ 
bž.:>m=.»,)\ 

,P,qER) p+iq ү‏ - ۸ = )یک ریشهمختلط معادلۀ c= о‏ +9 +26 با شد. АД‏ دیگر معا دله حتماً 0-19 خواهدبود. 


تست: معادلة درجة دومی که یک ريشة آن Yi‏ + ۳ باشد. کدام است؟ 
x- PX+ =o ۴ + + ۱۳ =o X ۳+ ۱۳ < ۰0۲ x+ ۲۶+ ۱۳ о ۵‏ 
حل: می‌دانيم ريش دیگر ۳-۲1 خواهد بود لذا: 
.= ۱۳ + بو - جرج ۰ = (۴ [х-(\+ч)) ]2-)۳- ۲([ =۰ Sx - ۶× + )٩-‏ :روش اول 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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S= ۱ +x" =? 


аата T = ш! 05 
دوم‎ Э сатуу > х'-5Х\+р=°—>х'-#х+\\=< 


C Q)p+ ql-‏ ۴و q € Q‏ و جذرکامل ندارد) یک ريشة معادلۂ ах\+ bx + с = ç‏ باشد. آنگاه Ыз,‏ دیگر 
معادله p-a] q‏ خواهد بود. 
تست: معادلۀ درجۀ دومی با ضرائب گویا. که یک ریشه آن ۳ | - ۲ باشد. کدام است؟ 
xî Yx + ۰۱ = о (f x- tx - 1) = ° (f x+ Fx + ۱ = о (Ү х'-\х-\ = °(\‏ 
حل: واضح است که ريشه دیگر ۳ | + ۲ خواهد بود لذا: 
s= ۴‏ 
>x =>.‏ | 
р= \‏ 
اصم چنین معادله‌ای هميشه فرد است. 
مثال: ریشه‌های معادلة ۰ Y=‏ ]۳۸ + ع(۳ +۲ (A‏ - × عبارتند از: ۳ Y,‏ 
مثال: معادله‌ای از کمترین درجه با ضرائب گویا تشکیل دهید که ۳ | Y+‏ , ۲ ]۳+۰ دو ريشة آن باشند؟ 
حل: واضح است که ۳ ۲-۰ ,۲ ۳-۰ نیز الزاماً دو ريشة دیگر معادله بوده» بنابراین Hale‏ مزبور حداقل بایستی دارای 
چهار ريشه باشد یعنی ۳ | Yz‏ ,۲ ۳+۰ لذا معادلهٌ مطلوب به صورت زیر خواهد بود. 


]*-)۳+۰ ۲([ + EFA т) ]* -)۲+۰ ۳([ ]* -)۲-* ۳(( Sy 
(х У) (х Y) Xx- ۲-۷ ۳(6- ۲+۸ ۳( =: 


] 6-۳-۲۱ 754 = ext- ٠١× + ۳۲۲۲ - ۳۴۲ + W= ۰ معادله مطلوب‎ 


еа‏ (دلتای) یک 45 درجة دوم منفی باشد. آن معادله را می‌توان به صورت مجموع دو مربع کامل نوشت: 


l Y 
ax" + bx + c= a(x" + Px 4 b E е аа 
fa’ Ya Ya 
Y-A b үї q - 
) = —=[Ма(х+——)] «-———) 
Ж. тас ` a 


р= х - Yx + ۵ = ۸ < ۴۰۲۰ o 


p= (к- \) + ۴ ер = Rk- 
و‎ + р = ۱ و آنگاه‎ + b= اگر در معادلة درجۀ دوم داشته باشیم:»‎ ۱ 
f(x) = ах'+ bx + c تحزیه و تعیین علامت سه حمله‌ایهای درجۀ دوم:‎ ۲ 


حالت اول: اگر A < o‏ معادله دارای دو ريش حقیقی متمایز '×و #است و در این حالت به صورت زیر تجزیه می شود. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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х) = а(х - x')(* - x” 


جدول تعبین علامت در حالت ۰ > А‏ 


4 + оо 


موافق علامت a‏ | مخالف علامت 2 | موافق علامت fx) а‏ 


حالت دوم: اگر ° = A‏ معادله یک ريشه حقیقی مضاعف دارد یعنی = х"‏ = #وبه صورت x")‏ - 20 با 
2 


(Хх) = а(х - х’)!‏ تجزیه می شود. 
جدول تعیین علامت در حالت ۰ = А‏ 


x | - 0 x= x= 


موافق علامت a‏ | موافق علامت (х) | a‏ 


نتیفه: اگر а‏ آنگاه همواره P fGO => o‏ اگر = sif‏ همواره х) < o‏ 
a< a>‏ 
حالت سوم: اگر ° > ۸ آنگاه معادله ريشة حقیقی ندارد لذا تجزیه نیز نمی شود. اما همانطوریکه در 455 ۲۰ بیان شد. 


معادله را می‌توان در این حالت به صورت مجموع دو مربع کامل در آورد. 


جدول تعیین علامت در حالت ۰ > А‏ 


۹ =. 


(х) | а موافق علامت‎ 


ipi‏ مهم: اگر {А*'‏ آنگاههموار ‏ > )551916 ۳ آنگاه همواره ° > f(x)‏ لذا یک سه جمله‌ای 
A > ۰ °‏ 


a> 
باشد و زمانی همواره منفی است‎ |а: ОКЕ В: к) > ۰( درج دوم زمانی همواره مثبت است‎ 
باشد.‎ |а: ° SW € В: к) < °) 
а< ۰ 


مثال: ثابت کنید به ازاء هر عدد حقیقی -X"+ × - ۱۰ > о X‏ 


۰>- = 2۱-۴۰ ۴۵۵ - ها - А‏ 
تست: به ازاء جه مقادیری از 17 همواره (Vx € R)‏ داریم: ° < (m - \)х' - Ymx + (m = Y)‏ 


т> ۱۴ ۳ ۳ m < \(\ 
А! <» > m'- (m-1)(m -¥) <*> < Û 


a<. =m-Y<° (۱‏ 
YY‏ حل معادلات تبدیل‌پذیر به ale‏ 4-2 دوم: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: معادلة ۲۰ = (۳ + × G+ × + Y)GC+‏ راحل کنید؟ 


х'+ x = y حل: فرض می‌کنيم.‎ 


> (y+ ۲( + ۳( = ۲۰ > y+ ду - ۱۴ =o 


+g - ۱-۰ <y 


+х=-У хх Мо ۸>. = ریشه‌ی حقیقی ندارد‎ 
а+Ы+с=° х!= \ 


жс т и: 
X= y >X +X- Y= => иб. 
а 


(п Є (+ + c = ۰ حل معادلات به صورت‎ PAA 
را حل کنید؟‎ ۵۱۳+ ۲× V = o مثال: معادله‎ 


حل: فرض می‌کنيم y‏ =× لذا: бу'+ ۲۲ - ۷ = ° _ = ЕТЕ‏ 


a+b+c=. > ۷ Созу: 
ehas رد شه 4-2 ندارد.‎ 
۵ 


تست: ريشة у СКЕ "= ү Jole‏ ۲ ) کدام است؟ 
x = (Yk+ ۳ x = k7 (Y x = ۲1۲ 0‏ 


ВА E Y= 


۱ 
Ja se ЧО” 


. t . e 
]م) لذا:‎ ۲ - AJ у حال فرض می‌کنيم‎ 
1 y-Yy+ ۱ = =>(y- =o رج‎ = \ 


t t ° 
هم ج‎ Y-A) U 2۱) ۲-۱( =(N 1-1) >tanx =: >x = kr, KEz 

۴-برای اينکه معادله‌ای بنویسیم که ریشه هایش „Хе‏ ریشه‌های 45 ах'+ bx + c = о‏ باشد. کافی است جای هو c‏ 

را عوض کنیم. 

مثال: معادله‌ای بنویسید که ریشه‌هایش عکس ریشه‌های معادلة ° = ۵6-۱۱ + ۲ باشد؟ 

حل: کافی است جای C за‏ را عوض کنیم. -\\х'+ ۵+ Y = о‏ 

۵-برای آنکه معادله‌ای بنویسیم که ریشه‌هایش قرینۀ ریشه‌های 40 bx + c= о‏ +2 باشد. کافی است علامت ‏ را 

عوض کنیم. 

۶_برای آنکه معادله‌ای بنویسیم که ریشه هایش عکس و Zo‏ ریشه‌های معادلۀ ° = ax bx + ٥‏ باشد. کافی است جای 

2و » را عوض کرده و علامت را نیز عوض کنیم. 


۷-برای آنکه معادله‌ای بنویسیم که ریشه‌هایش >1برابر ریشه‌های 0 ° = bx + c‏ +267 باشد. کافی است ‏ را در و C‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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را در К‏ — کنیم. لذا ریشه‌های ck'= o Jsle‏ + ×ط +۵0 > برابر ریشه‌های معادلۂ bx + c = о‏ +2 است. 
تست: معادلةٌ درجۀ دومی که ریشه‌هایش ۳ plp‏ ریشه‌های isles‏ ° = ۱ - ×۳ + ۲ باشد. کدام است؟ 

ҮҮХ - Y= ° (f Yx"+ 4х 4 = ° (É. ҮХ\+ Yx- 4 = ۰ ۲ ۲+ Ax + Y= о (|‏ +۲۲ 
حل: کافی است ٥‏ را در ۳و ه را در ٩‏ ضرب کنیم. بنابراین گزینه‌ی (۳) صحیح است. 
تست: معادلة iayo‏ دومی که ریشه‌هایش نصف ریشه‌های isles‏ ° = ۳۶-۷ + ۲ باشد. کدام است؟ 

۸+ Fx = V = ° ($ x+ Fx - Yf = o ( ۸+ Yx — V = о (Ү ۴۲+ Yx - ۷ = б 
را در ضرب کنیم لذا خواهیم داشت:‎ ٥ حل: کافی است 9 را در ےو‎ 

а СЕВ en 

۸ معادله‌ی bx + c= о‏ +20۳ مفروض است. 
برای اینکه معادله‌ای بنویسیم که ریشه‌هایش 
الف) ‏ واحد از ریشه‌های معادله oala‏ شده بیشتر باشد. کافی است bx‏ به ۵ - «تبدیل کنیم. 
ب) 0واحد از ریشه‌های معادله داده شده کمتر باشد. کافی است Dx‏ به A‏ + «تبدیل کنیم. 


ج) ‏ برابر ریشه‌های معادلهٌ مفروض باشد. کافی است bx‏ به 2 تبدیل کنیم. 


دس برابر (a = e)‏ ریشه‌های 45 23 باشد. کافی است ×را به × تبدیل کنیم. 


(a‏ ریشه‌هایش مجذور ریشه‌های معادله مفروض باشد. کافی است ×را به ×۷ تبدیل کنیم. 
و) ریشه‌هایش مکعب ریشه‌های معادله مفروض باشد کافی است bx‏ به» Vx‏ تبدیل کنیم. 
G‏ ریشه‌هایش قرینۀ ریشه‌های معادله مفروض باشد. کافی است bx‏ به, ×- تبدیل کنیم. 
(c‏ ریشه‌هايش عکس ریشه‌های معادله مفروض باشد. کافی است bx‏ به کے تبدیل کنیم. 
haqay kë‏ ی وی au уйы‏ شعاد له هروش تاش ИЄ‏ ای زره s a‏ 
مثال: (مربوط به قسمت «و»): معادلة ۰ = ۴-۱ - "× مفروض است. معادلۀ درجۀ دومی که ریشه‌هایش مکعب ریشه‌های 
Ал‏ فوق باشد عبارتست از: 
x- ۷۶۲ ۱ 6 (f XÎ ۵۲ ۱ = x- ۶۳۰-۱ = (Ү x- ۳۲۰۰ ۴ G‏ 
حل: کافی است را به мх‏ تبدیل کنیم. 
(Vx) - ۴۷۱-۰‏ 
Pr m‏ 
Сту тм) (=x EV‏ 


۲-۶۳۴۱ = YX 2۲-۷۶۲ ۱-- ° 


2+ 9+ = = a+ b+ c° = абс 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: معادلة ۰ = ۱ ×۷ + X"‏ مفروض است. معادلة درجۀ دومی که ريشه هایش از نصف ریشه‌های معادلۀ مفروض. یک 


x+ ۱۱۶ + V = o (f ۴+ ҮҮХ + ۱۷ = о ۲ hH ?х-\\ =o ( ۴+ YYx- V = СО 


Y . - - < +‏ 
(Yx +Y) V(x ат) л << ۲+۲۲ +۱۷ =° ра‏ 
مثال: معادلة » Y=‏ - ×۵ - ۳ مفروض است. اگر '×و "«ریشه‌های ales‏ مفروض باشند معادلۀ درجۀ دومی بنویسید که 


ریشه‌هایش ۳-۴ + ۲ و ۴ - ۲ + ۲ باشند؟ 
ET‏ 

x" - ax Y—= - > a 
ا‎ 

Pra 
حل: فرض می‌کنيم ل ريشة معادلة مطلوب باشد لذا:‎ 

у = їх! + ۳۷-۴ = ۲) + ( +) ۴ + ۶ >x ۷-۶ 
5 <۵ 


=>(x- ۶) ојк) ст XT ۱+۶۴ مس‎ 


مثال: معادلة iayo‏ دومی بنویسید که ریشه‌هایش ۲ واحد بیشتر از ریشه‌های معادلة ۰ = ٩‏ +۱۴۶ + ۵ باشد؟ 


حل: کافی است را به ۲ - «تبدیل کنیم. 
AK- + ۱۴6 Y) + ٩ = °‏ 


òx- ex + ۱ = o ۱ 
a+c=b шы. 


ون = — \\х+а=‏ +۵ :امتحان مسأله 
X: шы ——‏ 


Ox - Fx + ۱ = o ер с 
ү a دا‎ 
a 
eala واحد بیشتر از ریشه‌های معادلۀ درجۀ دوم‎ ۲ E E E Шр ДЫДА ОНАРЧА 


شده می‌باشند. À‏ ی 


ох! + \fx +a — >a +c=b= " q راه دوم:‎ 
х= - = 


\-#у+\= 


۹-اگر دو 4506 bx + c = о‏ "مهو ° а'х'+ b'x + c'=‏ دارای مبین‌های (دلتاهای) مساوی باشند آنگاه 


(Yax + b) = (Ya'x + (۲ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۰_برای آنکه دو bx + c= о ihalo‏ + جهو b'x + c'= o‏ +2 دارای یک ریشۀ مشترک (مساوی) باشند باید تساوی 


زیر برقرار باشد. 
a b b c‏ 


در ار ین حالت نسبت بین دو ريشة غیرمشترک از دستور زیر به دست می‌اید ж,‏ ۱۱ سس زیرا 
x‏ 


تست: معادلات ° = ۱ + »ص + رو • = х + m‏ + «در ازاء جه مقدار 0 دارای یک ريشةٌ مشترک هستند؟ 

-Y Y =Y YY ۳0 
= т 
\ 


ү 


(ш-\)(\-ш')=(\- m) >m+)=-) > m=-Y 
دارای دو ريشة مساوی باشند باید:‎ 2۳+ b'x + c'= o axt bx + c= о ۱_برای آنکه دو معادلۂ‎ 


bod А p 

как S موهومی‎ з) دارای هیچ‎ д همگی اعداد‎ т که در آن ۸ و 8و ۵ و /و‎ aca 

= ی 
۳ شرط لازم و کافی برای آنکه ریشه‌های دو معادله‌ی b'x+ c'= о gax bx + c= о‏ +2 معکوس یکدیگر باشند 
авес‏ 
d b а!‏ 
۴ شرط لازم و کافی برای آنکه ریشه‌های دو DK + c= islas‏ آمو c'= о‏ + ×ط +× قرینة یکدیگر باشند 
s ж‏ 
а b d‏ 


آنستکه: 


КЕСИН! 

۵ شرط اینکه عدد »بين دو ريش jalas‏ درج دوم А5 х) = ах'+ bx + C‏ آنستکه ° > аа)‏ 
۶ شرط 451 عدد # خارج دو ريشة معادلةٌ درج دوم 6 + ASLIE) = ах'+ bx‏ آنستکه ° > аа)‏ 
۷ اگر مبین (A)‏ معادلة درجهة دوم bx + c = о‏ +20 صفر باشد سه جمله‌ای مزبور را می‌توان به صورت مربع کامل 
р‏ 

۸-اگر مبین Jale (A)‏ درجۂ دوم ° = bx + c‏ +2 کوچکتر از صفر باشد سه جمله‌ای مزبور را می‌توان به صورت 
مجموع دو مربع کامل نوشت. 

۹ در معادله‌ی درجه‌ی دوم ° = axt bx + c‏ هرگاه b = -c‏ باشد. آنگاه مجموع ریشه‌ها با ضرب ریشه‌ها برابر 
می شود. 

مثال: در معادله‌ی ۰ = ۱ × +۲۸۳ چون ۱ = -e‏ = «الذا — = р‏ = و 


/ "ү 


О ×(یعنی یکی‎ = x 


= Np + (py آنگاہ‎ = x در حالت کلی اگر‎ $= Tp (N p) آنگاہ‎ 


jafo‏ معادله‌ی درجه‌ی دوم ° = bx + c‏ +2 هرگاه 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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نکاتی مختصر راجع به معادله‌ی درجه‌ی سوم: 

شکل کلی هر معادله‌ی درجه‌ی سوم کامل به صورت ۰ = (a  ۰( 20۳+ ۳ + cx + d‏ می‌باشد ریشه‌های این معادله 
(و به طور کلی هر معادله‌ای) طول نقاط برخورد منحنی نمایش آن» موی میا و тз ла‏ 
سوم می‌توان گفت که نمودار هر معادله‌ی درجه‌ی سوم محور »ها را حداقل در یک نقطه و حداکثر در سه نقطه قطع می‌کند 


و در نتیجه. هر معادله‌ی درجه‌ی سوم حداقل یک ريشه و حداکثر سه ريشه حقیقی دارد. 


روش تشخیص تعداد ریشه‌های معادله‌ی درجه‌ی سوه: 
در این روش ابتدا مشتق تابع را حساب می‌کنيم. 
الف) اگر مشتق تابع ريشه نداشت. در این صورت يا همواره مثبت است يا همواره منفی, بنابراین تابع در این حالت يا اکیدا 
صعودی است L‏ اکیداً نزولی» لذا نمودار تابع در این حالت محور »ها را در یک نقطه قطع می‌کند و معادله یک ريشه دارد. 
مثال: معادله‌ی ° = ۷ -× + <جند ريشه دارد؟ 

ل ريشه دارد. ‏ تابع اکیداً صعودی است >= ۰ > ۱ y =Yx'+‏ 


مثال: معادله‌ی ° = -×۵ - + - چند ریشه دارد؟ 
۰ > ۴-۶۰ = ۸ 
a< ۰‏ 


ب) هرگاه مشتق تابع دو ريشه داشته باشد. به طوریکه عرض یکی از این نقاط صفر باشد. در این صورت شکل تابع به یکی 


بل ريشه دارد < تابع اکیداً نزولی است ۰# y'<‏ 


у'=-їк'+їх-а=°{ 


از دو صورت › بوده و بنابراین معادله در این حالت یک ریشه‌ی ساده و 


یک ریشه‌ی مضاعف دارد. دقت کنید که ریشه‌ی مضاعف. علاوه بر اينکه ریشه‌ی خود معادله است ریشه‌ی مشتقش نیز 
аы‏ 


مثال: معادله‌ی ° = ۱۲ + X' — Ax‏ - "× چند ريشه دارد؟ 


x= ۲‏ 
у!=їхї-їх-А= ° > Эу у =‏ 
۳ 
پس معادله در این حالت یک ریشه‌ی ساده و یک ریشه‌ی مضاعف دارد. ضمناً ریشه‌ی مضاعف معادله ۲ = می‌باشد. 


(z‏ هرگاه مشتق تابع دو ريشه داشته باشد به طوریکه عرض هیچیک از ریشه‌ها. صفر نباشد در این صورت با توجه به شکل 
تابع که بستگی به عرض این ریشه‌ها دارد تابع يا یک ريشه و يا سه ريشه متمایز خواهد داشت. 


) هرگاه عرض ریشه‌های مشتق هر دو مثبت و یا هر دو منفی باشند شکل تابع به یکی از دو صورت 


Т)‏ بوده و لذا تابع فقط یک ریشه‌ی حقیقی دارد. 


۲ هرگاه عرض ریشه‌های مشتق مختلف العلامه باشند. شکل تابع به یکی از دو صورت 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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эз» Аду Ра РВ‏ در این حالت ۳ ریشه‌ی حفیقی متمایز دارد. 


مثال: معادله‌ی ° = ۶ +۱۲ + ۹ - ۲ چند ریشه دارد؟ 
х= ۱-<<])۱( = ۰‏ 


х= Y=f(Y)= ۱۰< ° 


y= metea] 


لذا شکل تابع به صورت بوده و بنابراین ¿ معادله فقط ۱ ريشه دارد. 


: بسیار میم‎ луб 
همانند هر معادله‌ی دیگر هرگاه مجموع ضرائب معادله صفر شود یکی از ریشه‌های معادله ۱ = ×است.‎ ) 
×است.‎ = ۱ ۵۳ +× - Y= ° مثال: یک ریشه‌ی معادله‌ی‎ 


۲) هرگاه در معادله‌ی درجه‌ی سوم а= о‏ + ی bk‏ +22۳ داشته باشیم a+ 00+ d‏ یکی از ریشه‌های معادله ۱- << است. 


مثال: یک ریشه‌ی معادله‌ی ° = \ -١ ۵ Ух‏ =×است. 
۳ در برخی از موارد. می‌توان به کمک دسته‌بندی و فاکتورگیری معادله را حل کرد. 
مثال: معادله‌ی ° = ۱۲ +۴ - ۳۷ - آ×را حل کنید؟ 
(хт - ۴x) - )۳۳ - ۱۲( =‏ 
R- ۴(6- Y) =‏ 
۴ در برخی از موارد. برای حل یک معادله‌ی درجه‌ی سوم از تشکیل مکعب کامل به صورت زیر استفاده می‌کنيم. 


مثال: معادله‌ی ٩ = о‏ +۳ + ۳ + ×راحل کنید؟ 


۳ 
۲ xT + Yx 3 ۱+ ۸< > (х+\) =-A=>x+ = Ух ۳ 


مثال: معادله‌ی ۰ = ۱ ×۴ - Yx‏ =| کنید؟ 
فرض می‌کنيم SINA‏ = ×داریم: 


Ysina - Ұѕіп о – \ = • 5 517 Ya = À 


Ykar л 
y p 


ер ЕА > ×= Jus ریشه‌ی‎ 


Ya = ۲+5 >а=—— 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: معادله‌ی ۰ A| Y=‏ + ۳۲-۳ |۳۸ - "× راحل کنید؟ 
š‏ 
—x‏ = ۳ ]۳-۲ - ۳۲ -۱) ۳ |[ 
е?‏ 

— می‌کنیم tand‏ = × داریم: 


_ Мапа - tante 


АЕ; > tanva =. Y> Ya ۱+ > a= 
۳ 


Кт 
— + 
۳ 


۱-۲ 


x = tang = 44, 


#( هرگاه 0و эВ‏ «#ریشه‌های معادله‌ی درحه‌ی سوم ax™+ bx"+ 6٩۲ 0 = о‏ باشند. همواره داریم: 

а _-Ь 
5 < 0 + 6 +у=—— 
9-08 + By +ау= 2 


-d 
Pp = 0۷ = = 


تست: ریشه‌های معادله‌ی • = с)х" + (ab + ac+bc)x - abc‏ + ط хт (a+‏ عبارتند از: 


0 b-وc‏ 6۲ за‏ 9و (Y суб за (ў arb‏ 2-و c -b‏ 
پاسخ صحیح با توجه به نکته‌ی ۶ گزینه‌ی ۳ می‌باشد. 
(V‏ صورت کانونیک هر معادله‌ی درجه‌ی سوم به صورت ° px + q=‏ +2۳ می‌باشد یعنی ضریب یک و ضریب ۳ صفر باشد. 
گر l‏ هر معادله‌ی درجه‌ی سوم کامل مانند • һх'+ x+ а=‏ +۵ را می‌توان با استفاده از تغییر متغیر KP‏ = ×به 
صورت کانونیک ° X'+ pX + а=‏ در آورد. 
P O‏ هرگاه در معادله‌ی درجه‌ی سوم ضریب "× صفر باشد با تقسیم معادله بر ضریب K”‏ می‌توان معادله را به معادله‌ی 
کانونیک kas‏ کرد. 
تزگر ۳: هرگاه در معادله‌ی درجه سوم ضریب ×صفر باشد با تغییر متغیر X = N‏ به سهولت معادله به صورت کانونیک 
анне‏ 


بنابراین هر معادله‌ی درجه سوم را می‌توان در حالت کلی به صورت کانونیک ۰ рх + а=‏ +" ×در آورد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مبین (A)‏ معادله‌ی درجه سوم: در معادله‌ی ۰ X'+ рх + а=‏ عبارت ۲۷۲ +۴0۳ = A‏ رامبین معادله‌ی درجه‌ی سوم می‌گویند. 


حل معادله‌ی درجه سوم کانونیک 


) اگر о‏ > ۸ باشد آنگاه معادله فقط یک ریشه‌ی حقیقی دارد که این ريشه را می‌توان به کمک دستور زیر (دستور کاردان L‏ 


TE ЕТЕ 
x= | -+-+ | —+ | -—- | بت‎ 
Y ۱۰۸ ۲ ۱۰۸ 

А = ۴۵۳ + туа" = fx ۲۱۶+ YV(- Ye) ۰ 


و« Р‏ ++ 
Ф, ۱۰ + ۶ ۳ + ۱۰ ۶۹ ۳‏ معادله فقط یک ربشه حقیقی دارد << 
y ۳‏ 
۱-۲۲۱ +۴ لب ۱ - AOA‏ نبا | k=‏ 


45) باشد آنگاه معادله‌ی درجه‌ی سوم یک ریشه‌ی ساده و یک ریشه‌ی مضاعف دارد ریشه‌ی ساده‎ А = ° هرگاه‎ (Y 


کاردانی ریاضی‌دان ایتالیائی) به دست آورد. 


مثال: ریشه‌ی معادله‌ی x + ۶× - ۲۰ = o‏ بیابید؟ 


علامت آن مخالف 0 است) 


y 
در دستورکاردن,به صورت ۵ | ۲ - = × می‌باشده در این حالت ریشه‌ی مضاعف از دستور‎ A با حایگذاری به جای‎ 


5 “Га 
به دست می‌اید. زیرا:‎ × = — 
Y 


۳ ۳ 
ریشه‌ی مضاعف -4| >x=‏ = 


مثال: مطلوبست حل معادله‌ی ۰ -- ۲ |۴۸ + ×۶ - "× 


۳ هرگاه ° > А‏ باشد معادله سه ریشه‌ی حقیقی متمایز دار در این حالت. نمی‌توان از دستور کاردان استفاده کرد. برای 
تعین ریشه‌ی معادله فرض می‌کنيم 16050  <‏ یک ریشه‌ی معادله باشد. برای تعیین ‏ کافی است مقادیر 0و ۲ را بیابیم. 
r'cos'0 + 0۲6090 + q = °‏ = °= و +0 x+‏ 


p q 
ү Ро ۳ — — — о 
۲" تقسیم بر‎ = cos 0+ = 050 + к=з) 


605۳0 = тоу + ç cos0 می‌دانیم: ۵ - ۴6۵9۳0 = 605۳0 لذا:‎ 
50 -: cos0 = СОБҮӨ = • (Y) 


از مقایسه‌ی (۱) و (۲) داریم: (Y)‏ 


۳ -f 
2 cosY0 => cosY0 = =! = 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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از روابط (۳) و (f)‏ مقادیر sr‏ 0و در نتیجه مقادیر ЫХ‏ صورت زیر به دست می‌آیند. 


که در آن ХӨ‏ کوچکترین زاویه‌ی بین هو 7است به طوریکه: 
۳۹ 
cos¥ 0 = -——ə—‏ 

P 

Үр Е 
باشند. که البته این شرط همان شرط‎ eost |= | ——— >۱ و‎ P<  دیاب برای اينکه مقادیر 1و 0 حقیقی باشند.‎ 
است.‎ ۴0۳+ YVq'< o 
بیابید؟‎ 1х7 Yx + ۱ = ° مثال: ریشه‌های معادله‌ی‎ 

А = ۴0۳+ ۲۷0۲2۶ -л\ > ° 

پس معادله سه ریشه‌ی حقیقی متمایز دارد. 
۰ =0{ > 1 - 


А 


x, = cos 12 


NT 
x, = Ycos — 
q 


Xy = Yeos 107‏ 
تزلر: هنگامیکه به эде k‏ می‌دهیم» ,9و ,0و ,0 بایستی دارای کسینوسهای متفاوت باشند. 


چند نکته مهم راجع به معادلات 

) هر معادله‌ی چند جمله‌ای از درجه‌ی n‏ در اعداد حقیقی. حداکثر n‏ ريشه دارد. 

(Y‏ هر معادله‌ی چند جمله‌ای از درجه‌ی فرد ‏ در اعداد حقیقی, حتماً حداقل یک ریشه دارد. 

۳ فرمولی که برای حل معادله‌ی درجه‌ی سوم قبلاً به نام کاردان بیان نمودیم» در ابتدا به وسیله‌ی ریاضی‌دان هندی تارتاگلیا 
به دست آمده و در سال ۱۵۴۵ به وسیله‌ی کاردان ریاضی دان ایتالیائی منتشر شد. کمی بعد دانشمندی دیگر به نام فراری؛ 
فرمولی برای حل معادله‌ی دو مجذوری )° = (axt 9+ с‏ در حالت کلی به دست آورد. بعد از وی اوّلر (اویلر) و دکارت 
برای حل کلی معادلات دو مجذوری. فرمولهائی به دست آوردند. برای حل معادلات از درجه‌ی ۴ بالات کوششهای زیادی 


شده است که فرمولی جبری برای یافتن ریشه‌هاء — ضرایب معادله به دست дуз!‏ اما در سال AAYY‏ ریاضی‌دان 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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نروژی» نیل да‏ آبل (۱۸۲۹ - ۱۸۰۲) ثابت کرد که چنین فرمولی وجود ندارده هر چند در حالت خاص» ممکن است 
معادله‌ی چند جمله‌ای از هر درجه‌ای را حل کرد. 
۴ (قضیه‌ی اساسی جبر): هر تابع چند جمله‌ای از درجه‌ی بزرگتر يا مساوی یک حداقل یک ریشه در اعداد مختلط دارد. 
این قضیه بوسیله‌ی ریاضی دان مشهور آلمانی کارل فریدریش گوس آلمانی در سن ۲۲ سالگی اثبات شد. 
۵ هر معادله‌ی چند جمله‌ای از درجه ‏ در اعداد مختلط n lgs‏ ريشه دارد. 
۶ همواره داریم: هم < 2 = |a + |b +... + |z| =0 ><a = b=‏ 
تست: ریشه‌ی معادله‌ی ۰ = x- ۱۶| +] ۲× Y|+|x— A|‏ | کدام است؟ 

-y (f ۲ = Y (N ۱0‏ 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۳ می‌باشد. (ریشه‌ی مشترک هر سه قدر مطلق) 


(У‏ همواره داریم: 


8 زو زو 
a EN b+... Wz‏ 
(A‏ همواره داریم: 


с») زوج زوج‎ 
2٩1 91 .. ۲ 7 < ه‎ => а= =... =; = • 


تست: ریشه‌ی معادله‌ی . = |۱ J ×٣ x + (x - ۳۲ + Yx 1 a k'-‏ عبارتست از: 
Y (* _ 1 (۳ o (Y ۱0‏ 


پاسخ صحیح گزینه‌ی ۱ می‌باشد (ریشه‌ی مشترک هر سه عبارت) 


تست: در معادله‌ی o‏ — 


(x° v) + (x ۱۵-۲ + Ji‏ مقدار کدام است؟ 


Хаб QW -4 (Y ۳0 
s 


4 اج ۱+ ۲۲ ۰ =\ + ۵-۷ ور 
٩-هرگاه f‏ تابعی زوج باشد (100 = D, х)‏ متفارن) و ۵ یک ريشه معادله‌ی ° = fE)‏ باشد. آنگاه -٩‏ نیز ریشه‌ی دیگر 


Qasaqa فا یی‎ ey u لها و‎ s 
یک عدد حقیقی‎ c) باشد. ریشه‌ی دیگرش کدام است؟‎ = Y x“ Yx- |x] - c= ° تست: اگر یک ریشه‌ی معادله‌ی‎ 
ثابت است)‎ 

TC wF ۱ pO 
طبق نکته‌ی فوق. ریشه‌ی دیگر معادله ۲ -است.‎ 
باشد. آنگاه نیز یک‎ f یک ریشه‌ی‎ а ух > D, fx) = tD Sosa su gE سکره کی‎ Е 


ریشه‌ی آن است. در این حالت معادله‌ی ° = f(X)‏ را معادله‌ی معکوسه می‌گویند. 


مثال: معادله‌ی ° = Yx" - ۵+ Y‏ معادله‌ای معکوسه است. زیرا ۲ وود = ×ریشه‌های آن هستند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱- یکی از ریشه‌های (at 9+ с)х + b + c= o Isles‏ + ×ھ برابر است با: 


-= ۴ = (у +۱ 06 Paua 
a a a 


-Y‏ و /ریشه‌های معادلة ° = ۴۶-۱ - ۲ می‌باشند. حاصل )۲8 - "6۲-۲۵()6) پرابر است با: 
е + =, Yo‏ 
۳۔در معادلۂ ° = ۱ Yx + m+‏ - ۵ رابطة w‏ ااا xl‏ برقرار است. т‏ کدام است؟ 
Y (f۴ ° (۳ -y0 ۱0‏ 
۴-از حل معادلة (ХМ) °+(х\'-у+ \)!'= о‏ نتیحه می‌شود: 
у= ۵۰ ۴ y = ٩۳ у = ۵۷ (Ү у= 4 (\‏ 
۵ یکی از ریشه‌های معادلۂ . = E(x +۵( -A ۲+ ۵( Гар‏ کدام است؟ 
(f Y y -۱ ۲ ۱‏ ۴- 
۶ به ازاء چه مقداری از ат‏ یکی از ریشه‌های mx + YV = ° alae‏ + × مربع ريشة دیگر است؟ 
үй waqa‏ ۳ ۶- ۲۱ 
-У‏ هرگاه Та - ۳0 «a+ 9۳+ ۱۸ = #(а+ Ы)‏ کدام است؟ 
ve -۳ (۲ ۶ 0‏ 
۸هرگاه y- 2۰۴۳+ 7 + ٩۹2+ Yx- у + ۱۲2+ ۶ = о‏ + >«برابر است با: 
©‚ 6 - ۳ 
٩هرگاه ШЫ a+ b «aî + b'+ с + Y = Ү(а+ЬЫ+с)‏ است؟ 
-yy o (Y ۱0‏ 
۰ -هرگاه 0و 6 ریشه‌های معادلة ۰ = ۱ +0 + ۳« باشند معادله‌ای با ریشه‌های ۱ "و ۱ + کدام است؟ 


x—px-p =o 6 х-рх+р=° ў x px+ p = • (Ү xî рх + р = ۰0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ااج 
a+c=b>‏ 


c 
= S 
a 


Y- fx- = o >Yo`- Ye у + Ya -fa=\ 


(et - YaB- 18") = Ë (vat - ta" - ۲8 == 


л = 0 \ (۳‏ ۳0 +۱۲۳۳ +۱ ۳+۱ - ۳ +۳ — ( + )ار 
x? -V= ->x МУХ ۷۲+ \ = 5 #4 -у + \ = у= 0: (Р) ж‏ 
۵ (۴) مجموع ضرائب معادله صفر است Y=.‏ ۳+۰ له ۲۷۲ ]۳۷۲-۰ x+0=y >y‏ 

لذا یکی از ریشه‌ها معادله ۷<۱است و از آنجا ۱ = ۵ + ×و x=-Y‏ 


=x" xix" =x x = © = үү >x! ۳ ٩ + ۳۵۵+۲۷ = >ш =-\ї ۲۶‏ ابر 


(аї – ға + ٩(+ (b` #6 +4) = (а) + )0-۳( = c >a=b= Y> Ya ۳9-۳ (۲)۷ 


s>a=b=c=. =—a+b= Y 


=p'- += Pp" 


در قلب خود а ә‏ که امروز بهترین روز سال است. 


جوانی ستاره‌ای است که فقط یکبار در آسمان عمر طلوع می‌کند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-به فرض اینکه سه جمله‌ای =  - ۲۲ + ۶× + ۱+ (х)‏ همواره مثبت باشد. حدود k‏ جیست؟ 
—<k< 6 -۷ > > KS F0 к< -۲ 0‏ 


۳ 
۲ معادلة ۳ - X + K+‏ جند ريشة حقیقی دارد؟ 


+ ۲ xî 
۴ (f Y (ў \ Y о (\ 
به صورت مجموع دو مربع کامل نوشته می‌شود؟‎ Yx"— Yx + m به ازاء جه مقادیری از 7 سه حمله‌ای‎ ۳ 
m> -Y (f т> | ۳ m < -Y (Y т< 0۵ 
آ×چند ريشه حقیقی دارد؟‎ xY - ۶ = ۰ ۴_معادلة‎ 
۳ ۴ rO ۱ ° (\ 


هاگر tanb stana‏ ریشه‌های Ym- Y = ° islas‏ - × باشند و = a + В‏ آنگاه: 


m= - (f و‎ Pe 0 т = 2-0 0 


۳ 
۶اگر ریشه‌های (a - Y)xY + × - Ya = o Holaa‏ عکس ریشه‌های معادلة . د۱ - (Y -a)x‏ + ۲ع(۳ - (a‏ باشند ۹ کدام 


Y (۴ - \ (т “б 


۷-اگر به هر یک از جوابهای معادلة ° = ۱ -× - ۳ یک واحد اضافه کنیم» به حاصلضرب آنها چقدر اضافه می‌شود؟ 


۳0 ۲0 ۳ له +۱ ۱ 


2056 


کدام است؟ 
Т, sinYx‏ 


۸ اگر tano‏ و :0010 ریشه‌های معادلة درحة دوم ° x"— Ymx + m=‏ باشند. حاصل 
+y (۳ Y (Ү ۱0‏ زک 
4اگر معادلة ۰ = و + px‏ + ×دارای ريشه مضاعف ۱- =×باشد. آنگاه داریم: 


= ۲ (۴ p= -ї,4= -ї (ї p= -ї,4= Y Ç р= *,4= -Y Q 


alas) o‏ درجة دومی که ریشه‌های ОЇ‏ ۴-2 ۲-۰ , ۴-2 + ۲ باشد کدام است؟ 


= о ۴ x+ Yx - a = ۰۲ х'+ ax - ۴ = (Ү x- #х+ a= 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Р = )۲ + Kx + ?x+ Yk+ ۱ )۲( ۱ 
а> 2 ۲+ <ع1‎ .—>k> ۲ 


اشتاک ,€ سس k< Y‏ > تا رز شد 
سترا می‌گیریم می سود A< ДТ ۲+ ۵۲-۷ < о КА‏ 


= \ 
اردور‎ | (Е) ү 
у у= ї 
Y 3 
клан — ۲ 


۲ 


۲ ريشه а‏ ا 


А!< ۰ 2 ۴۰ ۴10 > әт \ 


xx" - ۶ (х! (х +1) =۰ +× = ۳ 


tan(a +8) = tanî > a+ tanê هوک‎ 
£  1-tanatanê Y ۱-0 


)۲( ۶ 


چون با توجه به گزینه‌های داده شده دستگاه فوق جواب دارد لذا کافی است. 
Y-Y _ | -°‏ 
>— 


yey‏ ۹ ت 


(ў) М‏ راه اول: +x! ax" +۱ = p++ =p+Y‏ ابا = او ج 


)' (х \) \= exl- ۳ + Y= 010 به ۶-۱ تبدیل مي‌کنيم‎ D X راه دوم:‎ 


= tang + cota = s = Ym 


2 = tana . 1۵0 = £ > \= т 


(х) = ۳۲ р> #(- 1) = ۰< ۳+ 0< ۰30-۳ 


>х'-5Хх+р=°>х'-\х+а=. 


دانلود از سایت ریاضی سر 
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x + x1 Үх!х!! — ó р 
x معادلة درجة دومی که ریشه‌هایش در دستگاه‎ ١ 


| صدق کنند کدام است؟ 


Үх!+ Yx lli xxl! — ۶ 
Ax- ۱۷۶ - Y =o (f ax- ۱۷۶ + Y = о (ў ۵+ ۱۷۶ - f = о (ў ax- (VX Y = о 0 


n х!+ \ х!!+ \ N Y А А 7 ААР 
:باشند حاصل + =۸ کدام است؟‎ - Yx- Y° = o ۲_هرگاه «و «ریشه‌های معادلة‎ 


х!+\ + 
- V° (t Fe =Y ° (y \°(\ 
Ç ( (۳ 7 ( У ( 


۷ 

81-7 در معادلة درجة دوم e‏ ۸ + ۳ +۸ - ۵ یکی از ریشه‌ها. ۳ برابر ريشة دیگر باشد. m‏ برابر است با: 

о (f ۵ (ў -0 (Y ۴ ا(‎ 
×عبارتنداز:‎ + (ќапа+ сою) х + ۱ = ° ریشه‌های معادلة‎ ۴ 

- COSC , -sind (f COSC , sina (ў 6010 , tand (Y -cot& , -tang (\ 
عبارتند از:‎ (cosa) + х + sin'G= ° جوابهای معادلة‎ ۵ 

0 ۱و 12070 cosa sina ۳ -tana -\ (Y‏ ۴ ۱و tand‏ 
اگر '×و «ریشه‌های معادلة ° = ۱ Ym-‏ + ×(۱ + ۲)۳ +۳ باشند و '×و sm‏ "×به ترتیب حملات متوالی یک 
تصاعد هندسی باشند. m‏ برابر است با: 

۲- @(\- ۲۳ ۱ 
۷اگر در معادلة » = ۴ +(۱ - (m‏ +«رابطة x") - logx'= 1орх”‏ +1020 برقرار باشد m‏ برابر است با: 


=Y (f zyG Y @ 010 


۸ به ازاء جه مقدرا (Ym + \)х" - (п \)х + ۴۲ - ۱= ۰ Jaleo m‏ دو ريشة حقیقی فرینه دارد؟ 
0 \+ 0- \+ ۴( ۱- 
т N (‏ ( 

٩-معادلۀ‏ درحه دومی که ریشه‌هایش به ترتیب ۳ واحد کمتر از ریشه‌های معادلة ° Y=‏ - + «باشد کدام است؟ 
x- Yx- ۱۰ = о ۴ x+ Yx- ۱۰ = о (ў x- Ух+ ۱۰ =0 (у x+ Ух+ ۱۰ = о (\‏ 


۰ -به ازاء جه مقدار k‏ رابطة Yx"= V‏ + بین ریشه‌های معادلة » = 1-۱ + ×۵  -‏ برقرار است؟ 


۵ ۴ Y (ў Y Ç ۲ 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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s- Ýp=ð 3 
p => = =. << ۵۲ - ۱۷ - ۴ — ° 
۲5 +р=? б 


д (+ 1) + ("+ \)` 285 Үр + ۲ _ 


(х! + yx" + ۱( р+5 л ۷ 


Y ۲ 
БЕСА E т. 
ac k т+ Л 


x" + (tana +cota)x + \ = (х + tana)(x +cota) = ° k Satang 
x = -cota 


х!=-\ 


009۲0 + sina = جات مها‎ f 


x! = _tan'a 
е 
хіх! = тї 2 = тї тї = ўт -\>(m-)\) = ۰ 0 \ 


logs = 1090 >s = p> \ -m = т = -Y 


c за‏ مختلف العلامه 
۰( × را به ۳ + عتبدیل می‌کنيم. (күш tapya w mu‏ 


еен شون‎ SL W مت‎ ааа V blu ha ОР) А 


х + Vx ۱۵ = о 


از انجام آنچه دیگران را به خاطر آن سرزنش می‌کنيم خودداری کنیم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ادر صورتی که منحنی y = 2+ Yx + ۱ - a‏ محور »ها را در طرفین محور Lay‏ قطع کرده باشد. حدود plasa‏ است؟ 
(A+ о) ۴ ЄЎ )۱,+ oo) (Y )-00,۰( 6‏ لا )°,%=( 
۲ محیط مستطیلی ۲ ۴۰ و مساحت آن ۱ است. قطر این مستطیل چند است؟ 
r TC “|? “ҮС {70‏ 
۳ هرگاه ۰ = ۱ +۳6 - × اشد حاصل کسر سل 


ХҮ Ñ Ye ۴ (т ¬ 


۴ Y 


کدام است ç‏ 


۴-اگر '×و '×ریشه‌های معادلة Yx" + Yx — q = o‏ باشند. دو برابر مجموع معکوس ریشه‌ها. کدام است ç‏ 


AA A (v -A 
S ۸ ( а 


! " 
کدام است؟‎ A= = + L حاصل‎ x- ۷۱-۰ ۵-در معادلة‎ 
X X 


۳ Y +0 ۴0 
کدام است؟‎ хт + Ax" باشند. حاصل‎ ×" - Yfx— YV = ° هرگاه »و «ریشه‌های معادلة‎ ۶ 
= Y: (f Y KQ YNFO 

Y= о А-У‏ -× + «جند ريشة حقیقی دارد؟ 
Y \ (Y o (\‏ 
۸معادلة ° = ۵ +۳۶ ×۴ — ۲ جند ريشة حقیقی دارد؟ 
Y \ (Y o (\‏ 
٩معادلة ٩۳ + ۲۴× - ۲۰ = о‏ - «جند ريشة حقیقی دارد؟ 
Y (f Y \ (Y о (\‏ 
۰ به ازاء جه مقادیری از m‏ عدد ۲ بین ریشه‌های معادلۀ ° = (т-\)х- m‏ + ×قرار می‌گیرد؟ 


т> -۲ (f т> Y ۳ m < ۲ ۲ т< -Ү ا(‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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واضح است که 45 داده شده بایستی دو ريشة مختلف العلامه داشته باشد:‎ (۴(١ 


لذا: С > о‏ << یعنی: ° m.‏ وان ات ۱ <2پاه > 2 
2 2 


>D - ۲ +y" = (x +y) - xy ۸-۲-۶ (۲ 


ы 
у 


ху = \ 


۶ =( = قطر 


Ро ре 
x -۱ r Yx-)\ x -١ Yx- V CY 


rx Nik) а(х л) х лух TA a- À 
(x-۱) 


х} 
x" — Үү 


ETE ш -۱+ 4 ۲۷-۲ 


۲(۷) پس تابع محور »ها را فقط در یک نقطه قطع می‌کند و لذا معادله فقط یک ریشه دارد. y =Yx' + ۱ < o‏ 


x`- Ү?х – ۲۷ = جوا بود.‎ f 


аара (Р) ۸ 
р Се 


پس طبق نکته بیان شده در جزوه. معادله دارای ۳ ريشه است. 


=. 
== хтеле T т) 
از‎ -- ۴ 


پس طبق نکتۀ بیان شده در جزوه معادله دارای Y‏ ريشه است یکی ساده و دیگری مضاعف. ° = (т)‏ 


аа) > (1) > <> +وط‎ ۲ ۰2-۲ (\)-\° 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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قدر مطلق و ویژگیهای آن 


قدر مطلق هر عدد حقیقی ×را با نماد Х|‏ | نمایش داده و آنرا به صورت زیر تعریف می‌کنيم. 


x 


к= |‏ » به عبارت فارسی ساده‌تر می‌توان گفت: 


قرینه‌اش = |هر عدد منفی | 
به مثالهای زیر توجه کنید: 


DIF =۴ 


М) |х + ۱۰۰[ = خودش‎ = × + \oo 

۴( |- ۲۰ v|= قرینە‌اش‎ = -)- N ۳(-- ۲ ۳ 
о-о | -خودش‎ ۳-۰] ۵ 

۲-۱ له (۲ =N‏ قرینه‌اش | ۲ له-۱| (۶ 
۲ ۸+۰ (۲ *-۸-)-- قرینه‌اش =| ۸-۰ -|(۷ 
=-(-х'-\) = + ۱‏ قرینه‌اش Л) | х!‏ 

× = خودش = | ×|(۹ 

۱۰( |Y+ ۱۵ |= =خودش‎ ۲+ ۵ 
е аре чл. ж Jes = es 

۱۲( | 605۱۵۰7 = قرینه‌اش‎ = —-соз\бо° = ۳ 
۱۳ p-o- N ٩-۲ | 5-۱- آ)‎ 5-۷-۱ 


۱۴( | sinx - \| = قرینه‌اش‎ = -(sinx - ۱( = ۱ - sinx , (sinx < ۱( 


۱۵( | - a| + |x - Ы = قرینه‌اش +خودش‎ , (a< × > b) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


قدر مطلق و ویژگیبای www.riazisara.ir ОТ‏ انديشه برتر / 6۷ 


=x-a-(x-b = 9-2 


=X < x > о 


= —x $X < o° 


(قدر مطلق اعداد منفی» از خودشان بزرگتر است) . X@ x< o‏ > 


(قدر مطلق هیچ عددی از خودش کوچکتر نیست)» جواب ندارد. <x> x€ í y‏ 
تست: مجموعه حواب معادلة ۴ = [XF] + х'‏ برابر است با: 
Q‏ ۲ < یا ۲- -y <x < o (f o < x < ۲ ۳ -Y <x < ۲ ۲ x<‏ 
حل: ۲>- +۰ >۴- ۲ج (6۲-۴- -|۲-۴| << ۲ ۴ -<|۲-۴م 
(قدر مطلق هر 2де‏ هميشه از خودش بزرگتر یا مساوی است) و x € R‏ < ×< |×|(۷ 
N|x| sx > |х| =x >= хь °‏ 
c > х= +аіх = -а‏ <و رو < |x|‏ 
غیرممکن ۰ |х| =а,а<‏ (۱۰ 
(قدر مطلق هر عدد با قدر مطلق قرینه‌اش برابر است)» |-x]‏ = | (۱۱ 
Yx =y= |x| = [y|‏ 
VY)|x| = |y| > × = +yLux=-y‏ 


خاصیت جابجایی چہار عمل اصلی در قدر مطلق: 


تزلر: خاصیت جابجایی عمل تقسیم در قدر مطلق در حالت کلی وجود ندارد. 
خحاصیت تفکیک کردن چهار عمل اصلی در قدر مطلق: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱۵( | + y| Z |х + [yl 
Ix- y| = |x| - | y| 
|xy| = |х| |у 
ч = 


— (у ۶ °) 
| y| 


۱۶( | ۲ = jx ۲ = x' 


° < ل× ‏ «و هم علامت باشند و یا حداقل یکی از آنها о‏ باشد y| = | + [у е‏ + |۱۷ 
تست: محموعه حواب معادلة |x+ Y| = | ۲+ Y|‏ + \ - | کدام است؟ 
Z ۱۴ x < -t Lx > 1) W - > > 6 -f <x <à 0‏ »یا x<‏ 
حل: طبق 4050 ۱۷ بایستی داشته باشیم: 
| > یا ۴ (х- ۱( + ۴( > о > x<‏ 
Ф xy< °‏ ×و ل مختلف العلامه باشند. @ y| > | + [у‏ | (۱۸ 
تست: نامعادله‌ی |۶ - × | < |× - ۵ |۳ |۱ - Yx‏ | به ازاء جه مقادیری از × برقرار است؟ 


<x < ۵ (* x< »یا‎ > ۵ ۳ > > 6 × > —ux> ۵ ) 


۲۲-۲۱ ۲ ۲- 0 = ۲۲-۶ > (Yx- \)(х- 0) > ° علامت‎ шыр» >× > ۵ حل:‎ 


Ix- y| = |y - x| یارآوری:‎ 
۱۹( | + у < |х + |у يا‎ | + iyl < |x + yl 
زر این نامساوی را نامساوی مثلثی می‌گویند.‎ 

Yo)|x-y| s|x-z| + |z-y| یا‎ |× z] + |z- y| > |x - y| 

تست: تابع |x + \ + |x- à|‏ = 100 مفروض است. کدام گزینه راجع به این تابع درست است؟ 

-۱ > к) < ۴ Кх) > ۳ ۸ < 10( > (Ү х) > ۸ (\ 

| + ۱۱ + |x- 4| >}|-\-4| = ۱۰ = f) > ۰ حل: طبق نکتة ۱۶ داریم:‎ 
YÐİx- yl >= |x| -Iyl 
|x| -Iyl six-y < |x| + | y| 


Y | ۳۱-۷۱۱ К-У 
L 


-|х-у| < |x| - [у < |x- yl 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: برد өд (х) = |× + ۱۱ - |x + ó| GE‏ است؟ 
(ff < -۴ L f(x) > ۳ -۴ < х) < Y G - > х) < ۶ 0‏ ۶ > 
حل: طبق ZS‏ ۱۸ داریم: 
|x ۲ ۱١ - × - ۵| |x+ ۱۱ -|x+ ó| < |x + à - x - ó|‏ - 
f(x) < ۴‏ < ۴- 

о = | х| =o = х= 
а, (а> о) >-a > x > a өх! < 
Y) а, (а> о) >x > -a Lx < و‎ @ x' > 


YV) a,(a< o) << 7 2 ۴ 


YA) а, (a< ۰( > ¿S 
y4)a = |х| > 9 , 6۸ ه9‎ < °,а< b) + -b<x > -a la > ۶ > 0 
۳۲۰( 2 > <b% × < = 
Y Y 
۲ 


=... = ۹ xn — ۳۹ 
۲8 + ۱ kl > x" = kl 
= Их“ ۲۱ =× 
,کدام است؟‎ x" tk|+ f < ۱ جواب نامعادلة‎ АР sama تست:‎ 


-Y و‎ <-Y LA Sx ST (f ۱ < ST -\ <x < 1 Ç -Y <x <v (б 

Y Е 
له‎ | ۴۳۱+ ۴ <> N )۱-۲ ۱ Ja 
>| ۷-۲۱ <\>-\<[х|-Үү<\ 
۱ > | <sY > -f< 


۳۲( ۷۶ € R :-|x] < x < 


n n 
Matt + ید‎ S بدا + ادا‎ + + |x| یا‎ | Хх | s> kl 
i= i= 


ЧО ТОУ,‏ ھا о‏ و ات کی شاف 
در عبارتهائی به صورت کلی: YY)y= A|x- a| + Bix- b| + ... + Z|x- zJ‏ 
با فرض ۰ < 2 ..و 8و 4 Min‏ تابع به ازاء ریشه‌های داخل قدر مطلق در عبارت. حاصل شود. یعنی: 

Miny = Min { (а), f(b) , ..., #2)} 


و در نتیجه برد تابع می شود: [Min(y) , + œ)‏ = برد 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: Min‏ تابع | |x-1| + |x+ v| + |x+‏ = ال کدام است؟ 
ç (w. Y (Y ۵ 0‏ 


їо) |х > a> |x| < a 
Y#)|a + |b + ..+ |z =0 > a=b=c=..=z= >> 
کدام است؟‎ 3 = |a + b| + [ај + [Ы حاصل عبارت‎ | 2 < |Ы sb > ۰ > а تست: اگر‎ 
Ya (f Yb (ў -ya Ç -Yb Q 
а> => |а|=а 


°<а-> b<-—>|b|=-b حل:‎ 
[> |b| +$ a> 9 وج‎ + b>. > | + ع|ه‎ a+b 


= B=a+ b+ a- b= Ya 


=s z 
>f T A روش دوم: عدد گذاری:‎ 


تست: معادلة | - A= | - A| = |Y‏ ريشه دارد؟ 
o (Y ۲0‏ ۱۳ ۳ 


-x x= Y‏ ۳ - ۱ - ]زر 
حل + x- ۱= -(Y -x)‏ 


۲-۱ ә 0 


روش دوم: از طریق رسم نمودار: چون نمودار دو تابع» یک Чай‏ مشترک 
دارند لذا ЫБ‏ یک ريشه دارد, همانطوری که دیده می‌شود این ريشه از 
روی JS‏ نیز برابر ۲ است. 

تست: معادلة Y‏ =| ۳- ۱-۲۱ | چند ريشه دارد؟ 


о (f YG 
MI | 5 حل:‎ 
5 x-y ۳ 
را حل کنید؟‎ - ١| + Yx= ۵ مثال: معادلة‎ 


П аа ` 


ifx< ۱ > -xt Y+ x < ۵ > x = ۴ قبول‎ kÚ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: معادلة - Y|‏ ×| + |۱ - ×|راحل کنید؟ 
قابل قبول ° = =Y > x‏ ۲ 4 ۱1 +— > ۱ > 1۳ 
(لذا تابع در 20 (۱,۲] جواب ندارد) غیرممکن ۳ < ۱ > 2۳ ۲ x-Y-x+‏ > ۲ > > ۱ 1 
قابل قبول 5x > ۶-۱ ۲ ۲ =Y > x = Y‏ ۲ ]1 
}°{ = مجموعه جواب > 
Уй‏ در قسمتهای بعدی. روشی سریعتر برای یافتن ریشه‌های معادلة فوق بیان خواهیم کرد. 
مثال: نامعادلات زیر را حل کنید؟ 
—J)|Yx - Y| <a> -o ۳ < -! Yx SA > ула‏ 
)|х+ ۱۱ > |x- Y| < |x+ ۱۱۳ > |x- Y|” <‏ 


X + Yx+ | > x Yx+ t > x > — 


3 
A k + ۲۱> ۰-۲۱ 


|с 5 k - ۲| 
> k+ ۲۱ > 6-۲۱ > 


۱۱۴-۵ 
۳ + ۱۱-۴<۵ 


н ۱۱ > -۱ غیرممکن‎ 


-vos hk‏ ۱۱+ | (د 


[x+ ۱۱ < ٩ > Ë: 
X + 


مثال: عبارات زیر ۳ ساده کنید؟ 


x+ (x <°)‏ - ۲ له + x°‏ | الف 


|х| + |x- Y| = - x - (х- Y) = Y - Yx 


t'a | (a S$ ,)۰ > > 3)‏ رس | زب 
قرینهاش + خودش  -  |<‏ -| لو + = -J E-D‏ )+( |= 


×+ +× = Yx (e <x <)> эү м] 
х x x 


x 


С A=y a+ 2-۱ + ۸-۲۰ 2-۱ ,)۱>۵۲( 
OES А Ел 


КЕ а-\+ \ | + | اه‎ = 
= قرینه‌اش + خودش‎ Ssg а-\ + ۱-۸ а-\+\ = Ү 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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راه حل دوم: طرفین را به توان Y‏ می‌رسانيم. 
f 2-۱ + N a+ 2-۱. 2-۲ a ra- 2 -‏ + ۸ 
А = ۲۵ + Yq a"- f(a-1) = ۲۵+ Yla -Y|‏ 


۲ a> 
A=Ya-Yar+Yü—|A|=Y > A= Y 


= بح‎ ۱۱۷ > Y) 


`. X+YN X-Y A 7 - ۲۸| X- 1 

بح داح واگ بت y,‏ > وب 
|x| ۷-۱‏ (۱- ۲اه له )4+0( А‏ 
۱ ۱ ۱ 


= _ ۱ Е Аа ЕО о ` Y 

-x‏ ۲ اب کر 7-۱-۱ ۱+ 7-۱ ی قرینه‌اش خودش 

ET 
kk - ۱| - Y 


۲ < x < Y ۴ -۱ < x < ۳ ۱ > x < Y ۲ x< YLx> ۲ 0 


< ° محموعه حواب نامعادلة‎ шз 


x - Y > ° > D = ]۲,+ حل: (مه‎ 


چون صورت طرف چپ نامعادله» همواره مثبت است لذاء مخرج بایستی منفی باشد. 
n л SEE GA E у gs Y <x< Y‏ یو 
تست: مجموعه جواب نامعادلة Y |< V x‏ - »| کدام است؟ 
0 ۴ < ۶یا > Xx‏ ۲ ۴ < یا ۱ > ۶ > ۰ (ў‏ < ۲ 
حل: 
TOSA x- Yx+ Y >x > х'-0х+ Y > o‏ 


۴ +o 


نام نیک. پیراهنی است که هرگز کهنه نمی‌شود. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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رسم نمودار تابع (а > b) y = ۵۱ + |x-b|‏ (تابع گلدان) 
نمایش هندسی این گونه توابع مطابق شکل از دو نیم خط و یک پاره‌حط موازی محور طولها تشکیل شده است و در واقع 
داریم: ,(x <a)‏ 9 +۵+ ۲۲ - 
У=+Ь-а „(а<х <b)‏ 
Yx-a-b „(Б<х)‏ 
چون نمودار این تابع به صورت یک گلدان ( / Ó‏ ) می‌باشد این تابع را تابع گلدان نیز می‌گویند. به شکل این تابع 
توجه کنید. 


مثال: نمودار توابع زیر را رسم کنید؟ 


ویزگیبای تابع گلدان 
دامنه D = К‏ 
برد b|‏ - | < ۷یا )+ , YR = Ца- b|‏ 


ў) Мір (y) = | a - b| 


a+b А 
Зд محور تقارن‎ 


-ata А 
ò у= |х- а + | + ај تابع زوج‎ > x = е = ° محور تقارن‎ 


در واقع هرگاه ۵ و ط قرینه باشند. تابح زوج می شود. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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x>b > y'=+Y 
a<x<b> y'=. 
x<a > yl=-Y 


یا درست حرف بزن با عاقلانه سکوت کن. «ژوزف هربرت» 


„ Ja<b) , у= ҝ-а|- К-Ы ۰ е 
رسم نمودار توابع به صورت (تابع صندلی):‎ 
(a>b) , у= к-а|- k -b| 


نمایش هندسی این گونه توابع از دو نیم خط موازی محور طولها و یک پاره‌حط تشکیل شده است. در واقع در حالت (الف) 


a-b , (x<a) داریم:‎ 
Y= ۱۲۷۲-۵-0 , (asx <b) 
b-a , (b<x) 


چون نمودار این تابع به صورت یک صندلی ibo ۳ у‏ این تابع را تابع صندلی نیز می‌گویند. 


به شکل این تابع در حالت (الف) و (ب) توجه کنید. 


۱۵-0۱ 


|x- Y| - |x - ۴|‏ = ۲ (الف 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(АЛ ویژگیبای تابع صندلی (در شکل‎ 
D, 
YR = [-|a- b| ,+|a- bl] ly-|a- b| Sy а= 
YP Min(y) = -|a- b| , Мах (у) = |а - b| 
a+b 
مرکز تقارن‎ 


х а-а) _ 
۵(۲ = | - لو‎ - |х + a| تابع فرد‎ Ф @ < C qa. =ч 
| ز تقارن‎ 


| L х<а>у'=< 
v) 


a<x<b>y'= +Y 


بحث در وجود. علامت و تعداد ریشه‌های یک معادله از طریق ترسیم: 

یکی از روشهای حل یک معادله. روش ترسیم است. در این روش می‌توان به هر یک از دو صورت زین عمل کرد. 

روش اول: برای یافتن ریشه‌های معادلهٌ ° = f(x)‏ کافی است نمودار تابع Í‏ را رسم کرده. طولهای نقاط برخورد منحنی با 
مرو رها АЛ‏ رت ی همان زیشه‌های dsb‏ کو ا اه وان Жу,‏ مر وان مق نتفر lasa‏ وید 
بعضی از موارد. خود ریشه‌های معادله را به دست آورد. 

مثال: مطلوبست تعداد و علامت ریشه‌های معادلۀ ۰ = V‏ - از طریق ترسیم؟ 

حل: با توجه به نمودار ۳-۱ = y‏ دیده می شود که این معادله دارای دو 

ریشه» یکی مثبت و دیگری منفی است. 

روش دوم: در این روش قسمتی از f(x) = ° ales‏ را به طرف راست برده و طولهای نقاط برخورد دو معادله را به دست 
آورده» این طولها ریشه‌های f(x) = ° А20‏ می‌باشند. 

مثال: مطلوبست تعداد و علامت ریشه‌های معادلۀ ۰ = V‏ - از طریق ترسیم؟ 


حل: باتوجه به نمودان دیده می‌شود که معادله دارای دو ريشه 


у=х' КӨ |‏ 
یکی مشت و دیگری منفی است. х!—\-—> E‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: مطلو بست تعداد و علامت ریشه‌های معادلة ° = Qe ѕіпх‏ 


بحث در وجود و تعداد ریشه‌های معادلة )• |х- b| =k (k>‏ + 2 - | 


у= ۲-۵۱۰ К-Ы 


y= 


1 رسم کرده و بر اساس تعداد نقاط 


)اگ |ط И < |a-‏ معادله دو ریشه خواهد داشت دراب حالت 
3 22.22 جي د اس 


یکی از دو ريشه بزرگتر از و دیگری کوچکتر از است. 


مقدار این دو ريشه از فرمول زیر به دست می‌آیند. 
1 — 


(ریشه بزرگتر از 0) 
а+ b-k‏ 


= (а کوچکتر از‎ М) 
در این حالت ریشه‌های معادله عبارتند از‎ СЭ باشد. مطابق شکل معادله بیشمار جواب خواهد‎ k = | а – b| هرگاه‎ (— 
[a , b] š;U كلية اعداد‎ 


تست: ٩| = Y° ales‏ + ×| + |\ - | جند ريشه دارد؟ 
б ۱ (۳ ۲ (ў‏ بیشمار 
k= ۰‏ 


]-٩,۱ [ 65b ریشه‌های این معادله عبارتند از کلیه‌ی اعداد‎ agla 445) хаш) Ó 
вЫ 1-0-9) ۰ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: معادلة |х| + |x- ١| - |× - Y| = |x - Y|‏ چند ريشه دارد؟ 
G о (\‏ ۱ ۳ بیشمار 
حل: با توجه به شکل» |۴ - [x-3] кт‏ + | 
us‏ وخ که S Isu patu‏ 
ama aula u ta Su als sssi‏ د E s‏ 
بحث در وجود و تعداد ریشه‌های معادلة (a< Б), |х- ај -|x-b| = К‏ 
y=k-alļ- к -b|‏ 


у= К 
معادله ريشه ندارد.‎ k > - |a- b| Lk> |a- b| 0 


در این حالت نیز با رسم نمودار 


y=la-b| 


y=k 


a+ b+k 


۲)اگر 0 -2| Ы > K>‏ -2 |- معادله ۱ ريشه دارد. دراین حالت ریشه‌ی معادله از دستور = ×به دست می‌آید. 


21421415 ریشه‌ها عبارتند از:‎ k = | a-b] معادله بی شمار جواب دارد. در حالت‎ К = -| a - b| Lk = |а- 0 اگر‎ ٣ 


.)- و00‎ a] Б ریشه‌ها عبارتند از 5225$ اعداد‎ «k = -| a-b] و در حالت‎ [b+ о) Б 


تست: معادلة ۱ = |x - Y| - |× - Y|‏ => ريشه دارد؟ 


ТИ: Үт ° (Y ۱0 
۵ - b| = Y 

k=, 

تست: طول خط شکسته‌ی نمودار تابع |х| - |× - ١|‏ = ب درفاصله‌ی ۳ > x|‏ | کدام است؟ 


б+ ۴ о-о Y+ ۲ ۳-۰ 0 
ABCD حل: ۵ +۵ =۲ +۳0 +۳ = طول خط شکسته‌ی‎ 


{ © > ۲ پس معادله ۱ ريشه دارد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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هم منطبق باشند.  کدام است؟‎ ну = |x-Y| - |x+ ۵| لو قسمتی از نمودار‎ = k تست: اگر خط افقی‎ 
-۷ > > ۷۴ = -۷ Lv ۳ -Y < k< Y G k=vu-v G 
k =۷ لذا کافی است ۷-یا‎ | 2-0 = | Y-C0)| = ۷ حل: چون‎ 
جند ريشه دارد؟‎ |x - Y| = |× |х Y|+|x - ۵| تست: معادلة‎ 
о (ў ۳۹ بیشمار‎ © 
LLS حل: با توجه به نمودار معادله بیشمار جواب دارد که عبارتند از‎ 


|x- Y| - | - Y| = | - Y|+|x - ó| ]۴,۵ [ 56 اعداد‎ 


بد ترین کلمات برای من اینهاست: (نمی دانم - نمی توانم - نمی شو د» А‏ «ناپلئون» 


نمودار مربع: هر معادله به صورت a|+|y- b| = k‏ - ×|(ه < Wole (k‏ یک مربع است. ویژگیهای این معادله 
عبارتند از: 

0 مربع تابع نیست. 

(Y‏ اقطار این مربع» موازی محورهای مختصات است. 

Y‏ | مرکز مریع و در واقع مرکز تقارن مریع است. 

۴ عدد > نصف قطر مربع است و لذا قطر مربع برابر ۲1 است. 

۵ عدد ۲ k‏ ضلع مربع است. (قضية فیثاغورث) 

۶ محیط مربع عبارتست از: ۲ Yk.‏ 

(k Y) = Yk' مساحت مربع عبارتست از:‎ (V 

(A‏ حطوط a‏ = »و (x-a)+b sy = b‏ ± = [محورهای تقارن آن هستند. 


٩‏ با توجه به شکل فوق. حدود ×و ل و لذا دامنه و برد مربع عبارتند از: 


а- к<х<а + 
b-k<y<b+k 


Р =[a-k,a+ k]‏ دامنه 


b+ k]‏ ,1 -9] = 8 برد 


a 
45 Max نقطه‎ A 425 (Yo 
b-k b+k 
МЕЕ ماکز — بان بل با:‎ ۱ 
ره ره‎ 
Min(y)=b-k 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۲ برای رسم مربع در حالت کلی» بایستی چهار حالت زیر را در نظر گرفت و سپس با توجه به del‏ عبارات را از داخل قدر 


مطلق بیرون آورده و خطوط به دست آمده را رسم کرده و با توجه به: 


лы kus 

اما برای رسم آسانتر مربع» ابتدا مرکزش را به دست آورده. سپس در مرکز دو خط عمود برهم و موازی محوزهای مختصات 
رسم کرده از هر طرف به اندازۀ k‏ جدا کرده تا رئوس مربع به دست آمده و مربع رسم شود. 

مثال: مربع ۲= b |x - \|+|y+ v|‏ رسم کنید؟ 


تست: Max‏ مقدار Y| = Y 41, jay‏ + ر| + Y|‏ - | کدام است؟ 
-y ($ v (ў -1 (۲ ۱0‏ 
حل: ۴0 + 12-۳ Max (y) = b+‏ 
GÉ‏ در رابطة y-b| = k‏ | + |۵-* | اگر kK = о‏ باشد آنگاه ТА‏ ونمدار یک di‏ به مختصات эке (a)‏ 
0 بررسی نمودار رابطة a|-|y - b| = k‏ - ×| 
اگر АЗЫК < о‏ نمودار رابطةٌ فوق, دو زاویة قائمه است که رأس مشترک ندارند (به شکل توجه کنید) در این حالت 
امتداد اضلاع دو زاویه» تشکیل مربعی در مرکز sw‏ به طول 
E‏ دهد که افطاز ان вае аа‏ زهای مات z‏ اا 
دراین حالت O x‏ مركز تقارن و > ak,‏ = و ها = x‏ 
محورهای تقارن نمودار رابطۀ فوق می‌باشند. 
k = ЭЧ,‏ باشد. نقاط ۸و ۸ برهم منطبق شده و نمودان دو خط عمود بر هم می‌شود. 
0 بررسی نمودار رابطة ) = |y- b|-|x - a|‏ 
ulus s m Sau qa Ч‏ که رایس مش که Qum‏ شک که EES‏ سای 
امتداد اضلاع دو زاویه تشکیل مربعی می‌دهند که اقطارش موازی 
محورهای مختصات بسوده و ۳ ۵ مرکز و Yk‏ طول قطرش 
می‌باشند. در این حالت b‏ 0 مرکز تقارن و خطوط a‏ = ×و = y‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


برهم می شود. 
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k = Ч:‏ باشد نقاط ۸ و ۸ برهم منطبق شده و نمودار, دو خط عمود 


نمودار لوزی: هر معادله به صورت ‏ = b +|cy- d|‏ - جه | А56 ) < о),‏ یک لوزی است. ویژگیهای این معادله 


б " a 
دا سای‎ al Та 


عبارتست از: 
) لوزی یک تابع نیست. 


۵ مرکز و در واقع مرکز تقارن لوزی است. 


GIO IS 


Yk Yk Е 
ГЕ ЕК e عبارت‎ д! طول اقطار‎ ۴ 


ҮК'‏ _ قطر بزرگ × قطر کوچک 
0( مساحت لوزی عبارتست از: کل = дах ога‏ کوج = ۹ 


І та а b 
مرن 3 می‌باشند.‎ a و‎ 
کدام است؟‎ | Yx - ۱۱۰۱۷ - A| = ۴ تست: مساحت محدود به شکل‎ 


۴۳ А (Y ۱۶ 0 


Yk _ 
кез шд حل:‎ 


ac 


$ = 


نمودار متوازی الاضلاع: 
هر معادله به صورت z ° lax + by +c |+ ах + Бу + 0 |= k‏ 


ах + by +с= • 
alx + Бу + с! = ° 


5 | ۳۳ EES Lb a ОЕ 
ВОЕНО 2 واه‎ кышы т л 


۲ هرگاه شرط b'= 2۳+ Ы!‏ + "۵ برقرار باشد, نمودار فوق, نمودار یک مستطیل می شود. 


= -b а! = 


PEA . fb =a b = -a кү‏ ی 
۳ هرگاه شرط a! L‏ برقرار باشدء نمودار فوق نمودار یک مربع می‌شود. 


«دائماً یکسان نباشد حال دوران غم مخور) . 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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E ! «әр 
آشنائی با نمودار توابع 9 رابطه‌های مختلف‎ 


۱۴(|×| = |у 


X 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


Ү\)у = sign(x) 


YY) y = sin”) 


۲۵( (к = (۳+ (y = P) = R' 


le. 
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YY)y = sign (|x| ) 


Yf)x'+ у= R' 


W‏ مرکز دایره و ۸ شعاع دایره است. 
xU UN:‏ 
۱ + ک(۲۶ 
b‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۲ 


۲ ї 3 
(+ =) vo) „0 p) = \ 
b 2 27 b’ 


۵ مرکز پیضی,8 نصف قطر بزرگ و 9 نصف قطر کوچک بیضی است. 


BFE 


a 


۵ مرکز و ۸ شعاع دایره А‏ 


@ 
В 


2 و گنه‎ ту Ç а 
b مرکز بیضی. 2 نصف قطر بزرگ و‎ @ B 
نصف قطر کو جک بیضی است.‎ 


Ү\) у = cosx ҮҮ) у = tanx 


| E 
d 


=== =: 2 Е 


2 


۱ > ۹606 يا ۱- 


рз‏ کر ین ی 


ІЛ - 


-\ < cos < ۱ Ф secx 


Y#)y = Arc sinx 


N.N 


=م- 4-2- 


х=.Їх=л х=т 


-\ < sinx < ۱ © cosecx < -۱ یا‎ соѕесх > | 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


wwwi.riazisara.ir /انديشه برتر‎ ۶٤ 


YV)y = Arccosx YA)y = Arctanx 
D; = [- \, \] 
R, = [° , t] 


۳۹( ۲ = Arccot x Yo)y = ах, (a> \) 
D = К үн 


R, = (>л) R = (+) 


@4: دقت А25‏ چون ۱ < а‏ است. لذا هرچه بزرگتر شود 2۳ یعنی لا نیز بزرگتر می شود بنابراین تابع در این حالت اکیدا 
صعودی است یعنی: X, <x, >a ' <a"‏ 


۴۱(۲ = ах, (о > a < à) 


D. = К 
r 


zÉ‏ دقت کنید چون ۱ о > a<‏ است. لذا هرچه × بزرگتر شود ۳ یعنی ل کوچکتر می‌شود بنابراین تابع در این حالت 


X <x, >a" > a" نزولی است. یعنی:‎ 1445 


ҮҮ) у - 10285 ‚(а> ۱( 
D. = )۰, + %) 
R, =R 


که аа ЖҮ E ЗЫ майка s‏ کل бөх‏ شوه Т‏ و رو رکو ж‏ شوه ыйы‏ دراد 
حالت اکیداً صعودی است. یعنی: ۲ < !51004 “<хү<хү‏ 


fy = 1088 ,(*<a<ا)‎ 


D, = )۰, + 0) 
R.=R 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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GÉ‏ توجه داشته باشید که چون ۱ a<‏ > ۰ است. لذا هرچه ×بزرگتر شود. 108 یعنی y‏ کوچکتر می شود بنابراین تابع در 


این حالت اکیداً نزولی است. یعنی: e <X,<x, => log; ' > loga’‏ 


а-у:‏ داشته باشید که توابع ,10۵۳ = لو y = а*‏ توابع معکوس یکدیگرند. 


نکاتی راجع‌به رسم نمودارهای مختلف به روش انتقال و قرینه‌یابی و...از روی نمودار تابع مفروض y = f(x)‏ 
0 برای رسم نمودار (k < °), y = f(x) + k‏ کافی است نمودار f‏ را به اندازه k‏ به صرف بالا انتقال دهیم. 
مثال: y = |x|‏ 


(Y‏ برای رسم نمودار (k > °) y = f(x) -k‏ کافی است نمودار f‏ را به اندازه 1 به طرف پائین انتقال دهیم. 


у=х\- \ y = x' مثال:‎ 


(ў‏ برای رسم نمودار (k < °) y = f(x + k)‏ کافی است نمودار bf‏ به اندازۀ k‏ به سمت چپ (نه اشتباهاً به سمت راست) 
انتقال دهیم. 


у= x“ مثال:‎ 


+ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(ше; کافی است نمودار را به اندازه )به سمت راست (نه اشتباهاً به سمت‎ (k < °) ‚у = [(х- k) برای رسم نمودار‎ (f 


انتقال دهیم. 
مثال: y=|x- ۲| у = |x|‏ 


مثال ترکیبی: نمودار ۲ + |۱ - | = زرا رسم کنید؟ 


0) y = |x| )۲(۲ = ۶-۱ ()у = |۱۲ 


هبرای رسم نمودار (×)؟ = y‏ کافی است in Š‏ نمودار گرا نست به محورلها رسم کنیم. 


مثال: 


دانلود از سایت ریاضی سر 


قدر مطلق و ویژگیبای www.riazisara.ir ОТ‏ انديشه برتر / ۶۷ 


۶ ۳ سم کنیم: 


х= Қу) > x=yuy= Vx مثال:‎ 


ترا رسم نمودار (1-)1 = x = -1)-۷( L -x‏ کافی است قرینة نمودار را نسبت به خط نیمساز ربع دوم و چهارم 


=з رسم‎ (У = —x (خط‎ 


مثال: 


«با یک ارادۀ قوی. به هر جا می توان رسید) . 


4 5 «ше! | fŒ) => о را رسم کرده و سپس با توجه به اينکه‎ Í کافین است. نمودار‎ y = | (х) رسم نمودار‎ ХаК 
رسم کنیم.‎ (LX قسمتهائی را که زیر محور »ها قرار گرفته‌اند را نسبت به محور »ها (در بالای محور‎ 


у = |х'- \| у =x- \ مغال:‎ 


у=! ادإ‎ 


у= | ۲۲-۱۱-۲ | у = |x" ۱۱ - ۲ مثال:‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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()у= | [к'-\|-Ү| )۲(۲ = |x ۱۱ -Y (\) у = ۱۲-۱۱ 
ل با توجه به اینکه:‎ = |х|) ۱_برای رسم نمودار‎ 
fx) ,)<۰ 
۱-۳ (x>°) 


-f(x) ,(x <°)‏ 
کافی است نمودار را رسم کردہ قسمتهای سمت چپ محور L y‏ حذف کرده. سپس Š‏ 22 قسمتهای باقیمانده (سمت 


y = × + ۱ مثال:‎ 


۲-برای رسم نمودار 100 = | | با توجه به اینکه: 


е 
у<°5-у= х) L у= -Ңх) 


کافی است نمودار را رسم کرده. قسمتهای زير محوره‌ها را حذف کرده. سپس قرینۀ قسمتهای باقیمانده (بالای محور ×ها) 


у>е>у=х'-\ 
у|=х'-\ => у =x- \ مثال:‎ 
у<е>-у=<х'-\ L у=-х'+\ 


۳-برای رسم نمودار ( |10 = y|‏ |با توجه به حواص قدر مطلق. چهار حالت زیر را در نظر می‌گيريم. 
>y = f&)‏ ° 

>-y = f(x) Ly = 00 

>y = f(-x) 


>-y = f(-x) Ly = -f(-x) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(x > о ‚у> °)‏ از نمودار у =, (х)‏ قسمتهائی را انتخاب کنیم که در ربع چهارم است. )° < 4х > ° ‚у‏ از نمودار 
Jy = f(-x)‏ قسمتهائی را انتخاب کنیم که در ربع دوم است و بالاخره از نمودار у = -f(—x)‏ قسمتهائی را انتخاب کنیم که در 


ربع سوم است. 
مثال: ۱ + × =١ у=‏ ر =-|х| + \ x+‏ ۷ | 
L‏ 
|x| + [y| = ١‏ 


«اتلاف وقت. خودکشی واقعی است» . 


x 
y. 45 ابتدا توجه داشته باشید که اگر‎ (k > °) y = 160 ۴-برای رسم نمودار‎ 

X, -‏ 
انگاه 422 ky‏ روی نمودار КЕК)‏ = ۷ است و بالعکس. لذا برای رسم نمودار y = KEE)‏ کافی است عرض هر 
نقطه از نمودار hf‏ با حفظ طول (ol‏ در عدد 2k‏ — کنیم. در این حالت اگر برد تابع y = fE)‏ بازة [c;d]‏ باشد برد تابع 


М‏ روی نمودار 169 = و باشد 


[kc , kd] 55L y =k f(x)‏ خواهد بود. 

الف) اگر ۱ > «óL k‏ نمودار در همان دامنه» در حهت قائم کشیده‌تر (جمع‌تر) می شود. (یعنی برد تابع 
š 2 РА‏ 
تزلر р еда‏ بزرگتر می شود). 

ب) اگر ۱ < о > k‏ باشد» نمودار در همان دامنه» در جهت قائم» بازتر می شود. (یعنی برد تابع» کوچکتر می شو د.) 


у= ۷ ,(-Y < x < ۲( مثال:‎ 
1- ]-۲,۲[ =b 


К = ]۰, А] برد‎ 


y = Yf(x) = Yx > |‏ (الف 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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X, 

y =) روی نمودار‎ M |у 

باشد» آنگاه نقطة М! k‏ روی نمودار К)‏ = لاست و بالعکس. لذا برای رسم نمودار деу = f(kx)‏ است 
у.‏ 

طول هر ihi‏ منحنی L) bf‏ حفظ عرض (OÍ‏ بر عدد ‏ تقسیم کنیم» در این حالت اگر iala‏ تابع y = f(x)‏ بازه [a,b]‏ باشد» 


۵-برای رسم نمودار (k > °) xy = f(kx)‏ ابتدا توحه داشته باشید که اگر 45 
X,‏ 


baiara za pi 
خواهد بود.‎ E Ly = f(kx) تابع‎ ¿ls 


2 مهم: AU k < а‏ دامنه‌ی نمودار با همان برد بسته‌تر می شود. 


ب) اگر ۱ > о > k‏ باشد. دامنه‌ی نمودار با همان برد بازتر می شود. 
مثال: (۲ < у = | ,(-Y < x‏ 
دامنه SA‏ 
уу = ух) = || 7 ۲‏ 
برد R=[, Y]‏ 


دامنه 
-Y < YX > ۲ > -\ < x < À‏ = 


Dskp s 


۱ 
| معا = Қух)‏ = ۷ (ب 
برد R=[:,Y]‏ 


D=[-,fz] دامن‎ 


оу) |‏ 
برد [ارا-]حهنا ۲ ۲ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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\)у =sm|x| , (C Yz < x < їл) 


(y= x х + ۵ = 6- ۲(+ À Py = Ln- à) 


V 


о) у = روم‎ /\ 


A Y 


уре ۳۲-۲۳۱۰ т=з )۳۱- =x -Yl 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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qy = Мах {\,х}= | {ке 
۱ (хо<\) 


۱۰( у = Max k taps کل‎ , E Эк] k-i] 


۱۱( y = 5181006 - Y) = 


در واقع. نمودار y = sign(x)‏ را ۲ واحد به سمت راست انتقال داده‌ایم. 


۱ 6-۱4 ۶< ۱( 


۱۲( ۷۲ = ѕісп(х'- \) ۱ 


«مرگ حفیقی برای انسان. مرگ امید است» . «ناپلئون» 


«استعداد جیزی است که بیشتر در جوانی آشکار می‌شود. 


انسان دانا به جای اینکه در انتظار رسیدن یک فرصت خوب در زندگی خود باشد. خود ОЇ‏ فرصت را بوجود می آورد. 


«فرانسیس بیکن» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-اگر ۳ < باشد. مجموعه جواب نامعادلة x| > Y‏ - ۲۱۳ -"«کدام خواهد بود؟ 
ا(۴ <x< 0۲ Y<x<‏ ۳ ۳ > > ۲ 
mY‏ مجموعه جواب نامعادلة + > ٩۱ +|× Y|‏ - | کدام است؟ 
В @ R- @ (r ۳20‏ 


۳_هرگاه ۱ > × > » باشد. حاصل عبارت ۴ A=‏ کدام است؟ 


Ү(х + D (f Lo Yx (\ 


۴ حاصلضرب ریشه‌های طبیعی معادلة ۵ = |۵ - |х‏ + «کدام است؟ 
Af (Y ۲۴0‏ ۶0 
۵ مجموع ریشه‌های معادلة |x - Y| +۱۶ ۵۱ = ٩‏ کدام است؟ 


ү (ў ۱۲ (Ү 4 (\ 


x < FEIS‏ < حاصل cosx – sinx|‏ | برابر است با: 


sinx- cosx (Y cosx- sinx (Y cosx+ sinx (\ 
کدام است؟‎ |х - \ [х= ۵| < А محموعه حواب نامعادلة‎ ۷ 

(V+ co) ۳ )- 00,۷ ( ۲ (-\,у) б 
است؟‎ elas | ۳۲+۱|-۱ | >۱ مجموعه جواب نامعادلة‎ A 

KANKA o (Y | > б 
است؟‎ elas] x| - |x- Y| < ۴ alal محموعه جواب‎ ٩ 


(00,0) ۳ TASKS 


-Y<x< -Y LY < x <vY (* 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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7 < ۳ << | ۳۲۱ =|Y-x =x- ۳ 


x`- ۲۱۳ - x| - ۲۱ > ° х Y(x ۳(- ۲۱ > ° =x- ۲۲-۱۵ > о 


x> Y 
(х- 0 (x+ ۲( > ۰ > -۳ <x< ó >" < x< ۵ 


Ix- Y|(|x + Y|+)) < ° = -مجموعه جواب‎ )[ б) 


SAREE уыз ыд 
x 


x 


| - ۵| =ó - > | - ۵| = -(х- ۵( >=>x- ۵ < ° 


xEN 
>x >۵ > x= حاصلضرب ریشه‌ها < ۵یا ۴ يا ٣یا ۲يا‎ = 0! 


+b+k a 


PK +X, = V 


a >k> ja -b|> +) دو‎ | 
a-b|= v بو‎ _ 
Xx, = — 
Y 
7 


ее => sinx > СОЅХ = СОЅХ - sinx > • => |cosx - sinx | = sinx - cosx 


| - A|+|x- ó| =۸ 


= ү 
> ۳ -۱|+ ۳ ۵|> ۸+ - ۱۷ 
хү=-\ 


با توجه به شکل دیده می شود که به ازاء SUX‏ بین ۱-و ۷ عرض نقاط 


نمودار |۵-× |۳ уу = |×-١|‏ عرض у= ۸ = ЬШ‏ کمتر است. 
[т ۲+۱۲ )( ۸‏ +۱ ۳۲۱-۱ >۱- 
اج ۱ 6۱3 ۳۵۵۲ ۲۲ + > ۲- 
x= аР А Е ۳ Y< Y (1) А‏ 
МЕК: |х| -|х- Y| < Y‏ > 
با رسم شکل نیز دیده می شود که به ازاء هر عدد حقیقی X‏ نمودار 
Y|‏ - ×| - |× |= رازنمودار ۴ = ۷پایینتر است. 
Y x°‏ 


اشتراک 
L x>‏ ۲2۶-۲ <|ع > \< 
k | š > -۳>۶۲ > ۳ (۱۰‏ 


٩ -)۲< ۰ ۲ > ۹ > -۳> <Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست ۲: 
л].‏ 
او НАА‏ رت 5119 2[ A= \+5іпх -Ny‏ برابر است با: 


< رد‎ x x 
-sin— (f YsIn— Ycos— (Y cos— (\ 
x N a A 


۲ مرکز تقارن در کدام گزینه نادرست نوشته شده است؟ 
k + ۲۱+ |у - ۴-۱ x"+ (y +۱) = A‏ 
\( 


ü | 


-\ 
۲۱+ ۷۱-۱ 


| 


۳ محموعه جواب х - |x- x| - ojx- \| + ۲۰ > o Jalal‏ کدام است؟ 
-Y <x < ۵ ۴ x € ۳ -0 < x < ۵ G -f <x < Y Ó‏ 
۴_نمودار معادلة у = Y|xy|‏ + کدام است؟ 
© دایره © بیضی ۳ لوزی ۴) دو خط عمود برهم 
۵ تعداد ریشه‌های x| + |x- A| = |× + Y| jsl‏ |۲ کدام است؟ 
۱ ۲) بیشمار о (f YY‏ 
۶ مساحت >Ú‏ محصور بین نمودار | - -YI‏ × || = لبا محورهای مختصات برابر است با: 
ve 2‏ + 
|x + ۱۱-۱۱‏ حدود تغییرات × (دامنة این رابطه )کدام است؟ 
x > ۲ ۲ -ý < x‏ یا ۲- > x < Y (Ү x‏ < ° 
۸ محموعه جواب نامعادلة ۱ A| < x" x+‏ +۳ | عبارتست از: 


-۱ > ۶ > ۱۴ -۲ > x < о (ў -۱ > > „(Үү ° > ۶ > ۵ 


٩-حاصل‏ عبارت ۴-۰۷۷۲ ۲۷ +۷ A= ٩‏ کدام است؟ 
YN ۳‏ 
{е ۲0 ۱0‏ 


۰ محموعه جواب نامعادلة -x| > Y|x - Y|‏ ۴ | کدام است؟ 


Cf) ۳ )-۴,۴( (ї [-f.f] 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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А! = Y+sinx+ \ -sinx - Yy \-51п'х = Y - ۲ [созх |= Y - ۲ 


= Ү(\ - cosx ( = cos => A= Y аА | = eos 


x х) Ya р x . гё n 
(sing + cosy) (sinf - совт) | sinž т + 008 ۳ эонов = روش دیگر:‎ 


. X X × x x л х л . X X 
SIn— + COS = - 510 = + COS = = Ycos = و‎ ° > <= << ° <— <= ->51П— < COS — 
Y Y Y Y Y Y Y 


(f)-Y‏ تابع у= x‏ +۳« تابعی فرد است و لذا مرکز تقارنش مبداً مختصات می‌باشد. 


۴۳۱ ۱۳-۱۱-۵۳ ۱+ ۲۰< > kI- ۳ -۱((+ ۵)۴- k-AD2 ° (07 
=(k|+óo)Xt-k-iA|)>:—>Rk-il|<es ۴ -۳ > <0 
х" у= уру kl + ۲-۲۳۱۱ ° 

>(kl- y) =< | - إل‎ =< у= | رج‎ =: 


|х + ۱۶-۱۱ = |x + Y| - [x| 


با توجه به شکل» ۲ ريشه دارد. 


۲۱+ у -1|= 1> k|=Y- ۲-۱ ج|‎ k |>۲ 35 -Y< <Y 
|x- al +|y - b| = k> ° > حدود× > مربع‎ = [a-k , 2+1[ = ]-۲,۲[ 
k"+۱|<x"-x+۱ > k+ ۱| ۲ + ۱| < (x"-x +1) 


همواره — 


у. >|х+\|<\>-\<х+\<\—>-їҮ<х<. 


сч (aa) өң {Үе (Y+ ۳( -N JF) - ۳۶۷ ۳۱۶ ۳+٩ ۲۱ ер. Y N ۳- ۲+۰] ۳ 
کح‎ YN ۳ YN ۳ 


» >> ۴ +۲2 >۲ + > ۲- <. > ۲۲ +ع| > ۰ > (۲-|۲۱)۳+۲- ۳ 


= 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ا-نمودار رابطه‌ی у-х| = x-|x|‏ | کدام است؟ 


Q‏ نیمساز ربع اول © نیمساز ربع دوم ۳ نیمساز ربع اول و سوم ۴) نیمساز ربع دوم و چهارم 


۲-هرگاه . = |۲ - | з‏ )4 ۲+۲ + 2-۱۲" حاصل Y‏ + ر + «کدام است؟ 
ó C ۵+ 0‏ ۵-۰ ۳ له +هیاه a-~‏ 06 ۱۰یا ۱۰- 
۳ محموعه جواب نامعادله‌ی |x- Y| > x‏ + |۱ - ×|کدام است؟ 


)-00,۱( لا‎ (Y+ о) (f [°,+ о) (V )۱,۳( 6۲ )-۰0,۲( (\ 


x- Y 
X +Y 


. آنگاه: 
Y 0‏ > ۶یا ۲- x=-Y lx = A W -۲ < x < Y Ç x<‏ 
a <x > blad‏ باشد. کدام گزینه همیشه درست است؟ 


|x| < ۷۵| al ы} ۴ lx < |а (т |x < | G |x| < 0 


x -۳ 
х 


X 
جند حواب دارد؟‎ | + | 
s X- 


| = дй 


(f Y (ў \ GY о (\‏ بیشمار 
V‏ معادله‌ی ۲ = |۵ - Үх| - | ۲×-۲| +| Yx‏ |- در فاصله‌ی (۰,۱) یک حواب دارد. این جواب کدام است؟ 
Ly Lg а‏ 
к (т y. 5S‏ 
۸ برای آنکه نامعادله‌ی "× > || برقرار باشد. لازم است که: 
0 1 < ۶یا ۱- хо ,-۱ > x < | (f ° > x < ۳ -۱ < x < „(Үү x<‏ 


ههرگاه ۲ <| ۳۱ ۱- |× || حاصل W|‏ - ۲۱-5 - »| کدام است؟ 


۲۶+ ۱ ۴ \ (ў -\ ۲ -۲ б 


۰ مجموعه جواب نامعادله‌ی ۰ > ۴ - Y|‏ -۳ -(۲ -6 کدام است؟ 


-۲ < x < ۶ ۴ -۲ > x < Y (Y -۴ < x< Y ۲ о<х< Л (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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x<. > ух |= Yw < x: در‎ 


منفی 


>-y-x|=-—>y=x 


۲ )7( هرگاه مجموع چند عبارت نامنفی صفر شود. همگی بایستی صفر باشند لذا: 


۲ +۱۷۲ =. 
| И + ×= 0 >x+y+t— ده‎ ۵ 


۳( با توجه به شکل دیده می شود که در فاصله‌ی x< \ bx > Y‏ 
عرض نقاط نمودار уу = |x-A|+|x-Y|‏ عرض ЬШ‏ خط y =x‏ 


EITS‏ |< 2 6 < ۲ + ۱-۲ + 2-6 ۱> ر 
=x< × >۳ а‏ >}{ >< جرد ۲3۲۰۱۸۲ > ۱۹ 
Y<X=>X- +X -Y>xX=xX > Y‏ 

x -Y X- Ta 


k]=-x>x<. |= жа =>X L<. > Y<x<Y ۳ 
X +۳ X +۳ къ 


a<x<b= -Max {[а|, | <- ОИ |b |} (Р) ۵ 


| بل ,| چم | ات | , | ملد‎ ЧУ; 
X- 
E эм 


o > > ۱< -|Yx|-|Ix -Y|+ |х -ó|—= Y 


-Yx + YX- ۲ - ۴۶ ۲ Ó = ۲ > х= = 


К> х" ج‎ k|> ki К к< КК-1) < 


> fa > -\<X<\ و‎ х5 


k|< ` 


|| ۱ - ۲۱۶۱ |<Y—> | ۱۶۱ |eY—k|<Y— -Y<x<Y 


> -۲|- ۳-۳۱ (х) (х) = -۱ 
|К-ї'-*|к-ї|-*<<=—>(к-ї]-%)([к-Ү|+\)< 


=k-Y|-f<:-—>-f<x-Y<f— -Y<x <? 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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اد مجموعه جواب نامعادله‌ی 2 > 


(-%,°)-{-\3 (f (er o) ty Y КИ [0+ 9%) ۵ 


۲-در Max(y) у=‏ کدام است؟ 


— Ó e 
к +۱|+ к-С 
2 о (Ў ۵ (ү ۵0 


۳ 
۳هرگاه ۱ > 2 |و ١| зх = |a-A|‏ +ھ | = بحاصل у"‏ + ۶۲ + ×کدام است؟ 

A (f ۶ a+ a+ ۵۲ а'— \ 0 
«معادله کدام حکم زیر است؟‎ E ]۳,۱۵[ عبارت‎ -Y 

|х-4| > ۶ ۴ |х-4| > ۶ (r |х-4| < 0‏ 
هکدام حکم زیر به ازاء هر x E R‏ درست نیست؟ 

-\ < |x-\| - |х+4| < ۱۰ (Үү | - Y| + ۱۶ + Y| > Y 0 

[x] > > ۳‏ ۴ ۱۰ <| ۱-۱۱۱ - ۱۱+ ]|| 
۶ محموعه جواب نامعادله‌ی ۰ < xl )0-۳+ Y)‏ | کدام است؟ 

]-۲,-۱[۱1)۰( (f DJU {o} ۳ ی تا‎ ]۱:۲[ 0 
است؟‎ elas | | х | - ۶| > ۵ مجموعه جواب نامعادله‌ی‎ V 

[-\\,-\]( уе )-۱,۱( ۲ (00 
مجموعه جواب معادله کدام است؟‎ |x - Y| + |x + ۳۱ = | Yx| É> A 

[F,F o0) (f (C-e,-Y] U [Y+ eo) (V [°,+ o) (Y [т] 
ЭКС Иледен ای‎ a 

|х + 4 (# \- Yx (ў Y|x| (Y ۱۱0 
چند جواب صحیح دارد؟‎ |" - ۲۲۵| +x- ۲۲۵ = ° -معادله‌ی‎ ۰ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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= ۱ 
< ° < 
۶ + ۱ Т х +۱ 


> к \ |е k+ 1| х" - YX +Y<X + YX +Y PX > ° 


k + ۱۱+ 6 ۲۱< ۱۱-۲۱ => Min(k +1|+ к-у) = > Max(y) =° رم‎ 


|x - aļ+|x- b| > | - a| یارآوری؛‎ 


(x+y) + Pxy = (x +y) -Yxy(x+y)+ ?ху , Біләл алә [а (Р) Ў 
a+ >° 


Ў х = \-а ۳ 
= ۲ -۶۷( + xy = A, жу E 
xE ]۲,۱۵[ > ۲-۶ (Р) -* 
۶ ]۳, ۱۵[ > k - a |> ۶ 


ЕТЕ (۵ 


la - b|< к-а |- K-b|< |a یارآوری:|0-‎ 


|x [ze е à 
А | ۳۶۲ + ۲ > СЕ (Y) ۶ 


|» | +x ۰ 


(۰) لا [۱,۲] = مجموعه جواب 
0 > > ۱یا ۱- >> ۱۱2-۱۱ | ۱ << ۵ > ۳-۶ -ô<‏ 
b|= ۵+ b| abe‏ +۵ 

)6-۳(6+۳(<۰ .جرج‎ =x<-vLx Z Y 


A= К-ка مب‎ Кеке а (К-а) +A (k|+ 3) + 


=| kJ- + | ااب|ع‎ +۹ 2 |х| |x +|۱+ع <هب|۱+‎ 0. 


=х+\-х+\+а=\\ 


x" -YY0|= – (х ТТ) +x" - ҮҮ < ۰° $ ла сх ۵ 


(۱۴و ۱۳و ...و »و ...و ۱۳-و 2-۱1۴ ۰06 ٩‏ جواب صحیح دارد. >= 


کتاب اساس و بنیان تمدن است. «ولتر» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-معادله‌ی محور تقارن نمودار تابع |x+ A|+|x- A| + |x - Y|‏ = رکدام است؟ 

y = x ( x =Y (Y у = \ (ї х = ۱ 0‏ 
۲-نمودار کدامیک از توابع زیر شبیه شکل مقابل است؟ 

< ۶ + ۶-۱ Q 

x- \+]х-\| (Y 


=x- ۱ + |х| ۳ 


х - ۱ ۱+۲۱ ۴‏ < ۷ 
۳ برد تابع ۰ + [۱۵۰ - +|x‏ |۵۰ + | = [کدام است؟ 

)۵۰۰,+ о) ($ ]۵ ۰۰ ,+ co) ۳ [f° ° + о) (Y RQ 
)کدام است؟‎ + 2( - ۵ k + 3 |= ۵۰ مجموع ریشه‌های معادله‌ی قدر مطلقی‎ -۴ 

(т ۰0‏ \ ۳ 
۵ مرکز تقارن نمودار رابطه‌ی ۱ = Y|‏ - ۲۷ | +۳۱ + ×|کدام است؟ 

)۳,۲( (f (Y— Y) (r )-۳,۴( ۲ )-۳,۲( 0 
ريشه دارد؟‎ 2 т, [ در فاصله‌ی‎ |їпх + cosx |= |sinx |+ |cosx | ۶معادله‌ی‎ 


б Y (Ү ۲ (r ۱0‏ بیشمار 


۷-بازه‌ی (V.A)‏ محموعه جواب کدام نامعادله‌ی زیر است؟ 


|x- | < ۱1۵0‏ ۰6 اش - »| ۳ < |۱۵ - ۲۲ | م > بش + »| 


۸ هرگاه نمودار تابع у= fx)‏ به صو رت باشد. نمودار تابع х)‏ = ل محور×ها را در جند 


نقطه قطع می‌کند؟ 
(f ۴ ۳0 ۲0‏ ۵ 

a a‏ خط уу = k‏ قسمتی از منحنی نمایش |۵ - y = |x + ۱| + |x‏ برهم منطبق باشند. ‏ کدام است؟ 
от ۴ ۶ 0‏ ۴ ۶- 

۰-نمودار ۱ = y|‏ + ×|کدام است؟ 


۵ دو خط موازی (Y‏ دو خط عمود برهم ۳ دو خط متقاطع ۴ دو نیم خط 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


wwwi.riazisara.ir /انديشه برتر‎ AY 


کلته؛ به طور کلی در تابع y = [x-a] +|x-b| +|x-c|‏ هرگاه 

=٥‏ 21 خط b‏ = :معادله‌ی محور تقارن تابع است. 

(Y) -Y‏ نقطه‌ی (۱,۰) تنها در معادله‌ی گزینه‌ی (Y)‏ صدق می‌کند. 

| - a| + |x - b| > |a - b| يارآورى:‎ my 
у > | -۵۰-۱۵۰| + ۳۰۰ > y > боо 


k+ ок | ۵ = (к |-1-)(k ۱ 0) =° 


2 
Y 


\ 
Y 


=> х!+х!! = -\ 


| «+ Ы +|су+ إل‎ =k ,k> +  نراقت هرهم مرکز‎ 


| + y| = |х + [у @ xy > ° (t) 
و 0055 همعلامت و یا حداقل یکی از آنها صفر باشند. به عبارت معادل‎ Sinx شده وقتی برقرار است که‎ oala تساوی‎ 
سینوس و کسینوس هر دو منفی‌اند. لذا حاصلضربشان مثبت می شود‎ Лу] باشد حال چون در فاصله‌ی‎ sinos = ° 

بنابراین معادله بیشمار جواب دارد. 
vaya |× «А2 x > > yx- ۵>۱ ۳‏ 


A 


y= ۳ 
ех) ук) 


>k+ |+ k-o|=k=> |-\-0]=- кк? 


+у| = \»х+у =ч‏ عم 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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جزء صحیح 
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هر عدد حقیقی مانند × D‏ می‌توان به صورت مجموع یک عدد صحیح n‏ )2 € )و эле‏ دیگری مانند P‏ به طوریکه 


e° <p <|‏ نو شت. جزء صحیح هر عدد حقیقی مانند را با نماد x J‏ | نمایش داده و آنرابه صورت زیر تعریف می‌کنند. 


157 > +۱, =>[х| =n 


به عبارت دیگر جزء صحیح ‏ عبارتست از عدد حقیقی بلافاصله کوچکتر یا مساوی ×به زبان خیلی ساده می‌توان گفت. 


ease‏ مر و 


عدد صحیح بلافاصله کوچکتر از آن عدد = | هر عدد غیرصحیح | 


۱( |у] =۷ 

۳( ]-۱۸[ - -۸ 

۵( | Y] = ]۱/ [خورده‌ای‎ = ۱ 

۳- = |خورده‌ای /۲-| = |۵ له | v)‏ 
(عدد نپر ۲/۷۱۸ = (е‏ ۱ = 21 )4 
=+[ (۱۱ 

۱۳( [°] =° 

۱۵( ]۶ | =۵ 

۱۷( [sino |= [V | =° 

۱4) [соѕ4°? | = [o | = ۱ 

۲۱( Log] = ]۲/ |خورده‌ای‎ = Y 
۲۳( | J = ۱۴-۱ 


۲۵(۱ > ۰ ۳ > |х| = ۱ LY 


به مثالهای زیر توجه کنید. 
[VA] = Y‏ 
[-ї/4 | 2-۳‏ )۴ 
۰ - | 
[Z] =°‏ ۸ 
е е‏ 
۱ =| ]| (۱۲ 
۶۶ (۱۴ 
[sin |= |Y | =°‏ (۱۶ 
[cosas | = |°" | =°‏ (۱۸ 
ا 
ҮҮ) [cot( | уре‏ 


۲۴(۱ > ۰ ۲ > |х| = 


نیازمندیم. بنابر همین اصل. دو نوع جزء صحیح برای هر эде‏ صحیح مانند ‏ تعریف کرده‌اند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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) بزرگترین عدد صحیح نابیشتر از (عدد صحیح بلافاصله کوچکتر یا مساوی 6 که آنرا با نماد [x]‏ یا [×] نمایش می‌دهند. 


“ИЕЛ КЕЛЕГ ЕС اع کی وک اد ا‎ ЛГ ГЕК КЕ ЕРУ ГРУ, 
کرو باه دشو‎ I ب می شو جزء صحیح‎ х] به جای نماد‎ |х] Ë لر‎ 


(Y‏ کوچکترین عدد صحیح ناکمتر از × (عدد صحیح بلافاصله بزرگتر یا مساوی » که آنرا با نماد [x]‏ نمایش می‌دهند. 

]۳/۵( = [1/0] =" ۳ 
۲۳/۵[ =f 

جزء کسری يا جزء ناصحیح x‏ 

به ازاء هر عدد حقیقی  |х| эде‏ ×را جزء کسری یا جزء ناصحیح × می‌گویند و آنرا با نماد (x) L (GO)‏ نمایش می‌دهند و 


به آن براسة (Brace)‏ عدد × می‌گویند واضح است که ۱ > о > (х)‏ 


х) = |х| 


دامنه‌ی این تابع ۸ و بردش 2 است. در بعضی از کتب ریاضی این تابع را بانماد (к) = | x]‏ نیز نمایش می دهند. 
ویژگیهای جزء صحیح: 
جزء صحیح ×عدد سمت چپ می‌باشد. |х| =x‏ > ۱ + > > :67 230 15 ع ۶ ۱(۷ 
|x| =x‏ ۵ ۳ ۷ (۲ 
е ۰ |x| = x< |x| + |‏ 
|х| <x =“ |x|‏ : 1 ع ۶ ۴(۷ 
|х| sx‏ < -: 5 6 ۲ ۵(۷ 
R: <x- |х| < |‏ ع ۲ ۶(۱۷ 
|х-|х|| =°‏ : 1 6 ۰ ۷ (۷ 
Ax € Ze |х| =x‏ 
|х] < x‏ > 2 ۶ «ره 
Я -fie , (x €2)‏ 


= | x: у ‚(х @7) 
0% 62 e J + [x] =. 
\)х@7 + |х| + [x] =-\ 
۱۳ lx] +l -x] -{` (x 62 
=À ,) #۶ 2( 


۶) تست: محموعه حواب معادله‌ی .= x] +] -х-0]‏ | ۲ کدام است؟ 


У ۲ > > 0۲ Y<x< +Q 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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xCZ= ۰ + Үх = ۵ برچ‎ =š غیرقابل قبول‎ 


تست P PSS ы TT Ам‏ توت اب سس هصرع 
\0)х < « < |х| = |y]‏ 
лек =;‏ 

این نکته نشان میدهد که تابع х) = |х]‏ تابعی یک به یک نیست. 


به عنوان مثال ۲/۷ = ۲/۵ ولی ۲= [vo] = [Y v|‏ 
۱ > 7 1 


О Ое ]y | 31162: 


ёзу Ас 
ИРЕТИ خاصیت جابجائی چهار عمل اصلی‎ (VA 
(الف‎ |х+ y] = |у+ x] 

e) |*= y] руа 

y] = [ух]‏ ج 


ре 


[x + y| = |x] + [y]‏ رلف 
با - к-у] + |ы]‏ (ب 
[xy] + [x] |]‏ ج 

xX Ба 
` 


Уе R: [x+y| > |x| + b] 


4\( خاصبت تفکیک کردن جزء صحیح در چهار عمل اصلی در حالت کلی: 


ضمناً اگر حداقل یکی از у эх‏ صحیح باشند و یا جمع خورده‌هایشان از ۱ بیشتر نشود» تساوی برقرار است به عنوان مثال: 
тло | = [Y] + [то]‏ ۲] 
[WA] + [1|‏ = [۴۸/۱ +۳/۸] 
va] = |o] + [va]‏ + ۴/۵ ] 
در واقع» حاصل سمت چپ ۲ می شود در حالیکه حاصل سمت راست ۱۱ می‌شود. 


۲۱( х,у ER: [x+y | =| xl +|y] یا‎ [x+y | =| x +|y] +5 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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|х| <х< |x| + | اشات:‎ 


[x+y] = x1 +y] 
[x+y] =1х] + | [ ۱ 


تست: هرگاه ۷= 1 ]و ۳-- | ۷۲| باشد. حاصل | ШЫ [x+y‏ است؟ 


۴0 6 ۴یا ۵ RET‏ ۴ یا ۲ 
حل: طبق نکته فوق. گزینه‌ی صحیح گزینه‌ی (۲) می‌باشد. 


راه حل تشریحی: [x] =¥ >у<х<А‏ 


у suyay es 
+ 


Y<x+y<?° > | х+у | =Y ۵یا‎ 
YY) [х+у+2| =1х] + [у [| + | zl] 
Үх,у, ZR: 4 | +۲ +2 | = 1х1 + | [| +] ل2‎ +۱ 
[х+у +2 | = 1х1 + |y | + ۱ z] +Y 
Үт) |х+ n| = |x| + n 
|х-п| = |x| - n 
|пх| < لاه‎ G € 2 


۳۹ 
ГА Биги 


تزلر: عدد صحیح فقط در جمع و تفریق, از جزء صحیح بیرون می‌آید. 
مثال: [x+ v| = |x| + Y‏ 
|-х|=т + |—x‏ 
+l xl | =lx] +Lx] =Yl x]‏ 
+lx+lxl || < ۳۱۱‏ 
ZL x] ۴‏ | ۰/۴ 
[Yx] = yix]‏ 


X [x] 
[4 АЕ 
کدام است؟‎ y =x+ |x] تست: معکوس تابع‎ 


y=x+ ۲ |x| ۴ y=x+ |x| ۲ y=x- >x] & y=x- |х| б 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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y=x+ | x] >y =x +x ۲۱۱ >y=x+ (| رج ] لا‎ =× + [у | راه حل اول:‎ 
>x=y-+ [у | >y=x-2 x] 

راه حل دوم: می‌دانیم: ×= (х)=уФЇ (у)‏ چون به ازاء ۲ = × مقدار ادر تابع اصلی ۴ می‌شود لذا عدد ۴ = ×را در 

تک تک گزینه‌ها به جای × قرار می دهیم» تنها گزینه‌ای که در آن لبرابر Y‏ می‌شود. گزینه‌ی ۲ است» بنابراین گزینه‌ی صحیح» 

گزینه‌ی Y‏ می‌باشد. 

تست: حاصل | | | | ۳/۷ |+۳/۷- | +۳/۷- | +۳/۷- | A=‏ کدام است؟ 

-A ۴ -۱۶ ۳ -Ү( -۱۲ ا(‎ 

А = ۴۱۳/۷ | =-1۶ حل:‎ 

البته اگر از داخلء مقدار جزء صحیحها را تک تک حساب می‌کردیم» باز هم به همین جواب می‌رسيديم. 

с‏ خو عة [x+] + |\х-+| = gari‏ کدام است؟ 

۱ y: ۷ 


— > x < ۱۳ — < x< — (\ 
۴ ۴ ۴ 


جل 


\<х + <Y ج‎ >× > 
۲۴(۱۷ ۲ 6 5 :۶ < пә |х| >n 
۲۵(۱۷ ۰ C€ ۳ , ۷ ۱ 6 м: Н = к 
۲۶( ۷ ۶ ERİ ع و ۷ , (۰ لا‎ Мм: |ах| > |x] 
۲۷(۷ ۲ 2 R لا‎ {f}, Vn EN: |x] < |х] 
۲۸(۷ ۰ 61 لا‎ ۲۰( ,۷ ۰ 6 Z :|w| + |х| < ° 
۲۹۷ 2: 2 R Uí), ,Vne Z :|w| + |x] > ° 
УХЕ |x| € Z 
چند جواب دارد؟‎ × + |Үх| + [Yx] - ۳۰ تست: معادلة‎ 
بی شمار‎ ۳ ۳0 o (\ 
همگی صحیح هستند. لذا الزاماً × نیز باید صحیح باشد.‎ [Vx] و‎ [Yx] حل: چون ۲۰و‎ 
بنابراین می‌توان علامت جزء صحیح را برداشت.‎ ۷× € Z و‎ ۲* € Z در نتیجه‎ x € Z بنابراین‎ 
x+ Yx + Vx = ۳۰ > x = Y یعنی: قابل قبول‎ 


۳۱(۷ ۰ 2 5 : | > |x] و‎ | = |x| ex € [۲) 


Dl xl n ا‎ =n 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: هرگاه ۵ = |x'+ ۱۱ | = | - ۳+ A|‏ حاصل |۳0 کدام است؟ 
۳۵0 ۵0 ۰۳ ۱ 


Y, җе j y 
T 15 ۸ xx + (к + Т) حل:‎ 


۳۳( ۷,۷0: nx] =l xl + EA |x | "i 


در حالت خاص داریم: Yx | = [х] +x]‏ | 


L Yx] =| x] JESA | ۳ 


[Yx] - 1+ V] =e 


۱ وه‎ + ۲ + >× > >D, = R- | к =(-%, 
Y Y Y Y 


YOVxXER,VnEN:l xl = |Z | + =) + 2 
در حالت خاص داریم:‎ 
۱ ۱ É 1 É | 
+ + 
Y Y 

x x 8 ©‏ 
۵ تعداد مضارب طبیعی عدد 2 که از عدد طبیعی n‏ کوچکتر یا مساوی‌اند برابر است با 
مثال: چند عدد طبیعی کوچکتر یا مساوی ۲۰۰ وجود دارند به طوریکه مضرب ۶ باشند؟ 

۳۴ (۴ ۳۳ YA (т ۳۲ 0 


Yoo 
|. — | = [YV [خورده‌ای‎ = ۳ 


۶ تعداد صفرهای سمت راست эде‏ !2 برابر است با: ... + | 1 | + І‏ 


то 1۳۵ 


۲ \4 т ۱۷ PRN 


+ ۳ + | اک‎ He = Vto tota = Ye 
б ۲۵ ۲۵ 


x € [Эзе (п EN), |х| + [Yx] + |x| +..+ جواب معادله‌ی ۰ = لصا‎ ۷ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


M / انديشه برتر‎ www.riazisara.ir 


ضمناً اگر о‏ > × باشد. آنگاه |х|‏ و [nx | ээ [vx]‏ همگی نامنفی شده و می‌دانیم که هرگاه مجموع چند عبارت 
نامنفی صفر شود. بایستی همگی آنها با هی صفر شوند لذا داریم: 

> ۰ ج ۰= ل 

[Yx] = o > 


ыз = o > 


تست: محموعه حواب معادله‌ی ۰ = elas. |х| + [Yx]‏ است؟ 
e) [Эт ]۰,۱( ۸‏ 
حل: طبق نکته‌ی فوق, گزینه‌ی (۲)» صحیح است. 
|y] ,G@,y>:)‏ لا < тл) [xy]‏ 
|у | + | z]‏ + لا Ya) |x+y+z|>‏ 
,n€z —Lx] =nLn+ |‏ ۲ +ظ > <x‏ 0 (۴۰ 
سوال: جزء صحیح چه اعدادی. برابر ۴- است؟ 
|x| 2-۴ > -f > > -۱ -f <x< -f‏ 
سوال: با فرض ۱ < × < —Y‏ [] جه مقادیر مختلفی. می تواند داشته باشد؟ 
|x] 2-۲‏ >\- > > 
о» |х| = ۱‏ > > 
|x] = o‏ > ۱ > > ه 
х= ۱ > |х| = \‏ 
سوال: هرگاه ۱ > × < ۱- باشد ,|×۲| جه مقادیر مختلفی می‌تواند داشته باشد؟ 
ایا »پا ١-یا‏ ۲- = [*۲] طبق مثال قبل < ۲ > ۲ > -Y‏ > ۱ > > ۱- 


در واقع کافی است فاصله‌ی (۱,۱-] را نصف. نصف تفکیک کنیم در این صورت داریم: 


x «а - ۷ >-> ۱۷۱-۲ 


2 ٩ > ج۱‎ ۱2 ۲۷ > ۲+ |x| =) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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سوال: هرگاه ۲ > « > ۴- باشد ,]$| چه مقادیر مختلفی می‌تواند داشته باشد؟ 


-۴ <x< Y > -Y S ee шн یا ۱-یا‎ 


در واقع در این سؤال» کافی است فاصله‌ی فوق را دو تا دو تا تفکیک کنیم. 
سوال: هرگاه ٩‏ > × > ۰ باشد , | [Ух‏ جه مقادیر مختلفی می تواند داشته باشد؟ 
۲یا ایا ۰ =| o > > >o < > ۲ > |х‏ 
در واقع داریم: := | ух <| > [Vx‏ <۱ > > ۰ 
y<VXx < Y > | vx |‏ ۴ رت 
їх > ٩ << ۲۷/۲ > ۲ > | vx |‏ 


سوال: هرگاه ۲ > × < ۱-باشد , | |х‏ جه مقادیر مختلفی می‌تواند داشته باشد؟ 


۰ 


۳یا ۲یا اياه =| | < ۴ > رک o‏ > ۲ > > ۱- 


در واقع داریم: := >»<х'<\ > |x]‏ ۱ > > .یا 

\<x< Y ۷۲ => |x] =) 

UN TEKN Y STE a | =* 

L | ۶ < Y => Y <x` < Y > ۲ | =ї 
اکنون نمودار چند تابع جزء صحیحی را رسم می‌کنیم» سعی کنید نمودار این توابع را به حاطر داشته باشید تا درک بخش‌های‎ 
بعدی (تابع - حد - پیوستگی -مشتق پذیری و ...) برایتان راحت‌تر باشد.‎ 


i 
ех 
ЕЯ 
۳3 


\)у = |x] + |-x] 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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|sinx| , (+ Ex € Yx) 


[Yx] ,) S x< 1) 


ЕР رهه ره وا‎ ад حد‎ (n€ Z) 2 به خاطر داشته باشید که تابع فوق در نقاط به صورت‎ ШЙ 


۷( ۷ = 1 ,)-۳ < x < ۶( 


06 به خاطر داشته باشید که تابع فوق در نقاط به صورت EV‏ )< جز ۰ n € N‏ حد نداشته پیوسته نبوده و لذا 


[У] C =× > ٩( НЕ‏ = ر 


Л‏ به خاطر داشته باشید که تابع فوق در نقاط به صورت NU {°}) п"‏ € ظ) حد نداشته پیوسته نبوده و لذا مشتق‌پذیر 
هم نیست (البته متذکر می‌شویم که تابع فوق در کلیه‌ی اعداد منفی نیز حد نداشته و پیوسته نبوده و لذا مشتق‌پذیرهم نخواهد 
بود) 


۱۰( ۷۲ = |-x] , )-۲ < x< Y) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱۱( = É Ea ‚О, =[-AY, ۱[ 


0y =x|x| ,C Y <x < ۲( 


به خاطر بسپارید که تابع فوق در نقطه‌ای به طول » هم حد داشته هم پیوسته است ضمناً در این نقطه مشتق‌پذیر نیز می‌باشد 
و مشتق در این نقطه صفر است. 

ab‏ برای رسم نمودار | y = | 0х)‏ به صورت زیر عمل می‌کنيم. 

0 نمودار تابع 100 = bY‏ رسم می‌کنيم. 

(Y‏ خحطوط افقی y = k‏ را که در آن k‏ عددی صحیح است. رسم کرده تا نمودار y = fE)‏ را قطع کنند. 

۳ قسمتی از نمودار را که بین نقاط برخورد دو خط by = k + ۱ sy = k‏ نمودار 100 = 15у‏ دارد. برروی خط 
k‏ = ۷ (برروی خط پائینی) تصویر می‌کنیم. 

قاط us‏ اکهای ان А (ааа usq о‏ شاه a‏ شا با شک با ویر 


مثال: نمودار | 5їпх‏ | = #را در فاصله‌ی [°,їл]‏ رسم کنید. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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СЕБИ + 0-۲ | СЕБЕИ ¿Babes‏ کدام است؟ 
0 0 ۲+ ۱۳ ۴( \- 
اسان ال کی qas S‏ 
р — ә — -‏ سح 
[x] +x‏ 
-{}(Ү 2 (ї RQ‏ ,7 
۳ مجموعه مقادیر (برد) تابع | |sinx -4 Y созх‏ = رشامل چند عضو است؟ 


Y (ў Y Ç YO 


۴اگر |х| 2۷+ |-x|‏ . آنگاه «در کدام بازه قرار دارد؟ 


Y <x < v @ Y <x< (ў ۳ f(r ۳ > > 0 


حاصل = | Za]‏ | | ۳-۱ 4- | برابر است با: 


۶ ۲ 

-\@ Е (ү -Y (\ 
کدام است؟‎ | Тору“ | + | 108" | محاصل‎ 

۵0 0۲ ۵- = 
۷ مساحت نمودرا رابطۀ ریاضی ۴ = |х|. [y]‏ جقدر است؟ 

۱۲ (۴ ۴ A (Y ۶ 0 
ЧЕТЕ И ما‎ ЗЕЕ: 

ые. @ PEE едк Kaka ya‏ ۴ » بیشمان بیشمار 
q КЕ Jes‏ وف | ۸۲ له + КЕЗИ‏ کدام است؟ 

\УҮ (Ү ۱۹۰ 0‏ ۳( ۱۸۴ 
LAS-‏ جوابهای نامعادلة ۱ > | ۱۲۷ || کدام است؟ 


FA) 6 [0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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5 x] =x>xEZ 9 xEZ-4{.} رس‎ 


کسری صفر است که صورتش صفر باشد. ضمناً بایستی ۰ # باشد. چون در این صورت مخرج صفر می‌شود. 
۳۳۳( ايا »يا ا-یا ۶-۲ << <sinx -y ۲ соѕх <] Y‏ ۳ - 
غیرقابل قبول x€Z>x=V-x=>x=Š‏ 


б) 
ی هک‎ arsyet > w$ 


(л) + ۱۳‏ + ۳- = |خورده‌ای /۱] + | خورده‌ای /۰-] + [YV]‏ 
٩ + ۴-۵‏ - = |[خورده‌ای /۴] + |[خورده‌ای /۸-] 


۲۲2۲ >|х] =) |y] =f =>)\<x<Y,f<y<0> 


S=*%x ۱-۶‏ = ۶مربع می‌شود به ابعاد ۱ × ۱ 

[x] + [—x] = ۴ <-غیرممکن‎ ° 

بیشمار > بیشمار جواب 2 € [Ix] + [4 = ° < x‏ 
بیشمار > بیشمار جواب 2 - |х| + [<| 2-۱ <× € R‏ 


[4] + ۱۹/ |خورده‌ای /۹] + .. + [خورده‌ای‎ =٩ + ٩ + ..+ 4 = ۱1۹ × ٩4 = ۷۱ 


е [x] <\ > 
| | | =) <۱> |x| >۲ 


а е سا هنت‎ 
۲ "хр eZ |x] |" |< 


| ۱ >» 


حال جوابها را اجتماع می‌کنيم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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elas [sina v" + ШАЛ? + sina °°] Jol-‏ است؟ 
Y (ў ۰0‏ 
۳ معادلة |х| + |x - | = [x]‏ جند جواب دارد؟ 
Y (ў ۱‏ 
۳معادلة + =] [T‏ +[ >[ چند جواب دارد؟ 
бе Б, o (\‏ 
۴ محموعه حواب معادلۂ ۶ =| [[ ۲ + >| کدام است؟ 
G [ү] б‏ (۲,۳] لا(۱-,۲-] HYY‏ 
۵ محموعه حواب معادلة ۷ = [x] + [\-х] + [Y+x]‏ برابر است با: 
U )۴( ۴ (0,7) U (۳ [0,710 (0,7) О‏ ]0,2[ 
۶اگر ER- Yx) = EGR- \ех) = n‏ انگاه ER Vx)‏ برابر است با: Е(х))‏ به معنای جزء صحیح ×است ) 


n (f п-Ү Y n+ Y (Y n+! (\ 


سا = - = [ух] + [ох] + [vx]‏ چند Ыз)‏ حقیقی دارد؟ 


Хат ۲ (۲ ۱0‏ 
۸ به ازاء کدام مقدار m‏ رابطه‌ی x - Yx > [m]‏ همواره برقرار است؟ 

-۱ > m < Y (Y m < -\ ۲ m > 2-۲ 0 
چقدر است؟‎ |x tyt] = ۴ مساحت نمودار رابطه‌ی ریاضی‎ ٩ 

ол ۳ ym (Y л (\‏ 
۰ مساحت نمو دار رابطه‌ی ریاضی ۴ = | از | + |×|] برابر است با: 


۱۳ (ў Y Yz €Y ۱۸ (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ (۲) ۲ = [خورده‌ای [Y/‏ = |عددی مثبت بین ۰/۸۵و ۱ +عددی مثبت بین ۰/۸۵و ۱ +عددی مثبت بین ۰/۸۵و [Y‏ 


КЕ; 


توجه کنید که: ۰/۸۵ = = ° sinf‏ 


۲ () با توجه به شکل. فقط یک جواب دارد. 


x] + [x] = ۰ @ x € z یارآوری:‎ 


بیشمار جواب 2 € k‏ ,ا = × taps‏ > 


X ۳ - Y= ۲ > ۰۰-۱ 
А 


ее Ай l = y =m ü 


Biescas kaqa asi л а У 


пасон 


g 
2 ج‎ латах] =v>lx] =0>0<x<?f > б<х<? >(0,f)U{f} 


x`- YX +۲ - 
Y 


[х1 = |y] =n—> | = п 
[x] +L xJ له ا+‎ + | ах! جواب ندارد. جر‎ 


< ۲۲-۷ >E(x'- vx)=n 


хү |m] > o 


а= \> • 
еВ <. اج‎ ml <-\ <| ml =-\ї,-ї,..>ш<-\ 


< 
> x'+ ار‎ > o> Сс ٩ = фл - ۴2 7 و(‎ 


| + |у| > ۵ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-حدود تغییرات لاز رابطه‌ی | | y = ٣× | ×" + |x"‏ کدام است؟ 


۱ > ۲ > ۳ o > ۲ > ۲ o > ۷۲ > ۲۵ 


. . yx]. 
برابر است با:‎ X به ازاء جمیع مفادیر‎ É "| ۳-عبارت‎ 
+ 
о (f ۳ Y (ї ۱0, 
محصور به ناحیه‌ی اول محورهای مختصات جقدر است؟‎ » |× + y| = ۵ مساحت رابطه‌ی ریاضی‎ ۳ 
د‎ ۱۱۳ ۳۶0 ۲۵0 


ТЕЕ > ۴-نمودار‎ 


دسلا 


همرگاه |×۴| = |(۱ + ۲6] باشد. آنگاه | '(۱ + »)| کدام است؟ 
Yx] (f dp ۳ [x] Ç [| + ۵‏ | له 
۶ هرگاه ۳ = Ly] =Y, |x]‏ باشد. حاصل |x + y]‏ کدام است؟ 


ELEY YLAYG ۱0 


۷ حاصل | == Ма ый т‏ ب مخ 
TE aja TET‏ 


4 Y ۱۰ (Y ۲ ا(‎ 


۸ معادله‌ی T‏ = || چند جواب دارد؟ 

(r ۱0‏ ۲ 
٩معادله‌ی‏ ×۵ = | |x‏ ۶ جند حواب دارد؟ 

ARAN Y Ç ۱0 
برابر است با:‎ Е x حاصل‎ |-sinx| = ۱ ۰-هرگاه‎ 


AY \ (Y o (\ 
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= ۲۲۲۲ y =y Y ۳ 
ке Е => .<y< Y 


|х+у| =0 > ó > + (> ۶ 


0х ۵ „ \\‏ = مساحت 5 قسمت هاشورخورده 


= пп: ГАЛ, 
Y J G 9158 
)۲( ۶ 


кк 2 Q J кла Kh isa 


۲یا ۱ = +y|‏ |[ > ۴+۱ +۳ یا 


(N n+ -V0)( 8+ ۱ + VD) =1 a (1) 
ТӨ СОЕ ЛЕГИ асл ШО а к Орг, 


- =k,k€z >x= Yk > =k 


> |x + y] = -Y+Y 


К< 


э k<3 > +۱ ‚| => w 5۰ 


-۳ > 
x= Yk = -f ۰-۲ ¿° سه جواب دارد‎ 


= kez x ES =k 
P o [o 


۴یا ۳یا ۲ با یاه EEE = k=‏ 


ا کا ٢ت‏ م ج 


۰ (۳) (چون sin‏ هیچگاه بیشتر از ۱ نمی شود) 
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۱-مساحت بین نمودار ——1=——= зу‏ محور ها در فاصله‌ی زارات با 
+ 
(т ۳0‏ 
۲-دامنه‌ی تعریف تابع х) «| × + | x]‏ کدام است؟ 
N ۳ Z (r 1 0‏ 


sinx 


WV COSX 


qa ә باشد. حاصل‎ f(x) = | 


Y (ў “б о (\‏ 
۴۔ھرگاہ ۷۲۴ = (Y +A ۳(" УА)‏ باشد. آنگاه جزء صحیح )© ]۰+ ۲) چقدر است؟ 
vy? (f ҮҮҮ Т ҮҮ? (Ү ۷۲۵ Об‏ 
۵ برد تابع ۱ + х) = [xr Y| + [Y-x|‏ کدام است؟ 
[л4) ۳ ]۷,۸( G ЛАО‏ 
۶ برد تابع х) = ۲+ | x- t B‏ کدام است؟ 
[YF] ۲ [۶10‏ 
۷ تابع )| sin(z |x‏ = (10چه نوع تابعی است؟ 
0 زوج ۲ فرد ۳ هم زوج و هم فرد ۴ نه زوج و نه فرد 
дЫ) = |×| + [-х| Ал‏ آنگاه برد تابع گهکدام است؟ 
Q‏ }1و{ ( }1و{ {o}‏ 


٩‏ محموعه حواب معادله‌ی JES t Z] =Ó‏ | × | کدام است؟ 


۵ ۵ 
۲ Sp EA 
ут Èn ۵1 
ن جند حواب دارد؟‎ +۷ × = | x] - ۲ -معادله‌ی‎ ۰ 


А Y (ў “(б‏ ۴ جواب ندارد 
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a (x €z) 
۱ „(х Zz) 
مساحت مستطیل‎ = ۴ x À = ۴ 


x- x] -۱ (x #2) تعریف نشده‎ (x Ez) 


x@z >| -x] =- 1х] بارآوری:۱-‎ 


= | INF] = LF] = [дее] =) 


ч 
Ноза 
2E 
ка 


(Y= ۳( = ۷۲۴ - )۲-۸ ۳( = ۷۲۴ - ۰/ خورده‌ای /۷۲۳ = خورده‌ای‎ 
> СЕИ = ۳ 
х) = a (SENS ае шул дамыл 
В ( ۲+۲۶ - ۳۹ 
۴ 
т ы i >. 8 + <+ ۲۴ 


|х| = k € z > f(x) = sin(kr) = => تابع هم زوج و هم فرد است.‎ (ў) У 
A 
= |. EER (ә) = e) ве 
-۱ (х7) (-\) ‚(х@7) 
> (fof) (x) = 1 6( у= (ә) =) 


хб, 
|x| = 0 >0 <vx< + > т 5х< 1 


ее m 


۰ > - [lx] 0 ۱ . 


-yx - <-۲ 
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۱-هرگاه л‏ > × < باشد. حاصل alcosx J‏ + 1و کدام است؟ 
Ter ۱ др асс TER‏ 
a a a a‏ 


С 


وه تخر Ж‏ معادله‌ی سل = ۵ کدام است؟ 

Б 0 ( = H 0‏ ۹۳۷1 
۳ مجموعه جواب معادله‌ی ۱ = |۱- Y+ x]‏ | |.کدام است؟ 

hip] U N, @ ]-۱,۰( لا‎ р) ۳ [111 U [4) AOR 
برابر است با:‎ (fofofo) حاصل‎ Дх) = |x] - ۱/۵ Абл 

-۵/۵ ۳ -o (Y = 0 


هنمو دار رابطه‌ی ۷ = ! | x] ! + [у‏ | عبارتست از: 


۵ دو نیم k=‏ ۲ دو مستطیل ۳ دو مربع 


۶ هرگاه ۵ = k=‏ باشد. در آن صورت. حاصل [«۶-] کدام است؟ 


=“ Y (Y Y @ ۳ 


онну‏ رزوی اجکی (۱,۲-] جه شکلی است؟ 


| 
دو نیم خط‎ ۴ k= سه پاره‎ ۳ k= دو پاره‎ (Y یک پاره حط‎ б 
مجموعه جواب معادله‌ی ۱ = | ۲/۶ ×| + | ۰/۴ + ×| کدام است؟‎ ۸ 
off <x< fG Y <x< Y ۱۲ <x< 1/8 W ۱/۶ <x< ۲۶ 0 
جند جواب دارد؟‎ | Yx + Y] +L Yx -۱[ ох +١ 4-نامعادله‌ی‎ 


о (Y بی شمار‎ 0 


3 لاه اب‎ E a бына sys 


6 


ү 
Ee ۳ 14 
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Л <x < s => 
Y - \ < COSX < ° 


1 x 
пен =0" ове | =-* —-w<logt <-Y > <x < 


[x] =-\ - ۱ > <° 
Lx] + ۱-۱ +۸ => L => L 


Lx] =\ <x <Y 


۵ 


о) = -۱/۵ = fCA/0)= -۳/۵ = f)-۳/۵( = -0/0 
(fofof)(e) = Е) = -0/0 


۳۱+ ۱! 2۷ |х| =, [y] -.- 


Y<x > ۴ 
\< Y 
| ۲+ у= > . 
\<у<ү 

۱! + ۳! <2 ۷ > |у < ۳ , | =١ > | 


Y<x > ۴ 


۳۱+ ۰! 2۷ |y] =۳, |x| =° > |. 
°<х<\ 
Y<x < ۴ 


e >۷ < \ 


۰! + ۳۱ < ۷ > |х| < ۳ , y] < ۱ > | 


ТЕНЕ 


+< -"<>-۶Fx>- >[-#х| <-Ү 
| ISX< oc > y = ој 
pa o < x< N = y = -x دو باره حط >= باره حط‎ 
۱ >x< Y => y = نشده‎ — = 
|x + ۰/۴ | + | + ۰/۴ - ۳ | = = Y |x + ۰/۴ | = f> |x + ۰/۴ | = Y. 
۲ > + ۳ > ۱/۶ <x > ۶ 


VxER:l xl <x —Vx€R:l ох +Y] ۱ ۲۱) (\)-А 


۷,۲ ER: (x+y | ا<‎ x] + |у | #Vx€R:l ۵+۱[ =l Yx+Y+Yx-A] >| Yx+Y] + | х-л (Y) 


پس‌بی شمار جواب دارد. = х + ۱ > [x+ ۲| + [Ix - Y]‏ : 5 ع ۰ ۷ < (۲) و (۱) 


E => ges Уа ү = М‏ کے 
۳ ۳ ۳ 


y 
۳ 
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تصاعد عددی (تصاعد حسابی) 


تصاعد عددی رشته‌ای از اعداد حقیقی است که هر جمله‌اش با افزودن эде‏ ثابتی به جملهٌ ماقبلش به دست می‌آید. این عدد 
ثابت را که مخالف صفر می‌باشد. قدر نسبت تصاعد می‌گویند و آنرا با ۵ يا ۲ نمایش می‌دهند. 
a,a+d,a+ Yd,..,a+ 4, ..,а+ )- \)а, ...‏ 


ү ۱ 


йолы cat t, °‏ 
,ا را جمله‌ی عمومی یا جمله‌ی еіп‏ تصاعد می‌گویند. 
در تصاعد عددی فرمولها و روابط زیر برقرار ند. 
аел mt t‏ 
t + ۱ = a+ (n- à)d‏ ۳ (۲ 
مثال: در یک تصاعد حسابی ۱ + ۵ = t,‏ جمله هفتم تصاعد را حساب کنید؟ 
t, 2 ۲۵ +۱ ۶‏ 
تست: در یک تصاعد حسابی ۲ + Yn‏ = اء کدام جمله‌ی تصاعد برابر ۲۹ است؟ 
ге Р аш‏ © پازدهم 
\ї&=<Үп+ї\>»>»п=4‏ 
تست: بین دو عدد ۳۰ و ۵۰۰ جند مضرب ۷ وحود دارد؟ 
(f ۶۷ Т ۶۹ (Y ۶۸ б‏ ۶۶ 
t = a+ (n - ۱( > ۴۹۷ = ۲۵ + (n - ۱(۷ >n = ۶۶‏ ۴۹۷ و...و ۴۹و ۴۲و ۳۵ 
(Ў‏ هرگاه در یک تصاعد حسابی 1 + а = kn‏ آنگاه قدر نسبت تصاعد همان ضریب n‏ یعنی 1 است. 
تست: در یک تصاعد عددی ۴ - t. = Ón‏ قدر نسبت تصاعد کدام است؟ 
۳0 ۲ ۵ ۳ ۴- ۴ ۵- 
با توجه به نکته فوق گزینه ۲ صحیح است. 
۴ در هر تصاعد حسابی, da t, = (m - ndol‏ به عبارت دیگر اگر ا و با معلوم باشند» قدر نسبت تصاعد از 


تست: هرگاه جملات نهم و چهارم یک تصاعد حسابی به ترتیب YY‏ و ۷ باشند. قدر نسبت تصاعد. کدام است؟ 
-y (f Y (۳ ۴ G ۲0‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۵( در هر تصاعد عددی» داریم: 
ی че ы‏ < 0 ۲ 10 
m-n=p-qe%t,- t, t > Lt‏ 
تست: جملات پنجم و هشتم و چهاردهم یک تصاعد حسابی به ترتیب اعداد ۱۳و ۲۵ و ۴۷ بوده جملۀ یازدهم این 
тү Q ۳۹ (ї ۳۵ 0‏ ۴ ۳۷ 
tt t= tt t, >t, = ۵‏ > ۱ +2۸ ۱۴۳ + ۵ 
#( در هر تصاعد حسابی» داریم: 
КЫТ +t = Yt.‏ < و m+‏ 
m n‏ 
به عبارت دیگر اگر تعداد جملات یک تصاعد حسابی, عددی فرد باشد آنگاه دو برابر جمله‌ی وسطی, برابر است با مجموع 
دو جملة اول و آخر. 
۷ شرط اينکه سه عدد 2 و و 6 تشکیل یک تصاعد عددی بدهند (یعنی سه جملة متوالی یک تصاعد عددی باشند) آنستکه 


+ 
و‎ < Cuasi < ۵ 


در این حالت b‏ را واسط عددی (واسطة حسابی). (میانگین حسابی) دو عدد هو C‏ می‌گویند. 
تست: اگر \ - sx‏ ۱ +۲ و ۵ + ×۴ سه جملۀ متوالی یک تصاعد عددی باشند. ×کدام است؟ 
-y (۴ Е (۳ Y (۲ Ра‏ 
(х- \)+ (х + 0) = Y(Yx+ ۱( > x= -Y‏ 
تست: به ازاء جه مقداری از ۰۵ مجموع و حاصلضرب و تفاضل ریشه‌های معادله‌ی درجه دوم ° x`- (а + Yx + a=‏ 
تشکیل تصاعد حسابی می‌دهند؟ 
Е е, rer {у ۲0‏ 
Yp=s+ D > ۲۷ = (x'+x") + (х'-х”) > xx" = x > x" = \‏ 
این ريشه بایستی در معادله صدق کند لذا: ۲- а=‏ < ه < و + ۳ ۲۵ - ۱ 
تست: هرگاه ۵ و sb‏ » سه حمله‌ی متوالی یک تصاعد حسابی با قدر نسبت ‏ باشند. cosa + cosc‏ برابر است با: 
Ysinbcosq (f Ycosbcosq ( Ycosbsinq (Y Ysinbsinq (\‏ 


a,b,c=a+c= 0 


a a+ a+ ۲ atc a-c 
Ц aa 2 للك‎ a-c = -Yq : cosa + cosc = Ycos Y cos Y = Ycosbcosq 


a 


(A‏ هرگاه بین دو عدد 2و m b‏ واسطه‌ی حسابی درج کنیم (قرار دهیم) قدر نسبت تصاعد از رابطه‌ی زیر به دست می‌آید. 
b-a‏ _ 
m+ \‏ 
به عبارت دیگر ما دنبال m‏ عدد می‌گردیم تا آنها را بین sa‏ 6 قرار داده و رشته‌ی حاصل. تصاعد حسابی گردد. 
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تست: بین دو عدد ۷و 10 پنج واسطة عددی درج کرده‌ايم. قدر نسبت تصاعد کدام است؟ 


“т Y (Y Y 
b-a _ 
m+ | 


а= ۲۵ 2۷ + ۶0 < =‏ + = 
4( در تصاعد عددی, اگر ° > 4 باشد. تصاعد را صعودی و اگر ° > d‏ باشد. تصاعد را نزولی می‌گویند. 


+ (п- \)а] اول از فرمولهای زیر به دست می‌آیند.‎ Аа n در تصاعد عددی. مجموع‎ (Ao 


+ tn) 


فرد را به صورت زیر به دست آورد. 
عدد بعدیش х‏ آخرین п(п+ ۱( _ >ле‏ 
۲ ۲ 


۱۲(۳۹ Y+ ۴+ ۶+ ۸+ ...+ In = n(n + à) = نصف آخرین عدد‎ (эде نصف آخرین‎ + \) 


۱+ ۲+ ۳+ .+ n = 


"را رین عدنم = п!‏ = ۱ ۲۵ +.. +۵ +۳ +۱ 


+۵ +۳ + !کدام است؟ 
(f ۵۷۵ Y ۶۲۵ (r‏ ۶۱/۵ 


۶۷۵ = ار 
Y‏ 
S,=t,‏ 
ty‏ با < ب5 
S= ++‏ 


S = tty + + با‎ 


Sn = t+ وا دجبا‎ + n 


به طور کلی یعنی هرگاه ٩,‏ معلوم باشد. جملۀ عمومی از رابطه‌ی 2 5 S,-‏ = 


1 توجه داشته باشد که: 


n- 


۴( در هر تصاعد حسابی» داریم: ۲ S. YS. + S‏ = 0 زیرا: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(Sn = 82.4) = (Sn-5- Sg) = tn = tg = 0‏ = ۲و و۲۹ Sn-‏ 
تست: در یک تصاعد عددی. مجموع n‏ جملة اول از دستور n' + Үп‏ = رو به دست می آید» فرمول جملة عمومی این 
تصاعد کدام است؟ 


Yn+ f (Ff t= Yn+ Y W „=т= М t= Yn+ Y Q‏ اب 


ta =%-8$,.у =n" + Yn -[(п-\) +Y(n-)]= Yn +) حل:‎ 


تست: در یک تصاعد عددی. ٣٣‏ + ۱ < و (مجموع حملات ( قدر نسبت تصاعد کدام است؟ 
(f \ ў ҮС ۳ 0‏ ۴ 


а кла. بل توت روج‎ =, ЗГ 


d=te -Yta tta- = п" + ۲8۸-۲ ۲ ۲۸ -۱([ +60 у rY(n-Y)= Y راه دوم:‎ 


۵ در یک تصاعد عددی با تعداد جملات متناهی و فرد. اگر جملهٌ وسطی معلوم باشد. آنگاه مجموع جملات تصاعد برابر 
است با: جمله‌ی و سطی × تعداد حملات = S.‏ 
مثال: در تصاعد عددی متناهی ۸ و ۱۳ و ۸و ۲و —Y‏ مجموع جملات عبارتست از: 

x A= ۰‏ ۵ = رS‏ 
تست: تعداد حملات یک تصاعد عددی Yn + Y‏ می‌باشد هرگاه ۱۰۰ = 


سبط باشد. Sity‏ برابر است با: 


\ оор + Yoo (f \оор + Yoo ۳ Toon + Yoo (Үү ۲۰۰ + \ оо (\ 
طبق نکته‌ی فوق. گزینه‌ی ۲ صحیح است.‎ 


۶) در هر تصاعد عددی, اگر q‏ راو (p = q) t= p‏ آنگاه ۱- t = p + а= mya = p+ q- ۱ а=‏ بالاخص 


تست: در یک تصاعد عددی ۷ = را و ۵ = ,1 قدر نسبت و جملۀ دوازدهم عبارتند از: 
d=-)\ ۳ d=-)\ a а= \ á‏ 
t, = ۱۳ t, = 9 t, = ۱۲‏ 
۳-۷ + 


و کته 5 А55,‏ ۲ د شتت انیت : 
طبق ES‏ قبلء گزينة ۲ در ان 
دو معادله را از هم کم می‌کنيم. IU s- Yd= Y‏ ۱- = بسادگی دیده می شود که ° = t,‏ 


۷) در یک تصاعد عددی» هرگاه ٩.‏ = ر8 با شد آنگاه (р # q) SaS‏ 


۸ هرگاه مجموع یک تعداد فرد از جملات متوالی یک تصاعد حسابی (مثلاً مجموع سه جمله‌ی متوالی یا مجموع پنج 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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صورت: Y‏ جمله a-d,a,a+ d< Jl,‏ 
۵ جمله‌ی متوالی a-Yd,a-d,a,a+ й, 2+ їй‏ 
در نظر بگیریم. در این حالت. به خاطر داشته باشید که a‏ جمله‌ی وسط است. 
تست: مجموع сыз‏ جمله‌ی متوالی یک تصاعد حساپی برابر ۲۵ است جمله‌ی وسط تصاعد کدام است؟ 
(ў vy ۸ б‏ \\ ۴ ۲۲ 
(a- Yd) + (a- dj + a+ (a+ а) + (a+ Yd) = ۵‏ 
а= ۷‏ >= 

4\( هرگاه چهار عدد به تصاعد حسابی باشند بهتر است آنها را به صورت Yd‏ +4 ,4 +4 ,ل -۵ ,۳ - ۵ انتخاب کنیم. 
(Y°‏ هرگاه اضلاع یک مثلث قائم الزاویه تشکیل تصاعد حسابی بدهند. در این صورت صورت کلی آنها به شکل ۳۵و ۴۵ و 
0 خواهد بود. 
۱ در یک تصاعد حسابی هرگاه p‏ برابر جمله‌ی elp‏ با و برابر جمله‌ی 0ام برابر باشد آنگاه جمله‌ی q)‏ )ام تصاعد صفر 
است. یعنی: pt, = qt. > tig?‏ 
۲ اگر به جملات یک تصاعد حسابی» эде‏ ثابتی را اضافه کنیم نتیجه» باز هم یک تصاعد حسابی با همان قدر نسبت 
خواهد بود. 
(ҮҮ‏ اگر از جملات یک تصاعد حسابی. эде‏ ثابتی را کم کنیم алы‏ باز هم یک تصاعد حسابی با همان قدر نسبت خواهد 
بود. 
۴ اگر جملات یک تصاعد حسابی را در یک عدد ثابت مخالف صفر مانند k‏ ضرب کنیم. نتیجه باز هم یک تصاعد حسابی 
خواهد بود aS‏ نسبتش > برابر قدر نسبت تصاعد اول خواهد بود. 


بسیار کسان هستند که نمی دانند که نمی دانند. «سقراط» 


каг 


(ادیسون» 


تربیت طفل را بیست سال قبل شروع کن. «نا پلئون» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-در یک تصاعد حسابی رابطه‌ی ۴۰ = ,,ا ‏ ,را + پا + بابرقرار است. مجموع ۱۹ جمله‌ی اول کدام است؟ 
0 ۱۶۰ ۱۷۰ ۳ ۱۸۰ ۴ ۱۹۰ 

۲-بین دو عدد ۴و 2-۱ سه واسطه ی حسابی با قدر نسبت ۲ - درج کرده‌ايم. ٩"‏ برابر است با: 
Y ۳0‏ ۹۳ ۴( ۱۶ 

۳ در دنباله‌ی ۵۴۰و ...و ۸۰و ۷۰و ۰ جمله‌ی وسط کدام است؟ 


Yoo (F ۲۸۰ (ў ۲۶۰0 ۲۴۰ ا(‎ 


Y‏ تعداد حملات یک تصاعد حسابی ۹و مجموع سه جمله‌ی وسط ОЇ‏ ۱۸ است. در این صورت مجموع همۀ جملات 


جقدر است؟ 
Voy (Y ۲۳۴0‏ ۳ ۴۶۸ ۴ ۳۸۱ 
уә-б‏ یک تصاعد عددی داریم: S = Үп'- п‏ جمله‌ی چهارم این تصاعد. کدام است؟ 
۱۲0 ۱۳ ۱۵ ۴( ۱۴ 
۶ در یک تصاعد حسابی رابطه‌ی ۶ + tu = їп‏ برقرار است. مقدار t+ tt ٤‏ برابر است با: 
Ar ۳ ۸۳ ۲ ут (\‏ ۴( ۱۱۱ 
۷حاصل ۲۳-۱۳ + + ۹۷۲ ٠۰۰ 44'+ AA‏ = ۸ کدام است؟ 
(Y ۵۵۰۰ 0‏ ۵۰۵۰ ۳ ۴۰۵۰ ۴ ۴۵۰۰ 
۸ در یک تصاعد حسابی حمله‌ی اول ۱۷ و قدر نسبت ۷ است. نخستین حمله‌ی بزرگتر از ۰ کدام است؟ 
aY ye ۱۲۷0‏ ۴( ۱۲۹ 
٩‏ مجموع چند جمله از تصاعد عددی با جمله‌ی عمومی ۱ - t= fn‏ برابر ۷۸ می‌شود؟ 
A (۴ V۷ ۶ ۲ ۵)‏ 
o‏ اضلاع یک مثلث قائم الزاویه. تشکیل تصاعد عددی می‌دهند. اگر طول وتر این مثلث ۱۵ سانتی‌متر باشد. مجموع 
طول دو ضلع دیگر آن کدام است؟ 


۲۱ (۲ ۱۹0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


تصاعد عددی (تصاعد حسابی) 1 انديشه برتر /۱۳۹ 


A =Й 
жүс БЕ mm 
+ با < ,با‎ tta 


б=т 9 (t + t4) = شد‎ Y. = ۰ 


> باع ها‎ d> а- \ = *+(-A) 
а= -۳ => ام‎ = 4 
t + (n— ۱( > ۵۴۰ = ۶۰ + n- ۱()۱۰( > n = #4 
جمله‌ی بیست و پنجم = جمله‌ی وسط‎ t, + (n - ۱( = ۶۰+ YY o) = ۰ 
a+ 9+ с= ۱۸ > ۳ < ۱۸ > b=? جمله‌ی وسط‎ 
Sp 7 YA x # YYY 
t, = sپ‎ - S. = ۸٣-۱۵ ۲۳ 
n=t=t,= ۸ 


п Л +1, +1 = AAY 


A= )۱۰۰ + ۹٩( (1۰° - 44) + (ал+ Av) )۸ qav) + ... + )۲ +۱(۲ 0 
= 100 + ۹۹+ ۹۸+ AV + .+ ۲+ ۱ = 122121 = ۰ 
tn >4°°> {+ (п - \)а> ۹۰۰ > ۱۷+ ۷/6۸ ۱( > ۰ 


n> ۱۲۷/ خورده‌ای‎ > n < ۱۲۸ = مطلوب‎ 1 = ۸ 


> ۳۳۰۱ = وا 
1-۲ 


5 =% [a+ (п-\)Ч] > Үл (7 + ۴۵۰ ۱( >ул=п(Үп + \)>п=? 


روش دوم: چون VA‏ عدد خیلی بزرگی نیست» می‌توان با نوشتن جملات تصاعد» و محاسبة مجموعشان تا اینکه ۸ شود 
نیز به همین جواب رسید. ЛА + =A‏ + ۱۵ +۱۱ + ۷ + ۳ 
га, ға, а > ۵0 < ۱۵ > а= ۳ (ў) \о‏ 


Yd+ fd = Vd = ۱ 


بیا که نوبت صلح است و آشتی و عنایت به شرط آنکه نگوئیم از گذشته حکایت. 


«سعد ی») 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۰ /انديشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


۱-در یک تصاعد حسابی. مجموع جملات هفتم و بیست و هفتم. برابر ۱۰۰ می‌باشد. در این صورت مجموع سیو سه 
جمله‌ی اول تصاعد برابر است با: 
(F ۱۵۶۰ ۳ ۱۷۵۰ (Y ۱۶۵۰ 0‏ ۲۶۵۰ 
۲-زوابای مثلثی با قدر نسبت d‏ به تصاعد عددی هستند. در این صورت × + d‏ برابر است با: 
(«کوچکترین زاویه‌ی مثلث است) 
Yo” (Ӯ Үо° (ў ۶9 (Y ۵°)‏ 
۳ ضرائب sa‏ 0 وه در معادله‌ی ° = Ybx + c‏ +207 تشکیل تصاعد حسابی می‌دهند. یکی از ریشه‌ها کدام است؟ 
Dy ey Lg ۱0‏ 
a a a‏ 
۴ جواب معادله‌ی ۱۵۵ = x)+(Y + (+ )۷ + x) + ... + (YA + х)‏ + ۱) برابر است با: 
0 ۳0 ۹ ۱۴ 
۵در یک تصاعد عددی با قدر نسبت ۵. تفاضل جملات دهم و نوزدهم چقدر است؟ 
Do (Y ۳۵ 0‏ ۴۵ ۴ ۵۵ 
۶ در یک تصاعد حسابی داریم ۰ )ا - ,]و ۱ = ,)اء قدر نسبت تصاعد کدام است؟ 
ا(۴ Y (r ۶ (Т‏ ۴( ۳ 


۷ در یک تصاعد حسابی. دو برابر جمله‌ی ششم. سه برابر جمله‌ی چهارم است» نسبت جمله‌ی اول به قد ر نسبت plp‏ 


Y ۱ 
نت‎ Үе = 


۸ا و را به ترتیب مجموع — ام و elm‏ یک تصاعد عددی با قدر نسبت d‏ هستند. کدام گزینه درست است؟ 
t. 0‏ کی tatn” ы ۴ ta. = t md ۳ Ytan tef t, G tara”‏ 

در یک تصاعد عددی. که ۲۱ جمله دارد. جمله‌ی وسط برابر ۴۳ است. مجموع جملات این تصاعد. کدام است؟ 
(Y ۸۰۳ 0‏ ۹۰۳ ۳( ۳۰۹ ۴( ۲۵۶ 

۰ -در یک تصاعد حسابی ۴ = ,او Y‏ + = 1 جمله‌ی en‏ آن کدام است؟ 


Ynt Y (Й Yn+ ۱۳ n+ ۵ (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


تصاعد عددی (تصاعد حسابی) 1 انديشه برتر /۱۱۱ 


\оо‏ = با t Et E ty > IT‏ تا 
SAR =‏ 

Sy = — (t, + t.) = ۶۰ 

ўа, ға, да> ۱۲۵ = ۱۸۰ > d = ۴ 


х= ۲۵0 = ۴۵۳ > а+х= ۴ 


(Y 


£ 
a 


۳( واضح است که تعداد حملات ۱۰ تاست. 


1) + جر(‎ ۵۵-12) + ×+ ۲۸ + ×( =х=\ 
Y n Y 
t, = ۹4 = 40) = ۵ ۳(۵ 
(tie te) (tipt ty) = f° 2 ti + = ۲۲ = YY 
tye = م1‎ = ۵ 


(ў)? 
)۱۰()۲۲( = ۴۴۰-۲ 


a — 
ол (1)۷ 


= a+ (m+ n - ))d = a+ md + (n - à)d = t + md A 


> їа+ ۱۰0 = ۲۵ +۲ dd> а= а 


S, = YI x ۴۳ = ۳ ۲۹ 


titi ет = tii n (1) ۰ 


می دانیم» در فرمول جمله‌ی ام یعنی ,را ضریب n‏ همان 4 است و چون d = Y‏ است. لذا تنها گزینه‌ی صحیح» گزینه‌ی ۲ 


اش 


فردا وقتی است که تنبل‌ها کار خواهند کرد. «کامبول» 


نایاب ترین جیزها در حهان. دوست صمیمی است. «ناپلئون» 


ЗА‏ بالاتر از مطالعه نیست. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-در یک تصاعد حسابی شامل ۵۰ جمله مجموع ۱۰ جمله‌ی اول برابر ۱۰۰و مجموع ۱۰ جمله‌ی آخر برابر ۴۰۰ است. 
Y fo (Y \o (\‏ 0° ۴ ۲۵ 
-Y‏ مجموع زوایای یک پنج ضلعی ۵۴۰۳ است. اندازة زاویه‌ها یک تصاعد حسابی تشکیل می‌دهند. اگر بزرگترین زاویه 
۲ باشد. اندازة زاویه‌ی کوچکتر کدام است؟ 
(ў ۷۸ ۹0‏ ۸0° 
-Y‏ بین اعداد ۱۱ و ۵۱ چند واسطه‌ی حسابی با قدر نسبت ‏ می‌توان درج کرد؟ 
- 7 
тот òo (Y ۴۹0‏ 
۴ مجموع اعداد یک جدول ضرب (۸<۸) کدام است؟ 
0 ۱۳۹۶ ۱۳۳۶ ۱۳۹۶۳ ۴ ۱۳۹۶ 
узб‏ یک تصاعد حساپی ۱۲ جمله‌ای. مجموع سه جمله‌ی اول برابر ۱۵ و مجموع سه جمله‌ی آخر ۶۹ می‌باشد. مجموع 


۱۶۸ (Ӯ Yoo (ў ۱۸۶ (Y ۳۶۶ 0 


X 
Е اعداد ۲-و ,"1082و ۱. تصاعد عددی تشکیل ودر ا وک‎ ۶ 
Ñ A 


Ye е уе +“‏ 
-V‏ به ازاء جه مقدار از em‏ ریشه‌های معادله‌ی ° = ۵ -(۱ - Үх' + (Ym‏ - تشکیل تصاعد عددی می‌دهند؟ 
m = -۴ (f m = ۳ m= 0 т = ۵ 0‏ 
۸ اگر به هر یک از جملات یک تصاعد حسابی ۵ واحد اضافه کنیم. جملات حاصل تشکیل تصاعد حساپی دیگری را 
می دهند که قدر نسبت آن... قدر نسبت اولی است. 
( ۵ واحد بیشتر از ۲ ۵ برابر ۳) ۵ واحد کمتر از $( مساوی L‏ 
٩‏ مجموع ۱۳ مضرب اولیه‌ی عددی X‏ به جز صفر برابر ۵۴۶ است. در این صورت Y)‏ + ) کدام است؟ 
\Ү (Ӯ 1 (ў A (Ү ۶ 0‏ 
۰ - بزرگترین эде‏ ۳ عدد پی‌درپی برابر ۳۲۷ است. دهیمن عدد این رشته کدام است؟ 


۱۸۰ (f 14۴ Үт ۱۹۵ (Y ۱۸۵ 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


تصاعد عددی (تصاعد حسابی) 1 اندیشه پرتر / ۱۱۳ 


جمع می‌کنیم ۰ = ,]+ ...+ ly‏ + با] + و] 
+t.) = 0° >t +, =0° Y)‏ )۱۰ >= 


ta. t tv. t te۸ {лт i ty; = foo 


2 Ў ۳ 
t. + 4 + مثلا ,ما‎ m+ n = p + q = tat t= t, + t PAF بارآوری‎ 
$® SÂ я ۲ 

s= Y (t i+ t.) => ۰ a o )%>a=A: رس‎ 


=> tı =, +(n-)Y)d— ۵۱ = n+- (Z) 2ج‎ - ۵۰ п-т 84 تعداد واسطه‌ها‎ 


۴ ۵۱-۱ 
= = 
۵ m+ \ 


m = ۴۹ 


(+ Y+ Y+... +A) 0 + ۲+ ۳+ ..+ ۸(- АКА x АХА - ۶ 


+t = tty 
+ ,با‎ =t tty 


КЕ 
= в (1, + 1 r (t+ 1 r (t. t — AY 
۳ +1 tty =? ( L w) ( y \\) (ty \.) 


YAH t.) AY = + = 7 


S, =G + t.) = ۶ × YA= ۸ 
-Y+ A= Ylog > log = 21 


Y 
log = Іов. = log =(- > 
7 Yo ۳ ۳ 
x, + x,+ x, = b چم‎ =Y > < ۱ شه معادله‎ 
š ç реш X. = x, = ريشه معاد‎ 


> ۱۳+ )۲8- \)- ۵ =o > 0 << ۴ 


s Yd, .... 
a+,a+d+ô,a+Yd+ð,.. >d = (a+ d+ 0) - (a+ 0) =а 


x+ YX+ їх + ...+ ۱۳۶ = ۵۴۶ > x(Y+ Y+ Y+ ...+ ۱۳( = ۶ 
x Î) = ۶ > х=? = x+ ۴ < \о 
۳۲۷-۱۴۳ = ۱۸۴ جمله‌ی اول‎ > ۱۸۴+ ٩ = ۳ (1) -\ ә 


t= t+ (n - d > t= ۱۸۴+ 401) = ۳ در واقع داریم:‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تصاعد هندسی یک رشته از اعداد حقیقی می‌باشد که هر جمله‌اش با ضرب شدن عدد ثابتی در جملۀ ماقبلش به دست 
می‌آید. این عدد ثابت را که مخالف صفر می‌باشد. قدر نسبت تصاعد می‌گویند و آنرا با یا نشان می‌دهند. 


۲ á 
a,aq,aq بو 20 ,... و‎ 


ا را جملة عمومی )>= (ет ¿L‏ تصاعد می‌گویند. 


ty 

ty 

¿= _ A 
Dt, = tq Lt. 


مثال: در یک تصاعد هندسی )1( = t‏ جمله‌ی ششم تصاعد کدام است؟ 


(Y°) = ۶‏ = با 


б 
جمله‌ی پنجم تصاعد کدام است؟‎ үп + y PUP وی‎ шола S ай 


n +\ 


۵ 
— (y б Ó (v 
Ta pr هد‎ 


а=», جع‎ 


tm 


ЕК А‏ دیگر اگر ا و ا معلوم U‏ قدر نسبت تصاعد از Че),‏ زیر به 


۳ در هر تصاعد هندسی داریم: ?= 
دست می‌آید. 


(هرگاه (m-n)‏ فرد باشد). 


(هرگاه (m-n)‏ زوج باشد). 


تست: هرگاه جملات سوم و هفتم یک تصاعد هندسی به ترتیب او ÊL‏ باشند ٩‏ کدام оде‏ است؟ 


+Y (f Eyy ۲ (ў Y Q 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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qasa L ۸۱ = +Y 
m+n=p+ q trh = t-t. در هر تصاعد هندسی داریم:‎ ۴ 
m+ n = Yk > tri = t در هر تصاعد هندسی داریم:‎ (0 
به عبارت دیگر اگر تعداد جملات یک تصاعد هندسی. عددی فرد باشد. آنگاه مجذور جملۀ وسطی برابر است با‎ 

حاصلضرب دو جملهٌ اول و آخر. 
۶ شرط اینکه سه عدد و c sb‏ تشکیل یک تصاعد هندسی بدهند (یعنی سه جملهٌ متوالی یک تصاعد هندسی باشند) 


آنستکه: "9 = ach sac‏ ± = 9 در این حالت ‏ را واسطه یا میانگین هندسی دو عدد за‏ 6 می‌گویند. 


تست: واسطه‌ی هندسی اعداد۳ N‏ , £ | کدام است؟ 
٣ É" ۳۹‏ 
Y‏ ۲ ۲ 
TE‏ > - روک 


М‏ هرگاه بین دو b за эде‏ 10واسطه حسابی درج کنیم (قرار دهیم) قدر نست تصاعد از )4221 زیر به دست می‌آید. 


(اگر )\ (тж‏ فرد باشد)؛ 


(اگر (mt)‏ زوج باشد)؛ 


مثال: بين دو عدد ۳و YA‏ سه واسطةً هندسی درج کرده‌ايم. آنها را بیایید؟ 5 
L Y‏ 


= + Ӯ, 11, ТР, fA 
q=-Y— ۲۱-۶, 11, -Yf ЎА 
جملۀ اول از فرمول‌های زیر به دست می‌آید.‎ n در هر تصاعد هندسی» مجموع‎ (A 


L Sn = a(1+ q+ qî" +... + 4) 
,)0<۱( 


m 


` 


Үс??? سی‎ А در هر تصاعد‎ (д 


Sm _‏ ۰ 2 - 
= تچ بالاخص اگر در یک تصاعد А‏ سی و 


Y 


É БЕ 
=A F 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۰ در تصاعد هندسی هرگاه ۱ ٩=‏ باشد آنگاه n = na‏ 


a 


تست: حاصل تقریبی .... + + + +۱ برابر است با 


۳ 
Y Y = 


Y ۳‏ 
تست: Аа‏ عمومی یک تصاعد هندسی "(2 -)۶ = ta‏ می‌باشد. حد مجموع جملات آن کدام است؟ 


۴ N ۳ 
с ‚т © +Q 


a` 


۲) اگر ۱ < q|‏ | و تعداد جملات تصاعد نامتناهی E a Z ле,‏ 


۱ 


жа" + 2۸۳0 +а?? +... = a) + 0+ 0۳ +..)=а'(‏ وليل 
уса‏ 


مې شو5: 
کسر اعشاری متناوب ساده: به کسرهائی به صورت ۰/۵ , ۰/۷۲ , ۲ و نظایر آنها که فقط 090 گردش دارند 
کسر اعشاری متناوب ساده می‌گویند. 

کسر اعشاری متناوب مرکب: به کسرهائی به صورت ۰۰/۲۷ ۰/۴۵۸ و نظایر آنهاء که هم دوره‌ی گردش داشته و هم دوره‌ی 
غیرگردش» کسر اعشاری متناوب مر کب می‌گویند. 

کسر متعارفی مولد یک کسر اعشاری متناوب ساده یا مرکب: می دانیم هرگاه در کسر ی صورت را بر مخرج تقسیم کنیم 
خواهیم داشت ۰/۶ =... ۰/۶۶۶ = چ کسر متعارفی را کسر مود (تولید کننده‌ی) کسر اعشاری متناوب ساده‌ی #/° 
می‌گویند. بهمین ترتیب هرگاه در کسر ك صورت را بر مخرج تقسیم کنیم خواهیم داشت» ۰/۸۳ = ۸۳۳۳۰۰۰ /۰ = کسر 
متعارفی 2 را کسر ملد کسر اعشاری متناوب مرگب ۰/۸۳ می‌گویند. 

نکته‌ی مهم در تبدیل یک کسر متعارفی به کسر اعشاری: 

۱) هرگاه در مخرج کسر متعارفی oala‏ شده فقط عاملهای ۲ یا ۵ وجود داشته باشد» کسر اعشاری حاصل کسری غير متناوب 
خواهد بود. 


مثال: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(ү‏ هرگاه در مخرج کسر متعارفی داده شده فقط عاملهای „е‏ ۲و ۵وجود داشته باشد. کسر اعشاری حاصل. کسری متناوب 
ساده خواهد بود. 


۷6 WW . —— ۵ = У 
— = = o ۷ = ۴0۵ | шыў مثال:‎ 
ауу | T ۳ d 


۳ هرگاه در مخرج کسر متعارفی داده شده هم عاملهای LY‏ ۵و هم عاملهای غير ۲ پا ۵ وجود داشته باشد. کسر اعشاری 
حاصل. کسری متناوب مرب خواهد بود. 


۷ — 
— = = ۸ مثال:‎ 
YY Үх\\ / g 


تست: کسر اعشاری حاصل از تبدیل کدام کسر متعارفی زیر کسر اعشاری متناوب مرکب خواهد شد؟ 


te дА. ۵ V, 
А BOM уу “ с“ 


طبق نکته‌ی Y‏ فوق گزینه‌ی ۴ صحیح است. 

۳) در تبدیل کسر اعشاری متناوب ساده به کسر متعارفی» کسر متعارفی مولد را می‌توان از فرمول ساده‌ی زیر به دست آورد. 
аш‏ ان = کسر Aga‏ کسر اعشاری متناوب ساده 

: сх N به تعداد ارقام گردش‎ 
Еа سر‎ 9 u та Y مثال:‎ 
/ ۹٩4 ۱۱ 

1 : ЖЫ , ë А ; 2 В РА 
تژلم: البته به روشهای دیگری از جمله استفاده از فرمول حد مجموع تصاعد هندسی, نیز می‌توان کسر متعارفی مولد کسر‎ 


° 


اعشاری متناوب ساده را به دست آورد. 
مثال: ...+ o/f + o/ of + o/oof‏ = وه ۰/۶۶۶۶ = о/ў‏ 
ары ЗУ йы SE A a‏ ریت 


\% \ оо \ ооо 


А 
۱۰ 


5 ۱ 
V 
۱۰ 


has ۴‏ کر sa ЕИ АЕО‏ تما E‏ انیس ترا هر تون از yu‏ ادا یں کت رود 

ارقام غ گر دش -ارقام گرد غر گے دش n‏ 
مس سا = E A DE кү‏ 
به تعداد ارقام گردش ٩‏ می‌گذاريم و سپس جلوی انها به تعداد ارقام غیرگردش ° می‌گذاریم 
مثال: ۷ _ ۲۸۲-۲۸ 


ТА Fo ° 


әй‏ تبدیل فوق b‏ می‌توان به روشهای دیگری» از جمله با استفاده از فرمول حد مجموع تصاعد هندسی انجام داد. 


o/ YAY = o/ YA + o/ oo = 0/ YA + о/ооў + о/ ооо + о/ооооў +... مثال:‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: کسر متعارفی مولد کسر اعشاری ۱/۳۷۲ کدام است؟ 


AN @ 
۳۳ 


۵) در تصاعد هندسی, مانند تصاعد حسابی با از رابطه‌ی زیر قابل محاسبه است. 

۶ حاصلضرب n‏ جمله‌ی اول هر تصاعد هندسی, از رابطه‌ی زیر حساب می شود. 

تست: جملۀ چهارم یک تصاعد هندسی ۱۶ می‌باشد. حاصلضرب هفت جمله‌ی اول آن کدام است؟ 
Af v" W ۲۴ ( YV Q‏ 


tity ty =N (tt) =. (ODI е Г ۳ = у^ 


tst. 
ها‎ ۰ 
|)نسبت هر جمله به حد مجموع جملات بعد از آن مقداری‎ ٩| > ۱( 0 در هر تصاعد هندسی نامتناهی با نسبت‎ )۸ 


| 
ثابت و کر خواهد بود. زیرا: 


aq" y= 
وا‎ = aq" ' > S= aq" + وه‎ \ + aq "+ ...= d s: کے‎ 
-q 
خواهد بود.‎ N ò+ \ قدر نسبت تصاعد برابر با‎ cLa سی‎ А هرگاه اضلاع مثلث قائم الزاویه‌ای تشکیل تصاعد‎ (۹4 
Y 


(Y °‏ در تصاعد هندسی: 


| 0 اگر о‏ < هو ۱ < ۲ باشد تصاعد. صعودی خواهد بود. 
ال 


о SIG‏ < و ۱ o > r<‏ باشد. تصاعد. نزولی خواهد بود. 

اگر о‏ > و ۱ < ۲ باشد تصاعد. نزولی خواهد بود. 
= | اگر о‏ > هو ۱ о > r<‏ باشد تصاعد. صعودی خواهد بود. 
۱ مهرگاه حاصلضرب یک تعداد فرد از جملات متوالی یک تصاعد هندسی а)‏ حاصلضرب سه جمله متوالی یا 
حاصلضرب پنج جمله متوالی) معلوم باشند و قدر نسبت .جمله‌ی اول» جمله‌ی وسط و ... از تصاعد را بخواهند بهتر است 
این جملات را به صورت: (سه جمله‌ی متوالی) 20 , 

(پنج جمله‌ی متوالی» —,а,ад, ад"‏ ‚ 
در نظر بگیریم. 
تست: حاصلضرب پنج عدد که تصاعد هندسی تشکیل می دهند ۲۴۳ است. جمله‌ی وسط این تصاعد برابر است با: 
Ey Р (۲ +Q‏ ۱ 
a‏ 


Z & x ax aqx وه‎ = ۲۴۳۲ = а= Y° = а= 
q q 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-در یک تصاعد هندسی نزولی . مجموع سه جمله‌ی اول. ۵ برابر حمله‌ی دوم است. قدر نسبت آن کدام است؟ (حملة 
+r] ۴ Y+ ۳ y- {ҮС ۳-۰ 0‏ 


2-۲ و c sb‏ تشکیل تصاعد هندسی می‌دهند. در این صورت حاصل b+ b'(a +c- ас) - ac(a + с)‏ ۸ برابر است با: 


о (f с (ў b (r а б 
تشکیل تصاعد هندسی بدهند. چه رابطه‌ای بین ×و ۲و 2 برقرار خواهد بود؟‎ YX هرگاه سه عدد ۸7و (۴ و‎ ۳ 
y'= xz ۴ Fy = х + Yz (Y Yy =x+ z(y x=y= 0 
کدام است؟‎ ۲ x ۵" ۱۱۳ و‎ ۲۳ × ۵ × ۷" эде ۴-واسطه‌ی هندسی بین دو‎ 
+۷۶ оо ۴ +۵۶ ۳ +۷۷۰۰ (Y + ۶۶۰۰ (| 
متوالی یک تصاعد هندسی باشند؟‎ ¿L به ترتیب سه‎ (Y Yx - Y) و‎ )۵×( (Үүх+ ۱( جند باشد. تا سه عبارت‎ ۵ 
۲ (f 0 (ў Y (r FQ 
بین اعداد ۵و ۸۰ تعداد ۷ واسطه‌ی هندسی درج شده است. جملۀ چهارم این واسطه‌ها چقدر است؟‎ ۶ 
+ ۱۰۸ ۴ Y. Y Yo (Y ۱۰۰/۲0 


۷-در یک تصاعد هندسی. جملات پنجم و هشتم به ترتیب ۴۸ و YAY‏ می‌باشند. مجموع هفت جمله‌ی اول این تصاعد 


۱۳۵۱۳ ҮҮ? (Ү YAY 0 


T حد مجموع ...+ ۵۳۱ + ۵۳ برابر 1 باشد. « کدام‎ уп > N SIA 


Y (f Y (۳ Y (ї WQ 
کدام رابطه‌ی زیر برقرار‎ + ۲۱ + c= تشکیل تصاعد هند سی بدهند. بین ریشه‌های معادله‌ی هم‎ c و ا و‎ 2 4 
x > x"> ° (ү х'> > x" (| 


۰ -کدام یک از کسرهای زیر مولد ۰/۰۱۳۶ می‌باشد؟ 


۱۳۵ (Y ۱۳۵ 6 
ELE E 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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a + aq + وه‎ = дад > ад! - Yaq + a = ° 


>q- fq+\= ° >q= Y+ Y >q= ۲-۰ ۳ نزولى‎ 


ac > А = (ас)'+ ac(a + c- ac) – аса + c) 
= (ас)! + ас(а + с) – (ас)! - ac (a + с) = ° 
.۸ = آ(۴۳)‎ > ۳۲ ۳-۲۲ у = ×2 
Y= (уох УТ xO x 11D = Yx ох Vx 11 


Y'x0 xV х\\ = вух ۱۱ OT xY = ۰‏ هد 


Ox- (їх + 1) = (@X” > kQ- =. = х= ۲ 


E 
LY) = v. 


= - وج م‎ - Y> aq = ۸ 


۷ 
> ۱۶ < YA > a =Y > s, = 20-9) = 
-q شا‎ 


٣‏ مج مد 


= YAN 


)۲( ۸ 


ac = b` >b- ac = o = Л’ = o = х’ = x” = x x = ° راه حل اؤل:‎ )۴( ۹ 


а É. 
ره‎ 20,20۳ ах" + Yaqx + aq" = ° => آن 4 ۲06 جر‎ = 
۸ =q -q = >x =x" <x -x = 


۱۳۶-۱ ۵ 
٩3۰0 4455 


اگر از شدت خوشحالی گریه می‌کنی. هرگز درصدد پاک کردن اشکهای خود مباش. «زان Ë‏ توله» 


تمام انسانها بالطبیعه مایل به دانستن هستند. «ارسطو» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ حد مجموع حملات یک تصاعد هندسی نزولی برابر E‏ می‌باشد و می‌دانیم جمله‌ی اول of‏ ۱ است. حد مجموع 
مربعات جملات برابر است با: 

5 )۴ ۲ А (т М 

1 ( (۳ z. rw: 


۲-حمعیت یک روستا ۰ نفر است. اگر جمعیت این روستاء هر سال به اندازهی سل جمعیت سال قبل کاهش یابد. پس 


(f ۶4 (۳ ۷۴4۹ (Y үа (\‏ ۶۴۹ 
۳-اگر sa‏ ا و c‏ سه جمله‌ی متوالی از یک تصاعد هندسی باشند. حاصل abc (a + 0۳۲+ c”)‏ = م پرابراست با: 
aî + Ы" + с ۴ 2۳ + 0۳ + ۳ a+ b+ ۲ а+ b" + c' 0‏ 
دا کر а198х‏ , ۵ج 48 سه حمله‌ی متوالی یک تصاعد هندسی باشند» آنگاه داریم: 
x + z = ۷۴ xz = y' ۲ 0 ۱ - ¢ 2۳ = ху (\‏ 
x 7‏ 
۵ به ازاء جه مقداری از 17 ریشه‌های معادله‌ی ۰ = x" + mx" + × - Á‏ تشکیل تصاعد هندسی می‌دهند؟ 
АШ, -4 \ (т -\ 0‏ 
m ۳ Y ( (‏ 
(f ۱۰ (ў \ оо (Y ۱ ооо (\‏ ۱ 
۷-در یک تصاعد هندسی. حاصلضرب جملات سوم و ششم و دهم و سیزدهم برابر ۴۹ است. جملة هشتم تصاعد چقدر 


ا( v ۳ +V ۲ +y‏ + © ۱۰ ]مد 


۸ مجموع A‏ حمله‌ی اول یک تصاعد هندسی برابر ۵۱۰و مجموع ۴ جمله‌ی اول آن برای ۳۰ است. قدر نسبت تصاعد 


کدام است؟ 

+y (f +۴ ۳ +۲ 0 ۸0‏ 
٩-در‏ یک تصاعد هندسی چهار جمله‌ای. مجموع دو جمله‌ی اول ۲۰ و مجموع جملات دوم و سوم ۳۰ می‌باشد مجموع 
چهار جملة اول جقدر است؟ 

(Ӯ ۶۵ ۳ ۶۰ ۲ оо 0‏ ۷۵ 
۰ مربعی به ضلع ۴۵ مفروض است. اوساط اضلاع مربع را به هم وصل کرده تا مربع جدیدی حاصل شود. مجدداً 
اوساط مربع جدید را به هم وصل می‌کنیم تا مربع دیگری بوجود آید هرگاه این عمل. پی‌شمار بار انجام شود. در این 
صورت حد مجموع مساحتهای مربعهای حاصل برابر است با: 

(f Ла! (ў ۳۵۹ (Y ۱۶۵۲ 0‏ هیچکدام 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-۹ 
a" + اواج‎ + а"? +... = a" )۱+ q+ qî + ...) >S=a( 
E با حور‎ 
е ١أ‎ 
۱ ооо و و‎ ۰ VYA у. 


А 
۸ 


جمعیت در سال چهارم 


ооо ооо ооо سب اه‎ оо оо E И, = о о PE E, — $ š 
۱ 15و همه‎ + 1 (у= 4 و٩‎ + ۹۰۰) ۸۱۰و ۸۱۰ = سل‎ + ЛЛ 1) = ۷۲۹ در واقع داریم:‎ 


tijera y + 9 


9۲ =ас>р= (ac) b ( 2 x 
b c 


۱ 
— + 
at 


ат КАЎ 
= Ы) нъ" = (E) "а" +c" 
act b 


=-A>xl = -A=>x = ۲2۸+ ۴۲۵-۲ A=.=>m=- 


a,aq,aq = loga + logaq + log ад! = 4 
جملة دوم‎ log а?а" = 4 = aq = 10° = aq = و۱‎ = \ ооо 


۷ + اج >t fa‏ ۴۹ - ] ج 


= = ۱۷< 0۳ = \ > а= + 


2 + 20 = ۰ 
=> 
20 + aq' = ۰ 


a+ q) = Y° > وگ‎ < ۰ > a=A 


a+ aq + aq" + aq = a(\ + q+ q + q) = AQ + ++ += ۵‏ 
۰ )0( واضح است که مساحت مربع دوم — مساحت مربع اول و مساحت مربع سوم نصف مساحت مربع دوم و ... 
a‏ 


=S+-—S+-—S+.. سس‎ Ys д 


(Ва?) = YYa'‏ ۲ = حد مجموع 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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اداگر ۱ -2 و هو ۱ +»» سه جمله‌ی متوالی یک تصاعد هندسی باشند. حاصل plp T = (a+ 0+ o)(a-b+ с)‏ است با: 
b'-(c+ \)' (f —-(а-\)'+Ъ'+(с+\)' ۲ (а-\)'-Ъ'+(с+\)' 0۲ (а-\)'+Ы'+(с+ \)' 0‏ + (2-۱)- 
۲- مجموع چند جمله از یک تصاعد هندسی که جمله‌ی عمومی آن ۳۳۲ = ,ا است. برابر ۳۶۴ می‌شود؟ 
A (۴ ۶ 4 (Ү у (\‏ 
۳ سه عدد تشکیل تصاعد هندسی داده‌اند. مجموع آنها مساوی ۲۱ و مجموع معکوسات آنها مساوی سل است. عدد 
وسط کدام است؟ 
(Ӯ ۹۳ ۸ @ ۶ 0‏ ۷ 
۴_حاکم سرزمین هند. از مخترع بازی شطرنج خواست که هدیه‌ای از او بخواهد. مخترع خواهش کرد که برای او در 
خانه‌ی اول شطرنج. یک دانه‌ی گندم قرار دهند. در خانه‌ی دوم. دو دانه‌ی گندم. در خانه‌ی سوم چهار دانه گندم و به همین 
ترتیب در هر خانه‌ی صفحه شطرنج ۲ برابر خانه‌ی قبل تعداد گندمهائی که مخترع شطرنج طلب کرده است چقدر است؟ 
y A (e ۱ (y y P(N МАК‏ 
6 ۱ 
Y Y T Yay У‏ 
Са Т, ЕК‏ ۳۹۲۲+ ۴ 


Y 
در یک تصاعد هندسی نزولی و نامحدود. هر حمله. ۵ برابر مجموع تمام حملات بعد از خودش است. قدر نسبت‎ ۶ 


۵ حد مجموع جملات تصاعد هندسی نامحدود ... و برابر است با: 


تصاعد کدام است ç‏ 


۶ (© ۴ © 3-0 


۷-فرض می‌کنيم سه عدد مثبت و و ط به ترتیب. سه جمله‌ی متوالی یک تصاعد هندسی باشند. در مورد logb э1ора‏ 
С а‏ 


و 1020 جه حکمی می توان کرد؟ 


\( سه جمله متوالی یک تصاعد حسابی هستند. (Y‏ سه جمله‌ی متوالی یک تصاعد هندسی هستند. 


۳ 10828 واسطه حسابی بین slogb‏ 10826است. (f‏ 1082واسطه‌ی هندسی بین 080و 1020است. 
+۹+۳-۱ ۲۷ 
حا تة عبارت — = و کدام است؟ 
صل تقریبی 220° ...پم پوس = ٥‏ کدام است 
A ($ ay A (ү SG)‏ 
їй? т Үд? ( Үд? f‏ ۵۱۲ 
-هرگاه . y‏ ×و ۰۳ Уу cX‏ به ترتیب حملالت متوالی یک تصاعد هندسی و یک تصاعد حسابی باشند. ‏ + «کدام است؟ 


- ۶يا‎ )۴ А YLAaCG ۴0ا1‎ 

E Е" ( E (‏ ( پا 
۰ - مجموع سه عدد که تشکیل تصاعد هندسی می دهند برابر ۶۲ و مجموع لگاریتمهای اعشاری آنها برابر ۳ است عدد 
وسطی کدام است؟ 

۵ (f Yo (ў ۱۰ (Y до (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(a- \)(с+ à) =b 

T= (a+ b+ (+ c- b) = (a + с)'- b' 

Т =(а-\+с+ ۱)" -b =(a-\) + Y(a- \)(с+ \)+(с+ \)- b 
= (а- ۱( + Yb'+ (c+ ۱)" - b' 


= (a - \)' + b' + (c+ \)' 


m- 
\-Үү 


این عدد برابر ۱۸,۴۴۶,۷۴۴,۰۷۳,۷۰۹,۵۵۱,۶۱۵ دانه‌ی گندم می‌باشد. 


)۳( ۵ 


Y=: г 
هر جمله گس برابر حد مجموع جملات بعد از‎ |а| > ۱ یارآوری؛ می‌دانيم در هر تصاعد هندسی نامتناهی با‎ )۱( ۶ 


- ۱-0 ۱-۵ 0 | 
T = S = = > Se „Жел ы а 
n q q q ç — ! حودس‎ 


COCO = > مه‎ 6 


log b' = log ac = Ylogb = log a + log c 


۲۷ ٩+ ۳ ۲۱ 


۴۸+ ۳۶ + ۲۷ + ۰ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۸ 
Y _ YV 


Р тау 7 Tas 


Yx =y` 
Y+y=—Yx=y= Yx -Y 


a+ aq + aq' = #7 


loga + logaq + logaq' = T> log(aq) =Y 


> (aq) = \5 > وه‎ 2۰ 


انسان همانند رودخانه است. هرجه عمیق تر باشد. آرام‌تر است. 


هرکه مدرسه‌ای ساخت. زندانی را خراب کرد. «ویکتو رهوگو» 


مردم از فکر کردن بیش از همه چیز رنج می‌برند. 


مردم خودشان را با هر چیزی خسته می‌کنند. مگر با تفکر و اندیشه. 


(с «سعد‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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لکاریتم 


«شرح جدول شگفت‌انگیز لگاریتمها» منتشر کرد و بعدها جدول این کتاب به جدول لگاریتم معروف شد. وی برای 
محاسبات این کتاب حدود Yo‏ سال زحمت کشیده بود. hi‏ ان s t a‏ 


ОЙК z Ya 


دلیل است که لگاریتم ابداعی یا اتراعی نپر را لگاریتہ р Р ИТЕ‏ را به صورت Е‏ 
نمایش می‌دهند. یک سال پس از انتشار کتاب نپر یک معلم ریاضی در انگلستان به نام هنری بریگز دست از کار خود کشید و 


است که مقدار آن از سری ... 


به اسکاتلند نزد نپر رفت و ضمن قدردانی از وی» از او درخواست کرد که جدول لگاریتمی بر مبنای ۰ بنویسد. پر از این 
پيشنهاد خو شحال شد. اما اجل به وی مهلت انجام این مهم را نداد و بریگز کار نیمه تمام نپر را کامل کرد و در سال ۱۶۳۴ 
میلادی جدول لگاریتمی دهگانی را به ОБЬ‏ رساند و منتشر کرد. این جدول بعدها به وسیلۀ دیگران تکمیل شد. 


تعریف لگاریتم: 
فرض می‌کنیم а‏ عددی حقیقی. مثبت و مخالف ۱ باشد اگر داشته باشیم ах = y‏ در این صورت طبق تعریف می‌گوئيم 
لگاریتم у‏ در ٩ GL‏ (در مبنای (a‏ مساوی است و می‌نویسیم: =X‏ م1085 
لذا: х =y $% 102 =x‏ 
عدد a‏ را پایه یا مبنای لگاریتم. عدد ‏ را مقدار لگاریتم ۷ در LU‏ ۵ و عدد y‏ را آنتی لگاریتم L)‏ عدد ما به ازاء) a LL, Lx‏ 
می‌گویند و می‌نویسند: апор а =y‏ 
چون 2 عدد مثبت است و عدد مثبت به هر توانی که برسد (مثبت. صفی منفی) مثبت است. لذا ax‏ و در نتیجه У‏ همواره 
о е n E sns ny‏ 
به مثالهای زیر توجه کنید: ? = 109° )\ 
Тору = \‏ (۶ 
= ,108۱ (۷ 


Л) log = Y/ خورده‌ای‎ 
108۱و‎ = - 
۳ 


تست: حاصل палот‏ است؟ 


Ye 
۳ (r + ( 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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oef =s درم‎ 


۱ ۱ х ۳ 
(| Y) - ۳۰ > )۳( - ۳۰۳ эт =" جاج‎ ×= | 
با:‎ К КО кел шы بت از‎ 


Y (۳ ۳0 


log = Š > (Y| Y) = حل:‎ 


تست : :از تساوی _ log (| 5- їр:‏ مقدار 2 کدام است ç‏ 


Y| ۵-1 Y| 2۳ N ۵ +۲ ۲ ٩ ۵ -۲ 0 
- 5 ۵ - ۲ دج او‎ =N ۵-۲ حل:‎ 
7 + - + +۲ 


+Y 


فرمولاء ویژگیها و قواعد لگاریتم 

۱ لگاریتم صفر تعریف نشده است. مثال: تعریف نشده = log;‏ 

۲ لگاریتم اعداد منفی تعریف نشده است. مثال: تعریف نشده = 1087۲ 

UY‏ لگاریتم» منفی. صفر و یک نمی‌تواند باشد. 

مثال: تعریف نشده = log,”‏ 
تعریف نشده = ^ log‏ 
تعریف نشده = ,108 

۴_چون ۱ = »لذا لگاریتم эде‏ ۱ در هر پایه‌ای. صفر است یعنی: ° = loga‏ 

هچون a‏ = 2 لذا لگاریتم هر عدد مثبت در DU‏ خودش» همیشه برابر ۱ است. 

kauli تسا یبای‎ p b mita u e su ایا ی اس تا‎ ыш» لگاریتم‎ М ۶هرگاه‎ 

لگاریتم را لگاریتم دهدهی یا اعشاری می‌گویند. 

log = -Y و‎ log = Y مثال:‎ 

۷_هرگاه ¿L‏ لگاریتم e эде‏ باشد. آن را با Lox‏ نیز نمایش می‌دهند لذا: Гах‏ = 1086 این لگاریتم را لگاریتم طبیعی یا نپری یا 

نپرین می‌گویند. 

Л‏ هرگاه دو عدد مثبت مساوی باشند. لگاریتهای آنها در یک پایه با یکدیگر مساویند یعنی: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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x=y >lo = log} 
هرگاه لگاریتمهای دو عدد در یک پایه» مساوی باشند» خود آن دو عدد نیز با یکدیگر مساویند یعنی:‎ 4 

log = log} >x = у 
یک تابع یک به یک است.‎ у = х) = Іор این بدان معناست که تابع‎ 
و مخالف ۰۱( , ۰)است.‎ > °) у = f(x) = log دامنه تابع‎ ۰ 


دامنه بدست می‌آید. 


اشتراک می‌گیریم . | 
 — y‏ —— = خر نی 
B> °‏ 

B=, 


مثال: دامنه توابع زیر را بدست آورید؟ 


x> Y D = (Y , + ۰0(‏ > وه < ۲ - ۲ y = 10р")‏ (الف 


y = log 4‏ (ب 


X-Y> زج ه‎ < Y n 
٩ ۲ ох! > ٩2-۳ < و ات‎ 


٩ - ۲ \ халх] A 


X>. >X že 
n 
СУ = 10у. у, ۲+ ۲< =>x€R 2D=R-{} 
۲ + ۲ 2۶۱ << 1۶ 


Іора? = logš + log; 
log} + logg" = log) = log}? = Y مثال: حاصل عبارت مقایل را حساب کنید؟‎ 
log} = log - log} 
را محاسبه کنید؟‎ А مقدار‎ «А = 1٥8۹ - Іор] مثال: اگر‎ 
۵ 
A= log}™ -logí = log," = 10011 = Y 
عدد یعنی:‎ ОЇ ۴-طبق نکتۀ ۱۳ نتیجه می شود که لگاریتم معکوس هر عدد مثبت برابر است با قرينة لگاریتم‎ 


۱ 


log  - logš 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ 
ی‎ = logi -1о = :یم‎ 


(х -y), log, (x +у) л ‚2‏ موم[ قانون ندارند و لذا دقت کنید که: 
log ty) log + log‏ 
log 7) „орх - log}‏ 


xm _ m x 
102۳ = log 


š ۵۰ 
102 سم‎ ]og^ = Yx? = ۲ 
EE ۲۵ Bi 


۱( logš" = nlogš 


۲( 100%, = \ logš 


۳( 1023: =1орї ¢ logi = log; = logx; 


= к == 
log - تلو۱0‎ =... = log =logš 


N 


۱ 
۵( lož = log 


Ӯ) ову" = logš 


m 3 n z 
V) Това = logs 


^) log? =x 
“Ine =x 

مثال: محاسبات زیر را انجام دهید؟ 
Тору" = ۱۰10۵۲ =× 2-۰‏ (الف 


Y A 
100*۲۵ = 109۶۵-2100۶ ۲۵-2 xt — 2 
с тш эз Ñ À 


—) 


wa 
с) 7168) 7 log) 


۱ 
logf* = 1005! = ?‏ )2 
۷-قانون تغییر مبنا (تغییر پایه) 


log х log = log 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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بر طبق این قانون می‌توانیم لگاریتم یک эде‏ مانند × در مبنای 2 را به لگاریتم همان عدد در مبنای دیگری مانند b‏ تبدیل 
کنیم. کافی است لگاریتم در مبنای جدید (یعنی (b‏ را بر لگاریتم АЫ‏ قدیم (یعنی (a‏ در ih‏ جدید (یعنی 6( تقسیم کنیم. 
مثال: 

مثال: حاصل عبارت مقابل را بیابید؟ 


logig? x log = logji = 108 


1 
Й 
\." 
log х log х 1005 x ... х log = log? 


logš Inx 
الف‎ logš = = log = 
( ۰ 1 Ë In 


۱۷ 4:5 „Алл 
Opa ° © 


مثال: حاصل 7 وا эш»‏ کنید؟ 


log} . log = \ 


مثال: ,11009 محاسبه کنید؟ 


۰ هرگاه داشته باشیم loge (log, (log )) =d‏ آنگاه ×برابر است با: x= a°‏ 


مغال: مقدار ×را در معادلات زیر بیایید؟ 


y? 
(الف‎ log (Іор ) = -۱ >x=Y =Y =A 
۳ 


<) 08 7 (logy , (log ل‎ Y 


х= Y 
log” 
X =y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: حاصل 1980 را حساب کنید؟‎ 


log? _ 0198! 3 


۴ ۵۱-۲۵ 


102 


a = X داریم:‎ Yo عنوان نتيجۀ‎ 2 Y Y 


| - و بالاخص:‎ 
elnx — x 

۳-توابع y = ах ,y =logš‏ معکوس یکدیگرند. 

۴ توابع 100 = y = ах ‚у‏ هنگامیکه a>,‏ نقطه‌ی. برخوردی ندارند. 

о > a< ۱ ل هنگامیکه‎ = ах , 21081 ۵-توابع‎ 


فقط یک نقطة برخورد دارند. 


۶ هرگاه LU‏ لگاریتم шл,‏ 2 عددی بزرگتر از ۱ باشد. توابع 188 — ax ‚у‏ = ۷ هر دو صعودیند. یعنی: 


С شالت ماس‎ ыш) 


Х | Xy 
X, > + < loga ' < loga 
x <x, @a"' <a" 


Уй‏ در حالتیکه ۱ < ٥ < a‏ باشد. توابع فوق هر دو نزولیند. 
بنابراین اگر بخواهیم لگاریتم دو عدد را در یک پایه با یکدیگر مقایسه کنیم بایستی به GU‏ لگاریتم توجه کنیم. 
logy ۲‏ > 1007 4<" 


۳>٩ >log > log >-\>-Ү مثال:‎ 
۲ ۴ 


YV‏ هرگاه دو عدد. هر دو بزرگتر از او یا هر دو بین صفر و یک باشند. آنگاه لگاریتم هر یک از آنها در LU‏ دیگری مثبت 
\ وا X>‏ 
L => log > °‏ 


x است یعنی:‎ 
°<х<\,°е<у<\ 

ә 
دیگری منفی است.‎ А هرگاه دو عدد. یکی بزرگتر از او دیگری بین صفر و یک باشند. آنگاه لگاریتم هر کدام از آنها در‎ 
X>) , °е<у<\ 
b => log <° 
°<х<\ , y> 
1082۷ > ° Іор? ور‎ < ° 


۱ ° 
3 log <° 
lo ۵ >° ۳/۵ 7 
17 А می‌توان نتیجه گرفت:‎ ۲۷ м$ ۸-از‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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logx > 


| хь \% май 


9 
° <X< و‎ 
Тах < o 
a>, 
log >b @ x>ab 


<a <| 
log > b 4¢ x<a 


-Y4 


= = ۱ = 2 ° 
۰ کلگاریتم یک عدد: لگاریتم — را کلگاریتم × می‌گویند لذا: 


۱ 
cologx = logx = - x 
cologx + logx = ° ويا‎ 


antilog =y + y=a © log =x а 
эде ух را مفسر لگاریتم‎ (n Є 2)  حیحص آنگاه عدد‎ Jog* = п /абса.... مفسر و مانتیس لگاریتم یک عدد: اگر‎ ۲ 
را که بین » و ۱ است مانتیس لگاریتم × می‌گویند.‎ ۰/ abod... اعشاری‎ 
° '= \o o Slogi’ у می‌دانیم:‎ 
۱۰۰۰ > 108۱۳ = Y 

حال اگر عددی بین ۱۰و ۱۰۰۰ SU‏ مسلماً لگاریتم آن عدد (طبق ES‏ ۲۳) بین ۲و ۳ است مثلاً: 

log ۴۰۰ <- ۰‏ 
عدد صحیح (Y)‏ را مفسر و эде‏ اعشاری ۰/۶۰۲۰ را که برحسب قرار داد همواره عددی بین صفر و یک است مانتیس 
لگاریتم ۰ می‌گویند. 
مفسر عددی صحیح است که ممکن است مثبت. یا منفی و یا حتی صفر باشد. اما مانتیس همواره عددی اعشاری بین صفر و 
یک است که از روی جدول بدست می‌آید. 


همانطو ریکه قبلاً گفته شد. هرگاه مبنای لگاریتم эде‏ ۱۰ باشد. مبنا را نمی‌نویسند. در بحث زیر مبنای لگاریتم ۰ می‌باشد. 


نحوة محاسبة لگاریتم یک عدد در مبنای ۱۰ 

۳ هرگاه بخواهیم مفسر *108 را حساب کنیم از قاعدة زیر استفاده می‌کنيم. 

الف) اگر ۱ < ×باشد آنگاه: ۱ - تعداد ارقام صحیح عدد = مفسر 1086 
ب) اگر ۱ > × > » باشد آنگاه: (۱ + تعداد صفرهای بلافاصله بعد از ممیز و قبل از اولین رقم مخالف صفر)- = مفسر 108 
تزگر: هرگاه مفسر لگاریتم عددی منفی باشد چون بر حسب قرار داد مانتیس همواره باید مثبت باشد. علامت منفی مفسر 
را بالای О!‏ می‌نویسند و این منفی فقط مربوط به مفسر می‌باشد. 

مثال: مفسر لگاریتم‌های زیر را حساب کنید؟ 


log "۵ = ۱/ خورده‌ای‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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log ۸٩۷۳۵ — ۴/ خورده‌ای‎ 


۰/۰۰۵ — 


log Y/ خورده‌ای‎ 


۰60۰۰۱۰۰۷۱۵ — 


خورده‌ای /۵ ° log‏ 
۴_یافتن تعداد ارقام صحیح عددی که مفسر O|‏ صفر یا مثبت است. 


می‌آید. ۱ + مفسر = تعداد ارقام صحیح عدد 


تست: هرگاه ۳۷/۹۰۳۰ = Jogx‏ جند رقم صحیح داشته است؟ 
ا( YA W YV‏ ۳( ۳۶ ۴ ۳۹ 
۸ = \ + ۲۷ = ۱ + مفسر = تعداد ارقام صحیح X‏ 
تست: عدد Y‏ چند رقم صحیح دارد؟ (۰/۳۰۱۰ = (log‏ 
(f rO ۲۳۶ (Т ۲۴۰ (\‏ ۲۳۹ 
А = ў = logA = Лоо log! = Лоо x o/YoYo = YÝo/A‏ 


A= ۱‏ +۲۴۰ =۱ +مفسر > تعداد ارقام صحیح A‏ 
ш‏ هرگاه ۳ = ۵10۵ × بین کدام دو عدد متوالی قرار دارد؟ 
x< Y ۴ Y > x< Y б< x< ۶ ۲ ۴ > x< ۵ 0۱‏ > ۱ 


۵ __ 
б1орх = $x = ۱۰۲ x= 1.۰۰ x= | ۱۰۰۰۳۰۴ к وه کل که‎ 


۵ 
۵-یافتن تعداد صفرهای к а м‏ رقم مخالف صفر عددی که مفسر لگاریتم آن منفی است. 
در این حالت طبق بند (ب) ES‏ ۳۳ داریم: 
۱ -مفسر - = تعداد صفرها 
تست: هرگاه ۱ - Пор‏ تعداد صفرهای بعد از ممیز و قبل از اولین رقم مخالف صفر ‏ چند تاست؟ 
у (ў ۵ (Ү ۶ 0‏ ۴( ۴ 
۵ = ۱ -(6-۶)- = تعداد صفرها 
۶ در برخی کتب. مقدار مانتیس لگاریتم دهدهی اعداد محاسبه شده و در جداول لگاریتمی موجود است. 
۷ لکاریتمهای هم مانتیس: به لگاریتمهائی می‌گویند که مانتیس لگاریتم هم ШЇ‏ یکی است. 
مثال: لگاریتمهای زیر همگی» هم مانتیس‌اند. 
log Y = o/ ۰‏ 


log Yo -< ۷ ۰ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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log Yoo <- ۰ 


log ۰/۲ = ۵۰ 
log ۰/۰۲ << ۰ 


log /ه‎ ۰۰۲ = ۱۳/۸۳۰۱ о 


۸_به کمک بعضی از ماشین حسابها؛ می‌توان .108و зх‏ همچنین ۱۰۴ ух s eX,‏ را محاسبه کرد. 
۹ سعی کنید لگاریتم دهدهی اعداد ۲و ۳یعنی ۰/۳۰۱۰ = 10۵۲و ۰/۴۷۷۱ = 10۵۳ را حفظ کرده ضمناً به фу)‏ 
محاسبة بقیه لگاریتمهای زیر به کمک آنها توجه کنید. 
log Y = log ۲۲ = ۲102۲ = Ү(/ оўо\о) = о/# ۰‏ 
log ó = log +> = 1081۰ — log Y = 1-0/10۱0 = 0‏ 
log ۶ = log (YxY) = 102۲ + logY < ۱‏ 
YlogY = ۰‏ کک log A = log‏ 
log ٩ = log Y" = Ylog = ۲‏ 
log ۱۰ = À log ۰/۱ =-‏ 
log \ оо = Y log ۰/۰۱ =-‏ 


log \ ооо = ۳ log ۰/۰۰۱ = -Ý 


۰- به کمک برخی ماشین حسابها و همچنین به کمک لگاریتم. می‌توان محاسباتی همچون Y‏ و ۶ N|‏ و ... را حساب کرد 
به > б‏ محاسبهة үл?‏ دقت نمائید. 
А = ۲۳ = logA = ۸۰۰۱0۵۲ = YYo/A > logA = Yfo/A‏ 
A = 10 ۱۰۲۱۸ = ox p y aO = P0 °° о...‏ > 
۶ صفر 
توجه داشته باشید که ۱۰۳ را به کمک ماشین حساب محاسبه کرده‌ايم. 
2‚ به کمک ماشین حساب‌های معمولی نمی‌توان Үл"‏ را محاسبه o S‏ چرا که عدد ۲۳ همانطوریکه دیدید یک эде‏ 
ИА‏ 


sinx 


تست: جواب کلی معادلة logio + 1024 = Y‏ کدام است؟ 


۲۳+ (¢ kati C ۲۳+ 6 kr+ 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Sinx >e 
تن‎ -хе(:,2) > D= (Yk, ۲۷۲ + 2) 
sinx 5 \ 1: А 
СОЅХ з \ 


Іор х уФу+у = у! -їу+\= Фу = \ 


loggia% ۱ > sinx = cosx > tanx = \>x = kr+ Ç 
>x= Yk + Ç аа у E E 
چند جواب دارد؟‎ ХЕХ = ۱۰۰ تست: معادلة‎ 
E بیشمار‎ ۳ Y (т ۱0 
D = )۰ , о) > حل:‎ 


xlogx = oox > Іое(х!98х) = log(\ ° °x) 


تجربه بهترین معلم است» منتهی حق التدریس گرانی دارد. 


اگر کتاب نباشد. روح پرورش نمی یابد. «پلو تارک» 


شانس در خدمت ذهن آماده است. 


ریاضی دانش حوانان است. )9 بنر) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-حاصل عبارت "1083.10 برابر است با: 

log} (f ۱+ log (Y \ + log} 0‏ + \ 
i‏ جزء صحیح لگاریتم ۰ در مبنای ۳. کدام است؟ 

۶ ۲ ۵ 0 


۳ محموعه حواب نامعادلة Е‏ 


с 187‏ 
۳ ۵ ون[ کدام است ؟ 


-Y<x<-X G Үт G 
Y ۳ 
مقدار × برابر است با:‎ e ۵2+ 92 - ۵۰ در معادلة‎ ۴ 
۲۵ (Ү ۵0 
نتیجه می‌شود؟‎ 102 = ۱ + Ylogy هاز رابطه‌ی‎ 
x = ۱۰۷ (Y x+y = 0 
است؟‎ лія لگاریتم ۶۲۵ در چه مبنایی‎ ۶ 
۱۳۵ @ ۲۵0 
برابر است با:‎ 108 + logt =È مقدار «در معادلة‎ ۷ 


“б ۲ ا(‎ 


і 
آنگاہ × برابر است پا:‎ × ۴۹ tI ۸اگر‎ 


А (у YG 
24 ү ( 


үү 251-4‏ _ ۴۵٥ا‏ «کدام است؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۱۳۷ / انديشه برتر‎ www.riazisara.ir 


logš . logg? = log?" = log} + Іор? = \ + Іор? 
۳۵ > Doo > ۳ = log2°= ۵/ خورده‌ای‎ 


=> | 102۶ | =Ó 


۶ Yuk stss хе? > Ax > 30) 


раа 
۵ 


)( 0 G) = x€ Cv ,-( 


° = x> -Y (Y) 


ФОБ xlogó = b° > ارم + عماج‎ = ۵ 
alex = ۲۵ > و[‎ = ۲ = x= \оо 


log“ = 102۱۰ + logy ۲ >log* = log! > х? ۱ 
f 


у 
m. ۳ 
)و10‎ = а? = ۵" =(0") 5 а= ۵ - ۵ 


б ۱ à 

1 X ] Ү = = = — = — 

108x Y уту Y‏ + م08 
y=Y 108 = Y‏ 
а À‏ 
log = 7‏ = 


1 1 
۱ 1 ۲ 1 ۲ log 
х үа ` > х а уа = ۴× (5) ۱ 


lo Еу ۳ logš Y 
5 ج۱۲۵‎ (e-o) = ۱۲۵ )ج‎ -0) = ۱۲۵ × -ð= ۵2 = ۰ 


log log ۱ ۱ 
+ = logx ( + ) 
Тов log log; logy 


= Іорх (log? + و10‎ ) = log, х log’ = \ 


محال از طرز فکر ما بوجود می آید. «نیما» 


آسانترین راه از بین بردن افتخارات خودستائی است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-ريشة معادلة X = Yog‏ "02 کدام است؟ 
۵4 ۳0۳ ۳ 
Y‏ 
۲اگر ۰/۳۰۱ = 02۲و ۰/۴۷۷ = 102۳ در ipl‏ صورت log T2‏ کدام ات( 


۱/۶۲۸ ۴ ۱/۵۲۸ ۳ ۰/۵۲۸ (Y ۱/۵۲۸ б 


۳حاصل ) "1081 + ...+ Tog (logn + Іорп" + logn"‏ کدام است؟ 
үл \ (ү \-ү"(Ү ۳ (\‏ 
۴اگر ۴ = × + el‏ «کدام است؟ 
(Ү ۲0‏ ۴ 
هاگر =а‏ 108,108 برابر است با: 
аіорх (Y alog? 0‏ 
عاگر dogi , logiy=a‏ کدام است؟ 
(т a+ ў 0‏ ۳-۵ 
Ya Ya‏ 
eg — AA 87411, У-У‏ × برابر است با: 
(Ү ۱۶۲ 0‏ ۱۶ 
۸ مقدار ×از معادلة ۴ = 108+ ے108 plp‏ است با: 
Е Je > 2 X) A‏ »> پرایر است 5 
Үт ۳۲ Y0‏ ۴( ۴ 


٩‏ اگر logb slogx + "Това loga‏ به ترتیب حملات متوالی یک تصاعد حسابی باشند. مقدار ×کدام است؟ 


жар (f ab (ў +à (r ۱0 


۱ Y n 
کدام ا‎ dog? + log” +... + 100" +` deb- 


- وم[‎ (f п – Іор" (۳ n – وم[‎ (Y Іор"! (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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102۱۰۶ = Ylogð = 102۱۰ = 102۲۵ > \ох = ۲۵ > x= £ 
xe \ 
log * = 100° - 108۴ = 1002 - ۲10۵۲ = log +108۳ - YlogY 


= \ - YlogY + ۳۱۵۵۲ = ۸ 


= (logn + Ylogn + Ylogn +... + Y"logn) 
log" 


logn S п+\ 
-= )۱+۲+۲+,.+ H) = لد‎ = у ۶۱ „аш дым 
ogn - 


e+ xe = ۴ > x+x=Y = x=Y a)-f 
102 = log? x log = alog (1) 0 


log = a> ۳۱۵۵۲ = a> logy" == )۲( ۶ 


۳ 


log + ۵۷ = => logi = a 


x = АМ — Y 
log + log = Y => ۲۱0۵2: + Ylog = Y log; + log = Y 


»у+у = ۲ = ج۱‎ log = \>х=ў 


log? + log? = Y(log* + з log”) 


Іова? = Іорх' + logab > Іорхї = >x '= 1+ x = 3 


۱ 
\ ҮҮ n ас 
log(— х= x+ ж... ж —— ) = log! + ۱ = وم[‎ + \) 
g(ç ۳ ۴ T Š Š 


تمام شأن و عظمت انسان در فکر است. 


تحربه بالا تر از علم است. «ابن سینا» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


کدام است ؟ 


۱ 
m+ \ 
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log? b 
logêlog? 


۱-اگر sloga‏ اه ریشه‌های معادلة ° (m+ \)х+ m-\=‏ -باشند حاصل 


($ 111-۱ т 110-۱ (т 
-m-\ 


ЧА!‏ ۰ = 20 باشد. ما کزیمم elas loga.logb‏ است؟ 


(ү 1) 


اگر dog = Z , б=т‏ کدامیک از روابط زیر صحیح است؟ 


x" = у‘ (ў x' = у (Y x= у! (\ 

Е ТРЕ 
Y 

4 (Ү ۲۷ (\ 
۱02/۲کدام است؟‎ Лору =x 151-0 

x- \ (т \+х 0 

x x 

АД)?‏ معادلة ۱۲۰ - ۲۲۲ + ۲۳۲۲ +۲۷۲۱ + ۲ کدام است؟ 

(Т ۸ (Y ۵0‏ ° 
۷اگر ,8٥1و‏ وه ریشه‌های معادلة ° = Yx - V‏ - ×۲ باشند. ab‏ کدام است؟ 

A Y ARA 

Y z ( т ( 

)۰/۱۲۵(۲< )۰/۱۲۵(۱ (Y InAoo > 19۰۰ 0 
Іор" > 108.7, ۴ s 
4حاصل ۶۸م کدام است؟‎ 

x" ۲ x ۸ 

۱ 


° ۱-حاصل B= logt" = log"‏ برابر است با: 


ту М 
r ( т ( 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Іор? + Іор? _ = 


logêlog? 
ab = o = logab = Іор\о = loga + logb = ۱ ثابت‎ 
=> loga = logb = Е = Мах(Іор?Іоо?) = CGO = + 

PAA‏ هرگاه Sasa‏ دو کمیت. عدد ثابتی باشد» حاصلضریشان وقتی Мах‏ است که ОЇ‏ دو کمیت مساوی باشند. 


>x = ۰ 
>x =. ۷۲ >x =y“ DET 
د الچ‎ ۰ 


log + орх - log = ? > log = “> x = ۷ 


log; =x > log; => ۱ +1087 = 
۱ - 
x 


۱ 
10۵ = — => ۳ log% log! 
ота. 
log + log? = =1 slog? - Фал ۴۲-۸ 


۰> ۵6۱ و‎ x<y >log > Іор 


v 982 — x log) x 


۱ ۱ ۱ 1 
В = logr+ 7 log < 7 Psl 


اگر اراده داشته باشی. بی شک موفق می شوی. «امرسون» 


«ناپلئون» 


بنده و اسیر نگرانیهای آینده و غم‌های گذشتة خویش مباش. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۲-اگر a‏ = 108و =b‏ 08۱ حاصل log”‏ +*ع0اکدام است؟ 
Іов!“ (f (۳ ° (Y 102۱۳ 0‏ 
۳اگر معادلة • А5 ух )۱ + 1орш)х + logm=‏ مضاعف داشته باشد. 7 کدام است؟ 


۱۰ ۵ (ў ۴ (r YO 


۴۔اگر Лов х + 0۵ =x‏ آنگاه داریم: 


x = ۳/۵ (f x = ۳ x = ۲/۵ (r x = Q 


cosY e + cos V° ° 


۵ هرگاه e “Чой” =a‏ پو برا 


a+ ۱۴ -а – ۳ ۱ 2 (ї а- ۵‏ 
x x ү 2‏ 
۶اگر اعداد “og”‏ )\- ۳و log"‏ تشکیل تصاعد حسابی (عد دی ) داده باشند. × برابر است با: 
(f +\ (ў ۱ (Y Y б‏ ۳ 
۷حاصل 3و0[ × Y x...‏ 'ع0] А = logan ۱ x‏ کدام است؟ 
o (Y К‏ ۸۹۱ 
۸ حواب Ло aalas‏ =۴۴ + ۲ کدام است؟ 
(r‏ 0 
АЛ‏ ان 
( ل ) کدام است! 
(Үү‏ ۱۰ 
۰ اگر =a‏ "108 باشد. حاصل logy"‏ کدام است؟ 
2-۳ 2-۵ 


т“ у 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


ЛЕР / انديشه برتر‎ www.riazisara.ir 


__ logā + Іова loga” 


Z 


Г \ ху 
log; *Ў т loga 


= ] ۱۷ 
= 0817 => ab = ۱ => Іова + logb = logab = log! 
Б =1ор\ү 


А = ج-۰‎ (Y -logm) = ۰ 5 «ووا‎ = ۱ -< 1۲ = ۰ 


х= үд‏ > ۲ب 


YcosYecos \° 
log, ۶۲ = loges" = ۱+ 10890۶۲ = \+а 
۴ 
log" + log” = ۲۱0۵/۳ 7 > (Š) =("- ۱) => a= (а - ۱) 


а= ў» ў = ۳۳ << = \ 


> ۲و۳‎ ۱۰+ ۰ с 
а= 49 = 


ы >х=-\ 
۳ 
tanfo’ = ۱+ وم[‎ 1%) = . > A= ۰ 


۲ * با‎ ۲۳ л. ту +уї- л. = 


غیرممکن 


108۷۲ =a => 1001 + ۱02۵ =а-> ۱+ ۳۱0۵۲ =a 


2-۱ 2+۵ 


Slogs ar = 100۲ = log} + log} = Y „a = 


دوست مثل درشکه در روز بارانی. کمیاب است. 
در عمل کوش و هر جه خواهی پوش. (as)‏ 


بهترین گفتار OT‏ است که مطابق با کردار باشد. «حضرت على (Сф)‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


wwwi.riazisara.ir برتر‎ هشیدنا/٤‎ 


x-y 
مجموعه جواب نامعادلة بو < (۰/۱۳۵) کدام است؟‎ =) 


= х= 0 >24 


Yx ۱‏ 
۲ محموعه حواب نامعادلة +Y) < Yx +N,‏ ۵ ۷ کدام است؟ 


) ۵-۲( 


x < ۳ || < ۱۲ х < ۱ ($ 


۳اگر "اج و اواج و glog”‏ تصاعد هندسی بسازند آنگاه داریم: 


+ 
xz = у! (Y с. 


Іор (1989)‏ 
۴_حاصل log?‏ 5 برابر است با: 


ора (f а loga (Y -loga (\ 
۱ ۱ 


- жубу + — و‎ 
است؟‎ aE log” شحاصل‎ 


АШ, ۲ 

Y ( i 

از تساوی ۱-10۵۲ = ®- dogg‏ مقدار «کدام است؟ 
(ї ۶/۲۵ О‏ ۶/۵ 


۷ مقدار loi‏ برابر است با: 


۲-۷۸ 
-\ 0 ۱0 
پرعبارتند از:‎ ۱۲۱۹۵۲ ү. ۸ریشه‌های معادلۀ‎ 
۱ oo — ۱۰۰ و‎ 0 
ç 
است؟‎ elas logh + (log) + (log) +... = l معادلة‎ оса А 
Y Y (Y ` G 
ç 
۰-ساده شدة عبارت ۳°8۵ +۲8۵ )م برابر است با:‎ 


5° (Y ۶) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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= 


۳ ۳ 
S S ыйы. 


(a) Е 1ор* + 1002 = Иору=> хх = y“ 


\ \ 


Іова Іова ( 198а \ 
۱ = [бога | = (loga) = loga 


logi == "Тов, = 1055 = Y 


xy 
Y 
2 102 -® = og; -logi => logi к= log} 


TEE = برچ‎ -۴ >x = ۵ 


+ ۸()۳-۰۸ A)= \ > YA (ГА) یماج‎ ۱ 


+1орх __ Че 


5!->]ор(х\'!°®*) = 102۱۰۰ <) \+1орх)1орх=ї >(logx) +logx - ۲ = •‏ طرفین 108 می‌گيريم. 


=>(logx +Y)(logx – \)= ۰ орх =) 3۱  >logx=-Ý а 


log 
= БА ha = 1овх = 
W б 
۱0۵1087 _ a АСИ logo _ ۱ 


= ۸ ۰۸ 


دریاب ضعیفان را در وقت توانائی. «حافظ» 


دربارة هرچه می‌گوتی فکر کن ولی هرچه را فکر می‌کنی مگو. «فیلسوف هندی» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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واحدهای اندازه گیری زاویه: 
واحدهای اندازه‌گیری زاویه عبارتند از: ۱-درجه ۲-گراد ۳-رادیان ۴-میلیم. 
١‏ درجه: یک درجه» اندازه‌ی زاویه‌ایست مرکزی در یک دایره که پرابر سیب محیط آن باشد (مطابق شکل) 
۰ ۶ قسمت 


بنابراین محیط هر دایره "۳۶۰ است. 


واحدهای کوچکتر از درجه عبارتند از دقیقه () و ثانیه (") 


یک دقیقه ۱۳ 
Ж‏ + 


10° = ۱۷۹ ۵۹و‎ зўе" до "= ЛА" ۵۹و‎ зо" ¿É 


۲-گراد: یک گراد اندازه‌ی زاویه‌ایست مرکزی در یک دایره که برابر سلپ محیط آن باشد. 

گراد را با علامت grad‏ نمایش می‌دهند. 

بنابراین محیط هر دایره‌ای ۴۰۰ گراد است. 

asuaka sls‏ د ا شرافس گام سای Ska‏ وس که 

یک گراد = \ دسی‌گراد 

یک دسی گراد - ۱ سانتی گرا 

дыд.‏ هرق ویک 

تزگر: یک گراد از یک درجه کوچکتر است. 

۳-رادیان: یک رادیان اندازه‌ی زاویه‌ایست مرکزی در یک دایره که طول OLS‏ مقابلش برابر شعاع دایره باشد (مطابق شکل) 


\o 


به عبارت دیگر یک رادیان. اندازه‌ی زاویه‌ایست 555 در یک دایره که طول کمان مقابلش برابر سپ محیط دایره Sal‏ 
об,‏ را نماد (radian) rad‏ نمایش می‌دهند. 
بنابراین محیط هر دایره‌ای YT‏ رادیان (تقریباً ۶/۲۸ رادیان) می‌باشد. 


زیرا: ۶۸۲۸۲۵۵ = ۶/۲۸ = ۷۳/۱۴ YAR = Y‏ = محیط هر دایره 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۴ میلیم: اندازه‌ایست مرکزی در یک دایره که برابر لیے محیط دایره می‌باشد به عبارت دیگر یک میلیم. اندازه‌ی 


زاویه‌ایست مرکزی در یک دایره که برابر سل یک رادیان می‌باشد بنابراین محیط هر دایره‌ای ۰ میلیم است. 


GÉ‏ محیط هر دایره‌ای ۳۶۰۳ їл L Yoo grad L‏ رادیان (۶/۲۸ رادیان) یا ۶۲۸۰ میلیم است. 
لذا ۳۶۰۲ = YT = ۴۰۰ grad‏ رادیان = ۶۲۸۰ میلیم 
ФС‏ موم یک رادیان > یک درجه < یک grad‏ > یک میلیم 


فقه: فرمول تبدیل واحدهای اندازه‌گیری زاویه به یکدیگر: 
G R _ M‏ 


Yoo grad ۲2۲۵4 _ А میلیم‎ 


_ 5 _ M 
л YYYo 


„ра S Na 2 Z: 
برای تبدیل درجه به گراد و بالعکس می‌توان از فرمول ساده‌تر — = ے-استفاده کرد.‎ ИР, 


مثال: "۳۶ چند گراد و چند رادیان است؟ 


تلته‌ی بسیار мда‏ یک رادیان تقریباً "۵۷ است. 
14X1 _ ۰‏ _ 
Л Л‏ 


= бү? 


\Ло 
\таа = ° = ۴ 
(222) 


کلته‌ی هوم: 7 معادل *۱۸۰یا ۲۰۰ گراد یا ۳/۱۴ رادیان است. 
مثال: زوایای زیر که برحسب رادیان داده شده‌اند. به درجه تبدیل کنید؟ 


= ' TZ = x ۲۷/۵۳۵۲ 


= Ax YO = ۵ 


=\0° TZ = rx ۴۵۰-۰ ۵۲ 


|а‏ | پم 


فرمول محاسبه‌ی طول glas‏ مقابل زاویه‌ی Ө‏ (برحسب رادیان) در دایره‌ای به شعاع R‏ 


SRI غاا‎ day] 


مثال: در دایره‌ای به شعاع ۵ متر‌طول کمانی ۸/۷۵ متر است. ۲ 


اندازه‌ی این کمان جند رادیان است؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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فرمول محاسبه‌ی زاویه‌ی بین عقریه‌های ساعت شمار و دقبقه شمار: 
این فرمول عبارتست از: h 0" = Ее‏ نشانگر ساعت. ۳ نشانگر دقیقه می‌باشد. 


مثال: در ساعت ۲ و ۳۰ دقیقه زاویه‌ی بین عقربه‌های ساعت شمار و دقیقه شمار جقدر است؟ 

_| 11-T | 
T 

تعریف دو زاویه‌ی متمم: دو زاویه را متمم یکدیگر گویند هرگاه مجموعشان ٩۰۳‏ پا ۱۰۰8780 یاس" رادیان باشد. 

مثال: уе?‏ است: 


=۵ 


OZA 
E A 


2 j£ Xx + Жолы 
kai — 3 SES 
۳ р e 
رادیان باشد.‎ 77 L Yoo grad L ۱۸۰۳ تعریف دو زاویه‌ی مکمل: دو زاویه را مکمل گویند هرگاه مجموعشان‎ 
است.‎ E مثال: | مکمل‎ 
است.‎ ۱۵۰ grad ۵۰ grad مکمل‎ 
үл Л 
س + × ×۲ ات است.‎ 
тз x Yx = مکمل‎ J 
متمم آن زاویه = مکمل هر زاویه‎ + ٩۰۳ نلته:‎ 
مثال: متمم و مکمل زاویه‌ی ۴۰۳ و ۳۰۳و ۲۰۳ را بیابید؟‎ 


۶و ۵۹و ۸۹ = 
۴و ее,‏ 


مکمل "۲۰ , ۲۹۲ ,104° = АУМА уто" одда‏ 
تست: مجموع دو زاو as‏ ۰ گراد و تفاضلشان ۲۳ است. مقدار زاویه‌ی کوجکتر برحسب درجه کدام است ç‏ 
ҮҮ ée їЎ° (ї ҮҮ? (Y ҮҮ? G‏ 


х +у = VT = ۴۵‏ 
У = | * |‏ 
х-у = \А ۷ = ۷‏ 
دایره‌ی مثلثاتی: دایره‌ایست که شعاعش برابر واحد (یعنی ۱( بوده و مطابق شکل. مبدا شروع زاویه‌هاء نقطه‌ی A‏ می‌باشد» 


۸۰ gard = ۷۲ > 


ضمناً جهت حرکت عقربه‌های ساعت را جهت منفی و جهت مخالف ОЇ‏ را جهت مثبت مثلثاتی می‌گویند. 
A aE FEEL ОР Р T E ода‏ 
بنابراین k‏ دور opla‏ در جهت مثبت مثلثاتی معادل L Fok)‏ ۲۷7۲ رادیان L‏ ۴۰۰10) گراد می‌باشد. 

لذا: ) 17 ۲یعنی k‏ دور کامل دایره و لذا انتهای کمان YET‏ همیشه روی نقطه‌ی A‏ است. 


КТ ۲‏ یعنی نیم دور دایره» اگر > زوج باشد انتهای OLS‏ روی ۸و اگر 6 فرد باشد انتهای کمان روی C‏ قرار می‌گیرد. 


A 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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r+ 
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۰ 2 У ТИ Я 4 л л 
و + - ۲67۲ مطابق شکل در بالا و پائین دایره‌ی مثلثاتی قرار می‌گیرند.‎ ۲۷۲ + — 


2% + 1677 برحسب اینکه > زوج باشد بالاو اگر ع فرد باشد پائین قرار می‌گیرد. 


نسبتهای مثلثاتی یک زاویه: 
در هر مثلث قائم الزاویه داریم: 


sin (هر زاویه حاده)‎ = скы сш 
22 


2 مجا 
ек‏ مج = (هر )9 4 حاده) cos‏ 
وتر 


اس اس ۲۰ = (هر زاویه حاده) tan‏ 
IIR‏ 


= (هر )431 حاده) cot‏ 


محور ]60 ها 


محورهای مثلثاتی و نسبتهای مثلثاتی یک زاویه: 


محورهای مثلثاتی مطابق شکل معرفی شده‌اند. 


محور COS‏ ها 


[КЕ‏ محور 609ها و Lasin‏ نقطه‌ی O‏ می‌باشد. 
lika‏ محور latan‏ نقطه‌ی A‏ می‌باشد. 
E‏ محور сої‏ نقطه‌ی B‏ می‌باشد. 


نا جهت منفی و ج جهت مثبت هر محور نیز روی شکا نمایش داده شده است. 


نسبتهای مثلئاتی یک زاویه: 

زاویه‌ی حاده‌ی ‏ را مطابق شکل در نظر بگیرید. از نقطه‌ی M‏ دو عمود УМН‏ 
МН!‏ را بر دو محور رسم کرده اندازه جبری ОН‏ را برابر эзше‏ اندازه جبری 
ОН‏ را برابر cosa‏ تعریف می‌کنيم. 

حال شعاع OM‏ را امتداد داده تا محورهای تانژانت و کتانژانت را قطع کند. اندازه 


جبری AC‏ را برابر tand‏ اندازه جبری BD‏ را برابر cota‏ تعریف می‌کنيم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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با توجه به تعریف محورها و جهت آنهاء نتیجه می‌گیریم که اگر انتهای OLS‏ روبرو به زاویه‌ای» در ناحیه‌ی اول دایره‌ی مثلثاتی 
باشد» سینوس و کسینوس و تانژانت و کتانزانت ОЇ‏ زاویه» همگی مثبت‌اند. 
توجه داشته ДЫЗ,‏ که تعاریف فوق همان تعاریف نسبتهای مثلثاتی در مثلث قائم الزاویه می‌باشند که قبلاً بیان شد بعنوان 
A Gu ЕЕЕ: y‏ 
مثال: OHM :sina -M _ OH _ of‏ 

OM \ | 

O =S!‏ مختصرا به سه حالت دیگر که »در ربعهای دوم و سوم و چهارم است. توجه کنید. 


حالت ب: 77 > 0 > (ربع دوم) 


OH = sina > ۰ 
OH = cosa <» 
AC = tang < • 


BD= cota < ° 


И 
(ربم سوم)‎ 7 > а < — حالت ج:‎ 


OH = sina < • 
ОН = cosa < • 
АС = tand > • 


BD = cota p 


YT 
کر چان‎ q > Үлэ حالت‎ 


OH = sina < • 
OH = cosa > ۰ 
AC = tand < • 


BD = cota < še 


علائم نسبتهای مثلثاتی در چهار ناحیه: 


دانلود از سایت ریاضی سر 
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هميشه همعلامتند.‎ СОЇ میم: 1ا و‎ 2 
مثبت‌اند. (ربعهای اول و سوم)‎ cot و‎ бап همعلامت باشند.‎ СОБ تزگر موع: هر وقت که 510 و‎ 


تست: هرگاه ° > 5100/6050 و ° > ,6050/6010 باشد آنگاه انتهای کمان 0 در کدام ناحیه‌ی دایره‌ی مثلثاتی قرار دارد؟ 


: ناحیه‌اول پا سوم << ° s‏ 


ناحیه‌ی سوم يا چهارم > o‏ < 0050/0010 


ра ЫЙ? SS ی‎ 


cotx > tanx 
sinx > СОЅХ 
tanx > cotx 


الف) تغییرات sin‏ 


با توجه به جدول دیده می شود که Sin‏ در نواحی اول و چهارم. تابعی صعودی و در نواحی دوم و سوم تابعی نزولی است» 

یعنی به عنوان مثال در ربع اول. هرچه زاویه بزرگتر شود. سینوسش نیز بزرگتر می شود. 

sin o° < sinfð’ < sin#o° < singe’ مثال:‎ 
510۱۳۵ > ۴ 
siny \ °° > ۵ 
sinYoo ° < ۵ 

a< B = sina< sinB Sasalu نمی‎ Дё خالت‎ узабыз باشید: رة داش‎ а ауу 

їл 


کم و و۳ l: л‏ زاویه 


ИТЕ а ыг ЖО ОЪ 


ب) تغییرات cos‏ 


با توجه به جدول دیده می شود که COS‏ در نواحی سوم و چهارم صعودی و در نواحی اول و دوم نزولی است. یعنی به عنوان 


مثال در ربع اول» „А‏ -4 )43 بزرگتر شود. کسینوس کوچکتر می‌شود. 


л л л Л 
COS— > COS— > COS— > cos مثال:‎ 
۶ ۴ у ۲ 


cos\ YO °> ۰ tan تغییرات‎ (z 
زاوبه‎ ° u л Үл 


ft оо 7 е d °‏ ° | تانژانت زاویه 


— 00 — 00 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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با توجه به جدول دیده می شود که تانژانت در هر ربع» تابعی اکیداً صعودی است. یعنی در هر ربع هر که بامش بیش تانژانتش 


تست لدا: 7 < 128۴۵ > tanYo°‏ 


Y ۱‏ 
ү‏ < ۷ < 2 
پس یادت نرہ *20۶۰] از ° tanYo°‏ بیشتره» ضمناً tanfo’‏ هم برابر Те‏ 
2‚ مهع: [лады‏ مواظب باشید. گفتیم تابع تانژانت در هر ربع» تابعی Б!‏ صعودی است. نه اینکه این تابع همواره اکیداً 
صعودی است به عنوان مثال: tan > {ап\бо°‏ ول ۱۵۰۳ > ° 
زیرا "۲ در ناسیه‌ی اول بوده و لذا تانژانتش مثبت است در حالیکه *۱۵۰ در ناحه‌ی دوم بوده و تانژانتش منفی است. البته 
ل ا А‏ ورد مانت se s ке‏ اس 
تزگر tando” sega‏ 4۸۲۷۰۰ تعریف نشده‌اند اما апа."‏ (بسیار نزدیک به ٩۰‏ ولی کمی از آن بیشتر) برابر ۹ - و 
tange"‏ (بسیار نزدیک به ٩۰۳‏ ولی کمی از آن کمتر) برابر 90 + است توجه کنید که: 
۳ در ربع دوم است. 
— 
14592 مقادیر زیر با ماشین حساب محاسبه شده‌اند: 
tan ۸۹/۹۹۹۹۹۹۹۹ ۰ = ۲ ۱‏ 


tan ٩ о/ اوه هه وه هه‎ Е = ۲۷۵ 


بنابراین می‌توان گفت: 


YT T ۳‏ = وت 
تزلر: X = ү д^ = ога‏ مجانبهای قائم تابع tanx‏ = در فاصله‌ی [°,1л]‏ می‌باشند. 


° СА л АЕ Үл cot د) تغییرات‎ 


۲ ۲ 
کتانژانت زاویه‎ o о x a ۷ + оо 
=: 00 — 00 


— 00 


با توجه به جدول دیده می شود که کتانژانت در هر “чо‏ تابع اکیدا نزولی است. یعنی در هر ربع هر که بامش بیش» کتانژانتش 
کم لذا: معا > cotYo ° > cotf’‏ 


۲ ۲ ۲ 
= £ G s| NY 


۳ 
سعی کنید اینها را به خاطر بسپارید و سرسری و گذرا از کنارشان رد نشوید تا در آینده مثلاً اگر از شما سوال شد که ° «собо‏ 


Я Tare r ЖО. ٤ ۳‏ 2 
۲ است یا و یا اصلاً چند است نگوئید نمی‌دانم و انگود "لا - ۰ و یا جیزهای دیگر 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


1۵17 а Бшш. www.riazisara.ir 
تعریف نشده است و ...) اما داریم:‎ ٩ تعریف نشده‌اند (در واقع کتانژانت خود خود‎ 60۳۶۰ усо Ло  scoto sego И, 


lim cotx = +% 


х +‏ 
lim cotx = -% ۳‏ 
تزلر موم: خطوط قائم ° = ×و 7 = ҮЛ ух‏ = مجانبهای قائم تابع y = cot‏ در فاصله‌ی [۲7,*] می‌باشند. ۰ ۲ 


حدود تغییرات نسیتهای مثلثاتی 
(سینوس هر زاوبه هميشه کوچکتر L‏ مساوی یک و بزرگتر یا مساوی منفی یک است) ۱ < sind‏ 
ЛУ k ОЛОК ОТ‏ بر رک “ОСА УОЛ ОЛ‏ 
(تانزانت هر زاویه» عددی حقیقی در فاصله‌ی оо)‏ +,00-) است) و tang < +e‏ < 90 - 
(کتانژانت هر زاویه عددی حقیقی در فاصله‌ی co)‏ +,00-) است) و сой > +оо‏ > 0 - 
مثال: هرگاه ۳ 
л‏ 


== у чу ы. sb La sing < ۱ 
۴ ۶ ۲ 


(توحه داشته باشید که در فاصله‌ی داده شده بیشترین مقدار sin‏ برابر ۱ 


а >‏ < باشد و sing = Ym- À‏ حدود m‏ را بیابید؟ 


=> L< Ym < ۲ => > ma, 


روابط اصلی بین نسبتهای مثلثاتی 
0 -۱ = 911۳60 


۱( sin'a + 609۳0 = \ | 


cosa = ۱-0 
:مثال‎ sin ° + cos = \ 


sin(x + y) + соз'(х + у) = \ 


sing ; 
Y) tand = са (cos # °) > sind = cos& x tand 
co 


їапух = ах‏ :مغال 
cosVx‏ 
+ 1 
E tan(a + В)‏ 


cos(a+ В) 


cota = GOL 


(sind Z o) > cosd= sind х cota 

cos(Yx +Z) 

+ = = )7+ <: مثال 

sin(Yx +=) 

ү) сою = — , (tand # о, соо # о) با‎ tana = ۳ tand x cota = ۱ 
tand ` cota 


tanYx. cotYx = À‏ <-:مثال 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ 
۱+ 00 
EEE 
۱+ 0 


шкы.‏ می‌کنیم 
ые.‏ می‌کنیم 


= ۱ + {ап'о, (созо # °) соз'@ = 


۶( = \ + соба, (sind # °) sin'a = 


sinq 


معکوس sind‏ را با 605600 و معکوس .6030 را با seca‏ نمایش می‌دهند. 


معکوس نسبتهای مثلثاتی: 


2 مهم: ملاحظه می شود که هر نسبت مثلثاتی که با СО‏ شروع می شود» معکوسش CO‏ ندارد و بالعکس. به این ترتیب. 
دیگر» معکوس :5100 و 0080« قاطی نمی شوند. 


< 
تزلر: حدود تغییرات 9606و 605606 


Ш Е a соѕесх > \‏ 
ѕесх>\‏ يا \- < ѕесх‏ 
sinx =‏ و انتهای OLS‏ ×در ناحیه‌ی سوم دایره‌ی مثلثاتی باشد. سایر نسبتهای مثلثاتی hx‏ بیابید؟ 


- > 00 i 
Г مغال: هرگاه‎ 


cosx = \ - sinx = \ -5 => COSX = +‏ ,+ < در ناحیه‌ی سوم 


۷۰۱۵ ш. 
۱۵ 


نسیتهای مثلثاتی ۵ )54291( مهم و نحوه‌ی به خاطر سپردنشان: 


4° 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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بای sikstu ky bum ay‏ لول دوق БГУ занам)‏ نمی توا م Ue Ea‏ تسه داشته با شید که 
اعداد سطر اول حدول عبارتند از: 
یعنی پنج حط کسری» پنج رادیکال در صورت. پنج ۲ در مخرج و دست آخر زیر رادیکالها به ترتیب اعداد از » تا ۴ را قرار 


دادن. 


سطر دوم. همان سطر اول است» ترتیبش از آخر به اول» سطر سوم از تقسیم اعداد سطر اول به سطر دوم به دست آمده است 
و سطر چهارم. همان سطر سوم است. ترتیبش از آخر به اول. 


نسبتهای مثلثاتی ۵ زاوبه‌ی مهم دیگر: 
Y# o°‏ ۳۷۰ 


о 


تعریف نشده 


نسبتهای مثلثاتی قرینه‌ی یک زاویه: 
-sina = sin(-@)‏ 
cos( -a)‏ = 6090 - 
tana = tan(-a)‏ - 


- cota = cot(-@) 


«СОЇ stan зіп дас‏ همواره منفی زاویه را بیرون داده و اگر بیرون است. به زاویه می دهند ولی COS‏ منفی زاویه را می‌خورد 


УРУУ‏ مر راو می کو امیت ا همه a‏ تایه است) البته این موضوع را به صورت صوری یاد نگیرید. به عنوان 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۶ /اندیشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


مثال هرگاه 0 زاویه‌ای حاده باشد —G‏ قرینه اش در ناحیه‌ی چهارم بوده و مطابق شکل زیر بسادگی مطالب فوق قابل درک 
KE А‏ 
تزلم: هرگاه دو زاویه قرینه باشند 608هایشان مساوی ولی سینوسهایشان 
قرینه‌ی یکدیگر خواهند بود. 
-cos 0 = соѕ(л - а)‏ 
sin(a- В) = - 51۳00 - a)‏ 
cos(a - В) = cos(f - о)‏ 
ап(В - a)‏ 
cot(a- В) =- соц - а)‏ 


نسبتهای مثلثاتی دو زاویه‌ی متمم: 
sin сє - Q) = 0‏ 
cos сє _ 0( = sing‏ 
tan сє _ 0( = соіа‏ 
сої сє _ а) = tand‏ 
توجه داشته باشید که 0و @ - متمم یکدیگرند. فرمولهای فوق بیانگر آنند که هرگاه دو زاویه متمم یکدیگر باشند sin‏ 


یکی با cos‏ دیگری و بالعکس و همچنین tan‏ یکی با 001 دیگری و بالعکس مساویند. یعنی اگر ٩۰°‏ =8 + 0 آنگاه: 
sing = cos‏ 
cosa = sinf‏ 
tana = cotf‏ 
cota = tanf‏ 


sin o° = cos? o° 


cot( -x)= tan + x) 


tan(Yx + 2) = cot( - Yx) 

A ۸ ۸ 

AtB С‏ بنابراین طبق 
Y Y‏ 


ا وتا 
Y Y‏ 


۳ بهمین ترتیب در مورد بقیه‌ی نسبتها. 


۲ ; А Ое £ 
ША B, C= лл." می‌دانيم‎ ABC تلته: در هر مثلث مانند‎ 
A+B 


C Da 1 
асе نکته‌ی فوق‎ 


نسیتهای متلتاتی دو کمان مکمل: 
sin (z — Q) = + sind‏ 
cos (z – а) = - cosa‏ 


tan (л - о) = - tand 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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cot (л — Q) = - cota 
مکمل یکدیگرند.‎ 7 - G توجه داشته باشید که »و‎ 


فرمولهای فوق بیانگر آنند که هرگاه دو زاویه مکمل یکدیگر باشند. فقط «لههایشان با یکدیگر برابر بوده ولی stan scos‏ 
۲هایشان قرینه‌ی یکدیگرند. 
А ۲ Я А А Y‏ 
sin ۱۳۵۲ = +sin ۵ =‏ :مثال 
5 


121۱۵۰ = - tanî. ° = - 
۳ 


sinx = siny 
COSX + COSY = ° 


х+у=л > 
tanx + tany = ° 


cotx + coty = e 


تست: حاصل عبارت ده + cos = + eos 11 + cos т‏ =۸ کدام است ؟ 


+ ° (۳ \ (т ۲0 


Yz _ حل:‎ 


COS — +۵05 — = ° 
б б 


Үл ۳7 
cos — + cos — = ° 
۵ ۵ 


я тей КАА А A A Я A ОЖ . 
A Жеш шүл یم‎ B еш р ВЕ C = ABC ما‎ a a لت در‎ 
sin(A+ B) = sinC 


A 


A 
= -cos C 


( 
A 
an(A+ B) = - tanC 


A 


cot(A + В) = -cotÈ 
( 


sin[ Y 
Os( Y 


ап(ҮКл +a) = їап(+е) = +tang 


kr+a) = sin(+a) = +ѕіпа 
kura 


һа) = со5(+е@)= COSC 


со (укта) = со(жо) = +cota 


0+ در ربع اول قرار می‌گیرد. ضمناً ۲1 نسبت مثلثاتی را عوض نمی‌کند. ضمن اینکه علامت را نیز عوض نمی‌کند. 


الف) > = sint o°‏ = 510۳۹۰۲ :مثال 
ya‏ = "608۴۵ = 609۵۰21204 = 609۸۵۰2120 


ta r = tan (IAT + D = tan 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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توجه داشته باشید که اگر 0 در ربع اول باشد 0 + LET‏ در ربع اول است یا در ربع سوم یعنی مضارب صحیح LT‏ (چه زوج 
جه فرد جه مثبت جه منفی) می‌توان فقط برای cot stan‏ حذف کرد. ضمناً برای له و cos‏ مضارب زوج 77قابل حذف оз н‏ 
اما برای حذف مضارب فرد 7 در g sin‏ 605 جلوی جواب بایستی منفی بگذاریم» در ضمن KTE‏ نسبت مثلثاتی را عوض 
نمی‌کند فقط ممکن است علامت عوض شود آنهم فقط در соз ysin‏ 

Jls: 5100۷۱7۲ + а) = - sind 
۱ 
cos(\ FAT - D = cos) = cos = — 


{ап(#Ул + T= tan = \ 
Y Y 


— 


— м2 — — 


«A 14-14-19 


sin [(ҮК 


( 
cos [(ҮК 


— 


— 


tan [(ҮК 


cot [(Yk + ۱ 


+ 
S, 
[ 
| 
e 
° 
= 
RQ 


л a г & ь -‏ ۰ 
نو چه داشته باشید که اگر ٩‏ در ربع اول باشد а‏ )با در ری دوم و L.‏ در ربع چهارم خواهد بود. در 
(YKE Л) А)‏ نسبت را هميشه عوض می‌کند» اما علامت را نه: 
۸ 
ъа) = )-۱( cosa = COSC‏ 
4л‏ 


co (e +а) = )- \) “cosa = - COSC 


sin (177 + a) = sin(Ar + +a) = sin ) + a) = cosa روش دیگر:‎ 


توجه داشته باشید که هر چهار تاسک معادل یک دور کامل ET‏ 


\ VÒT 
y 


_ ta (ZE - Yx) 


tan(Yx –‏ < :مثال 


) =- ta (Y 


- Yx) 
-_ 
مثال: نسبتهای مثلثاتی داده شده را حساب کنید؟‎ 


۱( 910۱۲۰۳ = + 9199۰5 = cost. ° = 


D ۵00۲۱۰۱ = cos(x +=) = - cos = = 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Y) 0۳۵ =cot(Yz - Ç) = - cot =-)‏ 
تزلر مهم در عال تگلی: در فرمولها و محاسبات فوق, هر کجا مضارب صحیح ۲ оз‏ نسبت مثلثاتی تغییر نکرده و علامت 
بسته به ربع محاسبه می شود» اما هر کجا سو یا مضارب فرد scos asin o у T‏ بالعکس و усо atan‏ بالعکس تبدیل شده 
СРИ ы. бә,‏ می شود. 
تست: حاصل عبارت ۴۵۵۹۱۱۰۳ ۳۵۱۵۳۴۰۲ 6۵09۷۰ ۲۵۱۵۱۶۰۲ + sino s‏ = ۸ کدام است؟ 
YsinY o° (f sinY o ° (V YsinY o° (Y - °° (\‏ 
A=sin(YAs 1°) + Ysin(YAs - °°) 518۲۰ + ۳۹1۳/۳۶۰۳ - °°) - ۴605/۹۰ + Ye’)‏ 
-SInYes + ۲910۲۰۰ -sinYe ° - ۳۹10۲۰ + ۴۹1۳۲۰ << °‏ = 
تست: حاصل عبارت  -- tan (a - дел) cO) + \ул) - cos(YAz - о) cos(a - FY)‏ کدام است؟ 
-соз'о ۴ cos'a (ў sin'a (Y —sin'a 0‏ 


В = 1۵0/۰60160 - cos(-&) соѕа = ۱ - cosa = sina 


فرمولهای نسبتهای مثلثاتی مجموع و تفاضل دو زاویه برحسب نسبتهای مثلثاتی همان دو زاویه: 


sin (a +£) = sina cosp = cosa sinó 


cos (æ +B) = cosa cosp + sina sinf 


_ _tang+tanf _ 
r tana .tanf 
_ cota . cotf \ 
соі cota 


tan (a E 


cot(a + 


مثال: طرف دوم عبارات زیر را بنویسید؟ 
sinx соѕ4х + cosxsinAx = sin(x + Ах) = sin \ох‏ 
cosYx cosYx + sinYx sinYx = cos(Yx - Yx) = cos‏ 
tan(x +y)+tan(x -‏ 
к C s = tan [(x +y ) + (x -y)] =tanYx‏ 
y-tan(x +y)tan(x - у)‏ 


cos - x) sin + x)+ sin - х) cos + x) = sin|( - x) + с + x)| = sint- =) 


مثال: در صورتی که -— tanp = -۴ ssina=‏ باشند و حاده و В‏ منفرحه باشند. مطلویست: 


ll) sin(a + В) = singcos + 609000 = ( X )+ ( X) 


В) = cotæcotp+ ۱ _ ()()+\ 
cot - cota ()-() 


<) соқа - 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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N ۵ N ۵ 


К \ Г 
sing =— > со$' о = \-51п' =+— — =cosa = +—— 
ў ۲ 
ك حاده‎ 


=== й => cos = ч 
۱+۵8 ۷ 


ү = tanf, sin B = cosf . tanp = ۲۷ ۷ 

со5/3 ۱۷ 

кас‏ ی رل 
cota = == =. ۵‏ 


їап = -f > соѕ' 8 = 


imo 
7 > 


تست: هرگاه stang‏ 0010 ریشه‌های معادله‌ی ° - ۵-۷ + х'‏ باشند. حاصل tan(a+ p)‏ کدام است؟ 
-Y (t à -0 (ү Y‏ 
A ( Y j A ( A (‏ 
tana + tanf 5 -ð _ -Ô‏ 


tan (a +8) = نت‎ 2 
۱-۵80 1288 \-р +۷ A 


تست: هرگاه tan(a + b)= = tan(a – b)= x‏ باشند. حاصل کدام است؟ 
۷ 


14 AE ۳۳ 
аш e s 


(o)( ` 
cotYb = cot[(a+ b) - (a - es EA Е = 


cot(a - Б) -cot(a + b) 5 


е (с + В) 
tan (a - £) 


\) sinx + siny Z sin(x + y) 
فاکتور می‌گیریم)‎ sin (اصطلاحاً برخحی می‌گویند از‎ 
۲( s Z sinx 
Y 
۳( ۵ 0 # tanx 
Y) YtanYx Z tan>%x 
۵( cotVx - cotYx 3 cotfx 


#)(sinYx) # ۲ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: "10۱۵ را حساب کنید؟ 
sin ۱۵" = ۹1۳)۴۵* - °°) = 518۴۵ 605۳۰ - 605۴۵518۳۰ = ( EE. - га 5) = с‏ 
بارآوری: "۵ = ð’?‏ 0 و ... 


بارآوری: *۷۵طلو < *۱۵هصله ولی 605۷۵ > *۵ 605۱و ... 


نسیتهای k:‏ متلتاتی "۵ و ۷۵: 


۱۵ va’ 


۶-7 N ۶ +N ۲ 


я Y 


NF-Y 


۴ ۴ 


۳ + ۳ ه- ۲ 


۲+ ۳ ۲ ه‎ ۳ 
Yr , | 2 
کدام است؟‎ 16, x! + x= داشته باشیم‎ tanřx - Yktanx +k- \= ۰ تست: اگر در معادله‌ی‎ 
-۲ ۴ ۱۳ -\ (Y ۲0 
x + xl! = = => tan(x’ +x") = тап! 
= -۱ 
с ыш „ша! УМ, ишь 2y 
\-(К-\) 
л, А 2 
بیابید؟‎ b y әх tanx + tany =Y - | Y,x +y =T مثال: هرگاه «و لدو زاویه‌ی حاده بوده و داشته باشیم:‎ 


-sz +р= • >z - (| Y)z+Y- Y=.‏ ۲ج 


۳ ۳-۰ -- و 
>= 

p= Y- j ۳ 
ضرائب صفر است.‎ >< 

Жы: аа z= = ۲-۸ ۳ 
tanx = ۱ tanx = Y- | ۳ 
tany = Y-N ۳ i 


tany = \ 


x = f0 
y= ۵ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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فرمولهای نسیتهای متلتاتی Ya‏ برحسب نسیتهای متلتاتی @ 
0 << ۲0 518 (۱ 


۲( 609۲0 = cosa - sina = ۲۵۵۹۲ - ۱ = \ – ۲0 
Y) tan Yo = _ ۳12100 _ 
۱-0 
cota- \ 
Ycote 


Y) 001۲۵ = 
sin(YT@) = sin(a + а) = 5100/0050 + 60505100 << 0 
:مثال‎ = үш cos = sing 

fsingcosgcosý& = Y(Ysingcos&) 6۵5۲0 = ۲۱۲۲0۵۵5۲ 0 << 0 


cosřðx — 5їп'бх = cos\ ox 
رح‎ tanY(Yx) = tanfx 
\ - tan" Yx 
005۲60, Z 6050: مهم:‎ Йу: 
и = ۱-0 
cos Ya = \ – Ysin'a 
کدام است؟‎ Үх ¿AU sinx - cosx = تست: هرگاه ب‎ 


۳ ۱ 
то \ с е 


р Yai ; ۱ . ۳ 
(sinx- cosx ( =, = ۱ – Ysinx cosx = => 1 =, 


“а‏ وب со‏ کد ام است ؟ 
ХҮ \ (т‏ 
Y‏ 


л. \\л лп. 7۲ 
cos = sin—— = cos = sin— = 
\Ү \Ү \Ү \Ү 
(زیرا مکملند)‎ ш = sin توجه 225 که‎ 


فرمولهای نسبتهای مثلثاتی ‏ برحسب کسینوس دو برابر قوس (005۲0): 


۱- cos Yz y \- cos Yz 
— хапа == 

Y Y + cos YG 
۱ + cos YG 


sin'a =‏ 
(فرمولهای طلائی) 


v Y + cos Yz 
cos a = — 


۱ - cos YG 


cot "a = 


۱ + cos>x 
۲ 


۱ — cos ۱۰۰ = ۷ 


Ја: cos'Yx = 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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\+ 0 
۲ 


مثال: ° ۲/۵ ۰059۲ را حساب کنید؟ = cosa‏ 


۱ + cosYo 5 


005۲ ۲۲/۵" = => 05۲۲/۵۲ = ч 


Y+, Y 
Y 


— ۵۲ >= "۲۲/۵ حاده است 


а 5 4 PECAN LAA kri شاه‎ ү. + ۰ Н 
к рУ فرمولهای نسبتهای مثلثاتی  برحسب تانژانت نصف قوس‎ 
sina = tana سل‎ 

\+ tan" \-tan`£ 


\- tan" \-tan`£ 
сова = | соіа د‎ 
\ + ғап" 5 Ytan 


Ytanc 
sin Ya =— 


E se \+ 0 | ۱-۵" 
حص‎ * — 
cosa هد‎ ۱ + tan” ۵ 

+ tanda 


ç 
р ۴۲۵۴۲۵ (\ - tan'a) | 
است؟‎ lasa = ҮР به ازاء‎ P = i تست: حاصل عبارت‎ 


)۱ + tan'a) 
۱ ۱ 
~C т + © ۱0 


۲ ۳ Ya. Y Y 
pa е. жү ۳ = )518 Ya cosa) = {1 sint o) 
۱ + 0 ۱ + 0 ۲ 


ўа ۱۰.۲7۲ _\,\ ۱ 
=- 10 0 == уре те е = – 
Y P Y Y #05) A 


فرمولهای نسبتهای مثلثاتی ۳۵ برحسب نسبتهای مثلثاتی 0 ۳0 - ۳۹۱6 = sinYa‏ 


005۳60 = ۴605۳0 – ۵0 


۳۱۵۲0 - tanta 
апо 22222266 
\ - Ytan'a 
۳۵۷6 - cota 


۱-۳۵ 


сое = 


sinta = sin(YG + о) = ѕіпїосоѕо + cosY@sind XA) اثبات فرمول‎ 
Үѕіпасоѕасоѕа + (\ – Ysin'@) sind 
= Үѕіпо(\-ѕіп'о) + sing - ۲۱0 


Ysing — ۲۹۵۲0 + sina - ۵ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir ае 

= Ysing - 0 
:مثال‎ > YsinYx - Ysin x = ѕіпў(Үх) = sinx 

S — Y 5,‏ 
YtanY tan Y° _ 1۵0۳6۲۰ ۲( = ۰ AF‏ 
۱-۰ 
مثال: معادله‌ی درجه‌ی سوم ۰ = + ۳۸۲-۲ w.‏ - "× را به کمک فرمول 127۳0 حل کنید؟ 

٩ ۳)۱- Tx) = wx - xY 

S: 
YX - =. v 


ро) 
داریم:‎ × = tand با فرض‎ 


۳۱۵۲ - tanta -JF 
1 - Ytan'a 


{апте = r V +> ۲ = kr +5 


> x = 0 


>x, = (ап 


>X, = tan Z 


فرمولهای تبدیل مجموع با تفاضل دو نسبت متلثاتی به حاصلضرب: 


\) sinp + sinq = sin ç sP t 


Y)sinp - sinq = Y созЁ Isin P-A 5 


+ ыз 
Y) соѕр + созда = eos Ч cog 4 


Y) cosp - соза = ہز‎ si е 


— sin(p=q) 


۵( tanp + tanq o 


sin(q+ p) 
sinpsinq 


sinp sin sinpcosq + cospsin sin( p+ Eie 

кра e к ж 4۵( اثبات فرمول‎ 
cosp ` 0 cospcosq cospcosq 

مثال: عبارات زیر را به حاصلضرب تبدیل کنید؟ 


۶( соїр + сощ = 


\) ѕіпҮх + 5111۵6 = Ysin کشک‎ COS — = Ysin Yx cosx 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Y (cosx - cos 2) 
۶ 


Y)tanx- = (tanx -4 Y)(tanx +Ñ ۳( 
= (tanx - tan ( (tanx + апт) 
. л . л 
Е sin(x =) sin(x =) 


z ` л 
COSX COS z COSX COS z 


۴( ۱ + sing - cos Ya = sina + Ysin'e = Ysina (+ + sing) = Үѕіпа (sin + sina) 


ua 


= ۴ 91007 cos( 
\Ү 


Ое 
sin 
r )sin( 


= үс sin(x - 7) 


۶( 5 ۲ + ٩ ۳۵۵۲ = sinYx + tan T 00۵ 511 YX + 


sin Yx cos 2 + cos Yx sin “ 
۳ ۳ А л 
=—— = Ysin(Yx +—) 
cos = Y 
برابر است با:‎ А = sinis" + 51пб°`°— تست: حاصل عبارت 1۸۷۰ی‎ 


o (۴ -\(% 4-0 ۱0 


۱ ۰+ до ۱۰-۵۰ 
COS 


Ysin — cosYo 


= YsinYocosYo — cosYo = Y х cose’ — cosYo° = o 
است؟‎ деве 5128: 20) „ sin(b -c) paine - 2( ت: حاصل عبارت‎ » 
sinasinb sinbsinc sincsina 


sina- sinb- sinc ۴ cosa+ cosb+ cosc (ї sina+ sinb+ sinc (Y 


B = соі - cota + cote – соф + cota - cotc = o 


۲ . ۲ 
c- a+b <аѕіпх + bcosx + csc N аї+ b 
z b 
y = a(sinx + — cosx) + c 
a 
b 
a 


y = а(ѕіпх + tangcosx) + c = tand فرض می‌کنیم‎ 
in(x + 
= sin(x + а) +. 
cosa 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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sin(x + а) = E E 
a 


جون ۱ < sin(x + d)‏ < ۱-است eos JU‏ لب 
s‏ — — 


۲ ۱ ۱ a" 
COS @ = = = 


\+tana دی‎ a+b 


-y4 a+b" <y с аї + 0۳ 
Min(y)=c-4 طا + اه‎ <y<c+4 ها + اه‎ = Мах(у) 
D= asinx + bsiny 


PAA‏ موم هرگاه D= acosx + bcosy‏ 4 آنگاه 


D= аѕіпх + b cosy 
است؟‎ مادكD‎ = Ysinx - Ycosy عبارت‎ Min تست:‎ 
EOE -۷ (۲ -\ 0 

Min(D) Е 

فرمولهای تبدیل حاصلضرب دو نسبت ilio‏ به مجموع یا تفاضل: 
ѕіпасоѕь = — [sin(a+ b) + sin(a-b)]‏ )\ 
Y) cosasinb = — [sin(a+ b) – sin(a-b)]‏ 
Y) cosacosb = cos (a+b) + cos(a-b)]‏ 


۴( sinasinb = -— [cos(a+ b) – cos(a-b)| 
> [cos(a+b) cos(a-b)] 


sinasinb _ 


ò) tana tanb = Ki ap ELE 
cosacosb : [cos(a+b) + cos(a - b)] 


tana.cotb .cota.cotb‏ و cota.tanb‏ 2 ‹ به طور مشابه به جمع تبدیل می شوند. 
تست: حاصل عبارت "518۱۰۵09۷۵ = و کدام است؟ 


۱ 


P = 51۷۵*608۷ ۵ ۲ = و‎ = ۱ 


۱ 
Y Y 


үл Fr PT 
برابر است با:‎ A = + + تست: حاصل عبارت‎ 
برابر است د‎ cos cos соз تست: حاصل بارت‎ 


= — [sin(1 0+ ۷۵(+ sin() so—V0)] = روش دوم: + مب‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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АК. - (Y 
_‹ ۳ 


حل: طرف اول زا در (نصف فار نسیت) Таш‏ پعنی در ۲۵8 صرب و نقسیم می‌کنیم: 
Үл Л Үл А ۶7‏ 


۱ л л 
= (Ysin— cos — + Ysin— cos — + Ysin— соз —) 
YsinŽ ۷ ۷ ۷ ۷ 
۷ 


sin 7 -sinZ) + (sin 27 -sin 7) + (зіп УТ - sin ŠZ ([ 
۷ ۷ ۷ ۷ ۷ ра 


-sin- 
= ۷ 


Үѕіп 2 
۷ 


اتحادها و روابط مثلثاتی مهم: 
(рема) (sinx + cosx)'= \ + sinYx‏ (۱ 
Y) (е) соз'х - 5їп'х = cosYx‏ 
соѕїх – sinx = (соз'х - 5їп'х)(соз'х + 5їп'х) = cosYx x ۱ = cosYx‏ 
ex‏ : حاصل عبارت ут sin")‏ 
+Ç +‏ ۱ 


T = sin (co‏ کدام است؟ 


T= sin 0۵) = ы = sin 
۳(۱ + tanx = зес'х 
۴(۱ + cot'x 2 
۵ cotx + tanx = 
) (pa) sin Tx 
#) (میع)‎ 601 - tanx << 
л T T 
کدام است؟‎ Z = cot — - tan— - Ytan— تست: حا عبارت‎ 
تا‎ \Ў 1 UEI 
۴ (۴ + ۳ Ү(Ү eQ 
Z = cot - Ytan% = Y(cot% - tan) = \со = ۷۷۱-۴ 
۸ ۸ ۸ ۸ ۴ 
yz; 
۷ 5ш'х + cosx = ۱ - Үѕіпїх cosx = | – ein Yx 
) (pæ) ۲ 
д | Y ۲ ۱ рї Y еу 
sinx + соѕїх = (ѕіп'х + соѕ'х) - Үѕіп'хсоѕїх = \ - Ysin x соѕїх a +b =(а+ b) -Yab اثبات: نلته:‎ 


تست: حاصل عبارت Y= sin + sin" + sint Z + sint “T‏ کدام است؟ 


۱ ۱ 
Жш о = 


сыш = ЕТШШ Ра = і 3 :‏ گومه = EL‏ از 
ә? ۸ А?” A A А 75 s а ха‏ 


2E . TT е. š л 
Y = sin + sinî sinî == s sin" — 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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= Y(sin* Z +09۲ ( = ۱ sin ) = Y( ۳ 

۸ ۸ Е pi 

A sin”x + СОЅ?Х = \ - Ysin'x cosx = \-— sin ' Yx 
) (pæ) ۴ 


a+ b'=(a+ b)' —Yab(a+ b) PHA 
sin”x + соѕ?х = (ѕіп'х + cos'x) - Ysin'x cos x (ѕіп'х + cosx) = 1 - x 
4) (ега) sin(a+ b) sin(a-b) = sin'a — sin'b = cos'b – cosa 
کدام است؟‎ Х = sin" )۴۵ + 0(-0۲)۴۵ - а) تست: حاصل عبارت‎ 
۲۹۲ (f 91۷۳ ۲۹0 (Y sing (\ 
X = sin(Yó + a + ۴۵ - Q).sin(Y0 + qa - ۴۵ + а) = 51049 ۰519۲0 = sinYa 
۱۰( (едал) cos(a+ b) cos(a-b) = cos"a - sin'b = соз'Ъ - 5ш'а 


\\) tan (a + b) + tan(a -b) = = =. 
cos'a-sin'b 
sinYb 


\Y)cot(a + b) - cot (a - b) =—— 
l ) ( ) sin'b -sin'a 


۱ 
Y) (g) sinx + COSX = Ysin(x +7( =N ۷ -x) =N Ycos(x . 


sinx - cosx =. Ysin (x -=)= -Ñ ۲ sin(Ç -х)= له‎ Ycos( Ç +x) 


‚_ дл бл 
э + COS — 


1 
1P tan(a + 5) = К < tana + tanb + ktanatanb = k 
۱۵( ۵+ b= + )۱ + tana) )۱ + tanb) = Y 


تست: حاصل عبارت ۳ - М = )۱ + 28۱۸7۱ + апуу”)‏ کدام است؟ 
Y (* -1 (۳ -Y (۲ ۰0‏ 
T‏ 
А = ۲-۳-۸ Н‏ ت < ۲۷۲ + ۱۸۳ 
حل т‏ 
VYe)tan(a- b) =k = tana- tanb - k tana tanb = k‏ 


+ 
\У) лав tan(x + Т) 
\-1апх Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-۲ 
تست: حاصل عبارت ——  <‏ کرام است؟ 
PESATA s‏ 


tanV Y ° (ў tanY > ° (Y 


tanY v ° (f 
حل:‎ 


C = їап(?о°– 1۸°) << ۷ 
۱( ۲ sin тх) sin +x) -<- 


(б 


\4) (ее) 
Y) Ycosxcos( Z - x)cos( £ + x)= cosYx 


Y) tanxtan( © - x)tan( + x) = tanx 


تست: حاصل عبارت sinV°°‏ 1۸۵۰ء sin\ e‏ = 


Y (f à 1 (۲ 0 
( S. е, а 
A= 51۱۰۳ 51۳0۶۰ - \>)51П(Ў° + о) sin(wx y|) = жш 
Y ۴ ۲ ۸ 
کدام است؟‎ В = tanYe tanfo tan\ o °° تست: حاصل عبارت‎ 
a FC E ЕЛ 
В = tanYe. ап? • (-1ап^°°) = - 1۵0۲۰ 1۵0/۶۰ - Ye)tan(f. +Y.) = - ап?: = - 4 ۳ 
۲۰ 
(ә) tanx + tan(x +1) r tan(x +11) = YtanYx 


cotx + +5) r cot(x +) = YcotYx 


تست: حاصل عبارت tanY0 + tanA0 — tanfo’‏ = «آکدام است؟ 
n] Y ۴+ v | ۳ Y+ N ۲ + 0‏ +$ 
حل: می دانیم "120۱۴۵ = —tanYo°‏ 
D= 120۲۵" + tan(Y0° + ۶۰°) + ]20)۲۵ + 1۲۰°) = Ytan(Yx Yó )‏ 


= (тн) ۶+ ۳ ۳ 


(еда) )۱‏ هرگاه ×و و 2 سه زاویه باشند به طوریکه: КЛ‏ ۲7 یا 7یا o‏ = 7 + ل + х‏ آنگاه داریم: 


o + tany + tanz = tanx tany tanz 


cotxcoty + соѓу cotz + cotzcotx = ۱ 
JU: < tan4x - tanVx – tanYx = tanąxtan(-VYx)tan(- Yx) = ќап4х tanVx tanYx 
کدام است؟‎ A= 00۱۱۰۳۵0۶۰۲ + c0۶ cot) yet + 00۱۰۳60۲۱۱۰۳ تست: حاصل عبارت‎ 
NY + ۳ ۳10 ۰0 


۱ = ۸ ج طبق نکته‌ی فوق 7 = ۱۱۰° + ۶۰۳ + ۱۰۳ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(ТҮ‏ هرگاه sx‏ لو 2 سه زاویه باشند به طوریکه گ(۱ +۲1) یا ...پا پا => yt‏ جر آنگاه داریم: 


۳3 + coty + cotz = cotxcoty cotz 


tanxtany + tanytanz+tanztanx = \ 


YY) Y -cos Ya YP 1 + cos Yz 
— — T -tang — — T -cota 


sinYa sinYa 


\- COSC а Y+ COSC 24 
— —— ап = —  — = cot — 


sing ۲ sing Y 


تست: حاصل ООС у с,‏ کدام است؟ 


sinfe’ 
cosY o ° (Y sinY o ° (\ 


حل: 
تست: حاصل ارف sinx т ۱ + COSX‏ 


۱ + COSX SINX 


_— رم‎ — 0 
snx 09۹ 


В = tan + cot 
Y Y 
با مخرج مشترک‌گیری نیز به همین جواب خواهید رسید.‎ 
به معنی قوس (کمان) و با قسمتی از یک منحنی است.‎ Arc آرکها: لغت‎ 
سینوس‎ «9 А205 برحسب قرارداد. یعنی تنها زاویه‌ی موجود در‎ )-۱ < x < à) .Arcsinx منظور از‎ :Arcsinx-A 
آن زاویه برابر × باشد این زاویه را زاویه‌ی اصلی یا آرگومان اصلی می‌گویند لذا:‎ 


Arcsinx = @,(-\ <x > ۱( @ x = sina ДЕЎ сах) 


Arcsin ан 
Y ۶ 
T 


Y 
Arcsin Y = تعریف نشده‎ 


تعریف نشده = \ Arcsin‏ 
Arcsin) = Z‏ 
۲ 
تعریف نشده = )۱-( Arcsin‏ 
Arcsin (-\) = -T‏ 
(به کمک ماشین حساب) ۰ (۵/۷۳۹۱۷۰۴۷۷) = )\/°( Arcsin‏ 


)4 کمک ماشین حساب) › (۵/۷۳۹۱۷۰۴۷۷) - = (۰/۱-) Arcsin‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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بايد بدانیم که اگر y = Arcsinx‏ آنگاه эх = siny‏ بالعکس. 
تزلر: منظور از x < ۱( arcsinx‏ < ۱-) کلیه‌ی زوایائی است که سینوس آنها برابر ×باشد. 
Ykz + ;‏ 
یعنی: arcsinx = | (-2 <а<2 ,x = sina)‏ 
۲ ۲ 0 - 47۲ ۲10۲ 


مثال: 


+۲۲ 
۳ ۱ 
arcsin — = ү‏ 
kr Z‏ 
۳ 
تعریف نشده arcsin(-0)=‏ 
۵-۲ منظور از ۸6605۶ (۱ > x‏ > ۱-)برحسب قرارداد. یعنی تنها زاویه‌ی موجود در فاصله‌ی Л]‏ °[ که کسینوس 
آن زاویه برابر × باشد, این زاویه را زاویه‌ی اصلی یا آرگومان اصلی می‌گویند لذا: 


Агссоѕх < 6 ,(-\<х<\) Ф х= 0090 , •<а<л 


= — نشده = = Атссоѕ‏ 
تعریف نشده = ۱۳ Arccos‏ 
Атссоѕ ۱ = o‏ 
تعریف نشده = )\—( Атссоѕ‏ 
Атссоѕ (-\) = л‏ 
(به کمک ماشین Атссоѕ D = )۷۵/۵۲۲۴۸۷۸۲( (olL‏ 
(به کمک ماشین حساب). (۱۰۴/۴۷۷۵۱۲۲) = Arccos C‏ 
باید بدانیم که اگر y = Arccosx‏ آنگاه эх = cosy‏ بالعکس. 
2‚ منظور از ۵700095 (۱ > x‏ < ۱-) 405 زاویائی است که کسینوس آنها برابر «باشد. 


ykz +a 
(° <а<л,х = сое) یعنی:‎ 


۲۱۲ - «a 


arccosx = | 


مثال: 


arccos(- ©) = 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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T 
< (- 
ст 


T برحسب قرار داد. یعنی تنها زاویه‌ی موجود در فاصله‌ی‎ )- 0 > x < + со) Arctanx منظور از‎ :Атсіапх -Y 


تانژانت آن زاویه برابر × باشد. این زاویه راء زاویه‌ی اصلی یا آرگومان اصلی می‌گویند لذا: 
Arctanx = a, (-00 <x > + 0) $ x = tang F <а<©)‏ 
Arctan ۱ = 7‏ 
۴ 
Arctan(\ -4 Y) с.‏ 
Arctan ° = o‏ 
Arctan (+ о) = E‏ 
Arctan (-%) = CD‏ 
)4 کمک ماشین حساب) و (۸۹/۹۴۲۷۰۴۲۴) = Arctan (\ ооо)‏ 
(به کمک ماشین حساب) و (۸۹/۹۴۲۷۰۴۲۴)- = (۱۰۰۰-) Arctan‏ 
بايد بدانیم که اگر у = Arctanx‏ آنگاه ух = tany‏ بالعکس. 


2‚ منظور از 70120 x < + оо)‏ < %—(‹ یعنی کلیه‌ی زوایائی که تانژانت آن‌ها برابر × باشد. 


л л 
arctanx = Кт +G (ç > سک‎ , x = tano) یعنی:‎ 


مثال: =кт-®‏ 
۴ منظور از ۸660 x > + оо)‏ > 0 -) برحسب 015 داد یعنی تنها زاویه‌ی موجود در فاصله‌ی T)‏ °( که 
کتانژانت آن زاویه برابر 5х‏ این زاوبه را زاویه‌ی اصلی یا آرگومان اصلی می‌گویند لذا: 
Arccotx =@‚,(- о <x < +0) x =cota, (°<о<л)‏ 
Arccot "=‏ 
Arccot(-Y -A ۳(-7- — 7‏ 
\ү \ү‏ 
Arccot ° = 7.‏ 
۲ 
Arccot(+ o) = o*‏ 
Arccot(- 00) = 7‏ 
(به کمک ماشين حساب). (۰۶/۰۵۷۲۹۵۷۶) = (۱۰۰۰) Arccot‏ 
)4 کمک ماشین Атссої )-۱۰۰۰( = -)۱۷۹/۹۴۲۷۰۴( („ш>‏ 
باید بدانیم که اگر у = Arccotx‏ آنگاه эх = coty‏ بالعکس. 
2‚ منظور از x > + c) ,агссох‏ > 0-) یعنی کلیه‌ی زوایائی که کتانژانت آنها برابر ×باشد. 
агссоїх = kT + 6 (° <а<л),х = cota)‏ 
arccot (7-1) = ka + ZZ‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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-\<х<\ > -“Z<Arcsinx <£ 2 
Y Y : موم‎ ($40 

-\<х<\ => >> 


-0 <X > +00 = < Arctanx т 


- 00 < X > +% = ۰ < Arccotx < л 
. 
توابعی فرد هستند یعنی:‎ y = Arccosx sy = Arcsinx موم : توابع‎ ССр 
=- i 1 а + Arcsinx = •,(- \<х <\) 
Arctan (-х) = - | 


Агсіап(-х) + Arctanx = •,(-%о <x > оо) 


در واقع در مورد این دو تابع دو شرط تابع فرد یعنی 
-(х) b f(-x) + f(x)= °‏ 


САЎ‏ موم: Arccotx sy = ۸۲6605 =! š‏ = [ توابعی نه فرد و نه زوجند زیرا: 


Кан = л - 6 { о + Arccosx = л ,(-۱ <х<\) 
Arccot(-x) = л - Arccotx | 


Arccot (-х) + Arccotx =x ,(-% <х < +оо) 


Arccot (- ۳( = л - Arccot N| ۳ =л-5 =‏ (الف 


<2) Atc tan (-\) = - Arctan )۱( = - E 


ӧл 
۶ 


ЕЕ | Иа 
с) Arc cos се? + Arc cost) = 1 


>) Arc sin CD + Arc sinD “оз; تعریف‎ 
a) Arc sin( tan) = Arcsin(-\) = - 


Үл 


3) tan[YArccot (- Y) + Y Arc ма ]= tan [( 


)+ (Л ={апїл = ° 
j) Arcsin (sin = )= Arcsin (sin )= Arcsin ( 
Р S лу _ ۳ 
2 sin (Arcsin S3 = sin( н ) > 
ررر‎ A= sin [Arccos(- 1] =sing =? 


ر ل اا 
فرض می‌کنيم a (о < б < л) .cosz= — Атссоз(—-Э = А‏ 


>sing = + \ - 609۲0 = + 


sin[Arc cos(-—] = sind = 


; Ki 
(ربعهای اول و دوم) همواره — است.‎ ° <a < л سینوس در فاصله‌ی‎ 14 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(ی‎ В = tan [ Arcsin! + Агссоѕ\) = tan(Ž + a) = - cota 
Со Y 


Q 


Waa ۱‏ 
حال ف > نیم 0 = سب o <a ST Sd = — 13 Аг‏ 
ل فرض می‌کنیم ~ 00098 = 0و( ( 


C=sin [Arccbs X + Y Arcsin (- 3) = sin(a + Y8) 
— ر‎ 
а 
= sinacosY + соѕаѕіпїб = ( X ) + ( X ) 


5) 


Arecos = a > cosa = ,)۰ <G <) 


(<= sp > ( 


Arcsin(- 2) =f >si = - 7 


cosa = << sind = 4 


sinp = - 2 => 009/6 =з 


sin Y = Ysin§ 60580 = ПЕ) 


_ NA 


۳۷ 


005۲6 = \- ۲5۱۲/۵ = \- <) = a 


б 


ео р т ток sn 


4 о ۳۵ 


روابط و اتحادهای مهم در مورد آرکها: 
y = Arcsin (sinx) =‏ (۱ 
نمودار تابع y = Arcsin(sinx)‏ 
Arcsin (sin ул ) =‏ 


Arc sin (віп) = 
Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Y) y = Arccos (cosx ) = Ë 
Үл -X 


Arccos (cos 17) = үл 17 _ їл 
۳ pog 


Arc cos (cos) 
Y)y = Arctan(tanx ) = 


Arctan (tan = 
Arctan(tanZ) =“ 
б б 


۴( y = Arccot (cot x) = i ea) 
х-л „(7 > < Yr) 


Arccot (сої) = 
۴ 


Arccot (cot э” = 


فرمولهای آرکها: ما فقط به ذکر فرمولهای اصلی اکتفا کرده‌ايم: 
۱-فرمولهای Arcsinx‏ 
Arcsinx > T-‏ > ° > ۱ ×> ۱۰ 


Y)-A < x < -— < Arcsinx < ° 


ША 
Y 
< 


уел > > ۱ لیا‎ > ۱ = - > Агсыпх < 


Y)sin(Arcsinx) = x , (|х| < à) 


0) cos(Arcsinx)=4 \-х"',([к |< 1) 


#)tan (Arcsinx) = — 


V) cot (Arcsinx) = 


tan(Arcsinx) = зоро сах توجه کنید که:‎ 
cos(Arcsinx) | ۱۲ 


Л) Arc sin(—x) = – Arcsinx , (|x| < ۱( L Arcsin(—x) + Arcsinx = o 
Arccosx ۲-فرمولهای‎ 


۱( ۰ <x< ۱ > ° > Arccox > T- 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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\)-\ < 
Y)-A < 
Y) cos(Arccosx) = x 


®) sin (Агссовх) = | -х*,(|х|<\) 
۶( cot (Arccosx) = — - ‚([к|<\) 


v) tan(Arccosx) = X <) ود‎ ( 
A) Arccos(-x) = z - Arccosx (|x| < ۱( L Атссоѕ(-х) + Arccosx = л, (|х| < à) 


4) Arcsinx + Arccosx = ua 


‚(< < ۱( 


Arcsin— + Arccos а = E (مثال ملموس)‎ 


Arcsin D + Атссоз(-—'—) = E (مثال ناملموس)‎ 
Arcsin = + Arccos x = (مثال نامربوط) تعریف نشده‎ 
A) Arcsin(sinx) + Arccos(cosx) = T (х Є К) 
Arctanx فرمولهای‎ ۳ 

\)х => ° > Arctanx < T- 
۲( < = > Arctanx < о 
YxER > -f< Arctanx < E 
Y)tan (Arctanx) =x ,(x € R) 

۱ 


®) сої (Arctanx) = وس‎ (х # °) 


#)sin(Arctanx)= 


V) cos(Arctanx)= 


A) Arctanx + Arctan 
4) Arctanx + Arctan = 
\ o) Arctan(—x) = - Arctanx L Arctan(-x) + Arctanx = ° (x € К) 


Arccotx ۴_فرمولهای‎ 


Ax < о > ° < Arccotx < — 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Yx <° > = S Arccotx < л 
Y)XxC€C К = o < Arccotx < л 
Y) tan (Arccotx) = > , (x € R - í°)) 
۵( сої (Arccotx) =x , 6 € R) 


۶( со5(Агссоїх)= — 


۱ +X 


v) sin(Arccotx)= —— 


Arctan Y +Arccot | Y = а مثال ملموس‎ 


QER) Еа 
Arctan(- ۱۰۰( +Arccot )-۱۰۰( =Z مثال ناملموس‎ 


۲ 
4) Arccot (—x) = л - (Arccotx) , (х € К) L Arccot(—x) + Arccotx = л, (x € R) 

\ o) Arctan (tanx) + Arccot(cotx) = £ , (x € R) 

روابط مجموع و تفاضل در آرکها: مجموع یا تفاضل Ате‏ همنام را می‌توان مانند روابط نسبتهای مثلثاتی دو کمان به 
صورت یک Arc‏ نوشت ولی با توجه به دامنۀ ۸هاو محدویت مجموعه مقادیر آرکها باید در تبدیل آنها دقت بسیار بیشتری 


55 
Arcsin (an ۱-9 +b 1-a") ,(e<a,b< ï, <a +b" <\) 


\) Arcsina + Arcsinb = 
л -Arcsin(ay 1-b + هط‎ 1-a") ‚(«<а,Ь< ۱, ۱>۵۲+ 9 <Y) 
Y) Arccos a + Arccosb = Arccos (ab - 4 (\-а)(\-Ь'), (\<а<Ь<\) 


a+b 
1-a 


Arctan „(a,b ,ر۰<‎ 20 < 1,a + b <Y) 


Y)Arctana + Arctanb = 4 =+ Arctan arb. „(а,Ь > •,аБ> ۱ ta+b>Y) 
-а 


T 
А Хаб = ۱( 


Ур,‏ اگر در رابطه‌های فوق b за‏ منفی باشند, با توجه به روابط گفته شده مثبت اعداد مزبور را در نظر می‌گيريم. 

Arctan (-а) + Arccot (-а) = -Arctana + л – Arccota مثال:‎ 
= л - (Arctana + Arccota) = л - E = T 

Л‏ لازم به ذکر است که کلیةٌ روابطی که در مورد نسبتهای مثلثاتی Таба ж b‏ یا ۳۵یا ... قبلاً بیان شده است. با در نظر 


گرفتن حدود کمانهایی که به صورت ATC‏ هستند. در مورد Arc‏ نیز برقرارند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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J‏ موم: کمانهای Arcsinx‏ و Arctanx‏ و Arccosecx‏ کمانهائی همواره حاده (مثبت يا منفی) هستند و به ازاء مقادیر مثبت 
X‏ کمانهاء حاده‌ی مشت و به ازاء مقادیر منفی X‏ کمانهاء حاده‌ی منفی هستند. 
И‏ موم : کمانهای Arccosx‏ و Arccotx‏ و Атсѕесх‏ کمانهائی همواره مثبت (حاده یا منفرجه) هستند. به ازاء مقادیر — » 


کمانها؛ حاده‌ی مثبت و به ازاء مقادیر منفی X‏ کمانها. منفرجه مثبت هستند. 


ыы‏ متناوت: 
تابع حقیقی با دامنة DD,‏ یک تابع متناوب گوئیم هرگاه عددی مانند ° < T‏ وجود داشته SU‏ به طوریکه: 
Vx € D, > x+ ۲ D,‏ 
Y)V x € D, : fx + T) = f)‏ 
در این صورت T‏ را یک دورة تناوب تابع 1 می‌گونيم. اگر T‏ یک دور تناوب تابع f‏ باشد» تمامی اعداد به صورت 
(k Ezk # °) KT‏ نیز دوره‌ی تناوب تابع f‏ خواهند بود. کوچکترین مقدار مثبت 1 را کوچکترین دوره‌ی تناوب یا تناوب 
اصلی یا اساسی ٤‏ می‌گویند و معمولا وقتی از دوره‌ی تناوب یک تابع صحبت می‌کنيم. منظور همان تناوب اصلی آن می‌باشد. 
مثال: ثابت کنید تابع با ضابطه‌ی 6052 = f(x)‏ متناوب است و تناوب اصلی آن را بیابید؟ 
حل: D= R‏ پس شرط اول برقرار است یعنی Vx € D, > x ± T € D,‏ حال باید داشته باشیم: 
V x € D, : f(x + T) = х)‏ 
cosa(x + T) = cosax‏ 


apa е Тика ATS ss p = ЕЕ 


a 
Y А 


روشهای تعیین 599 تناوب توابع متناوب مختلف: 
۱-دوره تناوت y = соѕ зу = sinx l‏ برابر ۲7۲ و دورۂ 2900 توابع сох зу = tanx‏ = لبرابر 7 است. 


۲-اگر ؟ تابعی متناوب با دوه تناوب АС AUT‏ دوره‌ی تناوب تابع f(ax)‏ = باب سم است بنابراین دوره‌ی تناوب توابع 
зу = sinax‏ 0052 = ل برابر эг‏ دوهی — توابع ілу = соїах зу = tanax‏ مب است. 


مثال: دوره‌ی تناوب sinfx‏ = لو со)‏ = لرا بیایید؟ 


y = six > T = =» (+ 2) = sinte + 3) —sin(Yx + Үл) = sinwx = (x) 


y =cot(-Ž) >T= 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۳ توابع cos ssin‏ اگر به توان زوج برسند. دوره‌ی تناوبشان نصف می شود و اگر به توان فرد برسند. دوره‌ی تناوبشان تغییری 
نمی‌کند. همچنین دوره‌ی تناوب توابع cot stan‏ چه دارای توان زوج و چه دارای توان فرد. تغییری نمی‌کند بنابراین دوره‌ی 
تناوب توابع cot" (ax + b) зу = tan” (ax + b) зу =cos™ (ax + b) sy = sin™ (ax + b)‏ = برا ا 
می‌باشد. № € (п‏ 

ولی دورۂ تناوب توابع ну = cos™+ ۱)۵ + b) зу = sin™ + (ах +b)‏ است. 

مثال: دوره‌ی تناوب توابع Tx‏ << وو cos"‏ = لرا بیابید؟ 

ل ور تاوت اولی برابر эле‏ دوره‌ی تناوب жы Аз чы‏ 

۴یک تابع ممکن است متناوب باشد. ولی تناوب اصلی نداشته باشد مانند توابع ثابت с) к) = c‏ ثابت) در واقع در مورد 
هر تابع ثابت» هر عدد حقیقی مثبت» می‌تواند دورة تناوب آن باشد اما کوچکترین دوره‌ی تناوب وجود ندارد. 
uka E E sp EE‏ بات راد کال اش و کر لاهن 
می‌توان» توابع مرکبی ساخت که قسمت جبری آنها به صورت пх [nx]‏ باشد و ضمناً متناوب هم باشند که در مثالها آورده 
شده است. ضمناً اگر کمان یک تابع مثلثاتی به صورت خطی 9 +2 نباشد تابع متناوب نخواهد بود. 


مثال: توابع sin «y = tany x ‹у = xsinx ‹у = соѕ(х2-\) y = соку = х + tanx‏ = لاو... متناوب نیستند. 
ке)‏ 


(xz) 


البته توابعی جبری نیز وجود دارند که متناوب هستند مانند تابع = (] که متناوب بوده و دوره‌ی 


تناوب آن ۱ = ۲ است. 


‚(х EQ) 


беэ 
хей С 


\ 
٤) =f‏ متناوب است ولی تناوب اصلی ندارد. 
۶ هرگاه تابعی از جمع و تفریق چندین تابع تشکیل شده باشد» کوچکترین مضرب مشترک تناوب اصلی آنهاء تناوب اصلی 


ES К ۳ ‚Чы 
у= їп T= بیابید؟ چو‎ hy = ты cosYx+ tan مثال: دوره‌ی تناوب تابع‎ 


y = cos Yx >T = 2.65 = T = ۲ 


у > ۱2۲ ЭТ = 
А А ° Я Р . 
برای تعیین کوچکترین مضرب مشترک چند کسر؛ از فرمول زیر استفاده می‌کنيم.‎ ВАЙ 
Sa с агы: 
шры x Yx 
بیابید؟‎ у = sinYx + аы tan- مثال: تناوب اصلی تابع‎ 


шл,‏ اگر در تابع فوق به جای ٣ ۲۰7 x‏ ×قرار fa) «с^?‏ تغییری نمی‌کند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۷ هرگاه تابعی مثلثاتی به صورت حاصلضرب چند نسبت مثلثاتی باشد. برای تعیین تناوب اصلی Ol‏ ابتدا تابع را به مجموع 


یا تفاضل تبدیل کرده و سپس تناوب اصلی آن را حساب مي‌کنيم. 
مثال: دوره‌ی تناوب تابع 510۳605۵ = زرا حساب کنید؟ 


y = sinYx cosôx = — [sin(rx + òx) + sin(Yx – 0х)] 


; ا 
т (sinAx — sinYx)‏ 


۸ هرگاه تابعی تناوب اصلی داشته باشد. اما چنانچه بتوانیم به کمک فرمولهای مثلثاتی. شکل ظاهری آن را چنان عوض 

خصوص در توابع مثلثاتی باید ضابطه‌ی تابع را به کمک اتحادها و فرمولهای مثلثاتی تا حد امکان ساده کرده و سپس دوره‌ی 

تناوب را پیدا کنیم. 

ga оа EAEE E 
а ° . 
Qsinx + fcosx Ё? 727 899 

حل: ظاهراً دوره‌ی تناوب تابع Ym f‏ است اما اگر صورت و مخرج تابع را بر COK‏ تقسیم کنیم. 


g) = сох - tanx f‏ را بیابید؟ 


خواهیم داشت: f(x) = алх аі‏ 
апх +‏ 
که دوره‌ی تناوب آن 77 = »= 


در مورد تابع 8 نیز ظاهراً دوره‌ی تناوب 77 است اما به کمک فرمول cotx - tanx = YcotYX‏ خواهیم داشت (х) =YcotYx‏ 
л‏ 


که دوره‌ی تناوب آن ۲ 


T =‏ است. 


л s ۳ 
دوره‌ی تناوب توابع مقابل فا‎ 4 
у = sin x + соѕїх 


у = cos "x + sin*x 
у = ѕіпїх -sin*x 
у = соѕїх - соѕїХ 
بیابید؟‎ hf) = sinx + соз'х مثال: دوره‌ی تناوب تابع‎ 
است اما به کمک فرمولهای طلائی داریم:‎ ҮЛ حل: ظاهراً دوره‌ی تناوب‎ 
f(x) = Y- COS Yx +( ۱ 


۲ ۲ 
۳+۷۲ 
که پس از خلاصه کردن خواهیم دا ۳ S‏ دوره‌ی تناوب اصلی ان است. 


ә‏ -هرگاه تابع به صورت حاصل جمع L‏ تفاضل دو تابع متناوب چ و h‏ باشد. به طوری که دوره‌ی تناوب g‏ عددی گویا و 


دوره‌ی تناوب h‏ عددی گنگ باشد. در این صورت. تابع h‏ ممکن است متناوب نباشد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: آیا تابع f(x) = sinYx + sinzx‏ متناوب است يا نه چرا؟ 
حل: خیر زیرا 7 = ,1 عددی است گنگ و ۲ = د = ,1 عددی است گویاو می دانیم که بین دو эле‏ ۲و 7 کوچکترین 
مضرب مشترک وجود ندارد. 
مثال: cosx+ 050 æl‏ = (10را در نظر بگیرید. ثابت کنید این تابع وقتی متناوب است که 0 گویا باشد. 
حل: فرض می‌کنيم f‏ تابعی متناوب بوده و T‏ دوره‌ی تناوب آن باشد لذا: 
f(x + T) = f(x) > cos(x +T) + соѕо(х + T) = cosx + 26‏ 
O>‏ این رابطه به ازاء هر > از دامنه برقرار است. پس به ازاء ° = ۲ داریم: 
cosT = \=> Т = ۲۲ ‚(КЄ7)‏ 
cosaT = \>aT = kr, (WEA‏ 


cosT + со$ Т = Y > | 


k 2 .‏ _ . , | 
چون ° л ла‏ وھ a ОЕ‏ چون ڄو هر دو صحیح می‌باشند» 


1 مجموع چند تابع متناوب» ممکن است متناوب نباشد» می‌توان این مطلب را به صورت کلی مطرح کرد توابع 
за # ) х) = Asinax + Bsinbx ,f(x) = Acosax + B cosbx f(x)= Аѕіпах ۲‏ هیچکدام از و 9 و А‏ 


و8 ضفر تن کنیا رفن می‌توانند متناوب باشند که c‏ عددی گویا باشد. 
۲-دوره‌ی تناوب هر یک از سه تابع Ес о = Asinax + Bcosax‏ = (20و соз:‏ 


ha) = —— =‏ یاب است با 
G) B+ kcosax B+ ksinax‏ :22 ۱ 


Үл 


(А,В # °) 
| a| 


۳ در تابع مرکب ор‏ اگر تابع g‏ متناوب باشد. تابع вов‏ نیز متناوب است و دوره‌ی تناوب آن یا برابر دوره‌ی تناوب 8 و یا 

کوچکتر از آن است. مثلاً تابع با ضابطه‌ی f(x) = y cosx‏ متناوب و با دوره‌ی تناوب ۲7۲ است و اگر ؟متناوب باشد تابع [f]‏ 

نیز متناوب است زیرا ترکیب دو تابع 100 = y = [x] sy‏ می‌باشد مثلاً دوره‌ی تناوب [созк]‏ برابر Үл‏ است. ضمناً تابع 

р(х) = | sinx|‏ متناوب است ولی تناوب اصلی д!‏ 7است. 

у = f(x) + а; х -a) у = fta) تابعی متناوب باشد. بسادگی می‌توان ثابت کرد که توابع‎ y = х) هرگاه‎ ۴ 
_ 100 a 


y = x TS ‚у = ах)‏ همگی متناوب‌اند و دورة تناوبشان» همان دوره‌ی تناوب تابع f‏ خواهد بود. 


«Arccos(f) .Arcsin(f) «cot(f) .tan(f) .sin(f) (е) АЕ: توابع‎ М ان‎ usu "T. تابعی متناوب با تناوب اصلی‎ f هرگاه‎ ۵ 


[f] | (£ > °) log(f) .cosec(f) .Arccot(f) .Arctan(f)‏ متناوب‌اند و تناوب اصلی همگی آنهاء برابر همان T‏ است. 
یعنی نمادهائی نظیر 194 slog «Arcsin d‏ ... رودی متناوبت بودن تابع و همچنین دوره‌ی تناوب آنها تأثیری نمی‌گذارند. 
در مورد تابع ۴ ]ٍم اگر 1 زوج و о‏ > £ ممکن است بخشی از فاصله‌ی تناوب اصلی در دامنه‌ی تابع قرار گیرد. مثلاً در تابع 


sinakal ]وا گر فاصله‌ی‌تناوب را[ ۰,۲7۲ ]اختیا رکنيم فاصله ی (77,۲7۲)عضو دامنه ی (×)#نیست زیراد راین‎ = ۲7۴) ) — ۳ sinx 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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منفی است و رادیکال تعریف نشده است. 


مثال: کدامیک از توابع زیر متناوب‌اند. دوره‌ی تناوب توابعی را که متناوب‌اند بیایید؟ 


متناوب است و تناوب اصلی‌اش برابر است با 77 = = \)у = Arccos(sin Yx)‏ 


Үл А ЧС" 9 
Dy =. Arccot (sinëx) кзы: Sri с 


متناوب است و تناوب اصلی‌اش برابر است Y)y = [Пор(тап'Үх)] TEL‏ 


И‏ موم توابع y = sec(sinx) зу = sinx зу = | sinx| зу = cos(sinx)‏ متناوب‌اند ولی دوره‌ی تناوب آنها 7 است. 
در حالیکه مثلاً توابع y = cosec(cosx) L зу = sin(cosx)‏ متناوب‌اند و دوره‌ی تناوبت آنها همان ۲7 است در حالت کلی 
اگر f‏ تابعی متناوب با دوره‌ی تناوب اصلی T‏ باشد. آن گاه توابع gE) = cosf(x)‏ و g) = sec(fGO)‏ نیز متناوب بوده و 
برای یافتن تناوب اساسی آنهاء را امتحان می‌کنيم. اگر D, tD = р(х)‏ € ×۷ آنگاه تناوب вада‏ است. در غیر 
این صورت تناوب اصلی g‏ همان 1 است. 
۶ هرگاه f‏ تابعی متناوب بوده و تناوب اصلی داشته باشد. آن گاه تابع f]‏ | متناوب است. در بعضی از موارد. تناوب اصلی 
تابع |؟ | برابر تناوب اصلی تابع ۴ است و در بعضی از موارد» تناوب اصلی تابع f|‏ | نصف تناوب اصلی تابع #است لذا برای 
پیدا کردن تناوب اصلی | بهتر است تناوب اصلی ٤را‏ نصف کرده. آن را در مورد [ | امتحان کنیم. اگر صدق کرد تناوب 
Ж‏ ا Pasu ылы Да‏ ان з‏ اس ترا сэ‏ ای رام بو 
معال: نتاوپ اصلی نوایع زیر را با 
g(x) = | sinx + sinx|‏ (الف 
f(x) = sin'x + sinx > T = Үл я л‏ 
gx + л) = | sin (x + л) + sin(x + л)| = | sinx – sinx| # g(x)‏ > 
لذا تناوب اصلی و همان :۲ است: 
f(x) = | sinx|‏ )— 
نصف می‌کنیم 
f(x) = sinx > T = ۲ > л‏ 
л) = |sin(x + л)| = |-sinx| = | sinx| = р(х)‏ + 20 
10 ناوت ای slap stag‏ 
البته برای تعیین دوره‌ی تناوب gx) = | sinx|‏ می‌توانستیم به صورت زیر عمل کنیم: 


g(x) = kinx|—=N ۶ص‎ 


که می‌بينيم دوره‌ی تناوب آن 77است. 
Л‏ 


Sa 
| al 


۷ توابع cotax| зу = | tanax| sy = | cosax| ‹у = | ѕіпах|‏ | = 7 همگی متناوب بوده و تناوب اصلی آنها 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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از ميان توابع у = cot|x| зу = tan|x| sy = cos|x| ‹у = sin| x|‏ فقط cos| x]‏ = 7 متناوب است و تناوب اصلی‌اش 


برابر ۲7 است. زیرا эсов|х| = cosx‏ می دانیم دوره‌ی تناوب 6056 = iy‏ ۲7۲ است. 
T‏ 


Д 
lal 


4\- دوره‌ی تناوب اصلی توابع زیر برابر 
sinax| V)y = cos(tanax)‏ 


cosax| A)y = cos(cotax) 


Asinax + Bcosax 
Csinax + Dcosax ° 


їапах| 4)у = 


соѓах| ۱۰( ۲ = | пах + соѕах| 
соѕ(ѕіпах) \\)у = | ѕіпах – соѕах| 


соѕ(соѕах) 


л К 1 
y | دوره‌ی تناوب اصلی توابع تفر‎ Y o 


| sinax| + | соѕах| , y = | sin"ax| + |cos"ax| ,(n Z vy ,n EN) 
| tanax| + | cotax| , y = | ќап?ах| + | cot"ax| „(n € № 

sin "ax + cos”ax, (n # Y ,n € № 

cotax — tanax 


cot'"lax – tan'"-lax 


tanax + cot "ax , (n Є № 


مثال: تناوب اصلی تابع sinax + cosax|‏ | = برابر > است ۵ را بیایید؟ 
p S‏ هر Tene үш‏ 
la F‏ 
i a ۳ М ۲ А К 2‏ 
)51-1 دوره‌ی تناوب تابع б)‏ = ل برابر T‏ باشد. دوره‌ی تناوب تابع р)‏ = لابرابر 1 ام | می‌باشد. 


Y ۲ 2 

مثال: هرگاه ٤‏ تابعی متناوب با دوره‌ی تناوب ۴ = 1 باشد. دوره‌ی تناوب تابع (#-)1 = у‏ بیابید؟ 

۶ = ۴ بل т=‏ 
Y‏ 
ЕА,‏ || - == (×)ع توا ОЛТУ iss‏ تا espa‏ مراد هط 
[nj] э(х)=пх-[опх] œ-‏ (×)8 توابعی متناوب می‌باشنل و دوره‌ی تناوب انها به 121 و 
است. (n € N)‏ 

رو (х) =х -n | 2 | э(х)=х-+1 nx] pane‏ در این صورت مے توان آنها را — صورتهای 

۱ Я 
(»نوشت ولذاهردومتناوب‌بوده‌ودوره‌ی‌تناوب اولی برابرسودوره‌ی‌تناوب‎ = п (т - Н )Җх) = 3 (nx - | nx] ) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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a ای‎ 
а توب‎ сш بخاوت‎ s تابع‎ ۴ 

: ی‎ 
У Є N) у = (-\) (nx - | nx] ) دوره‌ی تناوب تابع‎ -۵ 


Я 11-۱ .‏ و М‏ 
۶ تابع f(x) = | ×[ JES Реа жал |ы‏ تابعی متناوب بوده و دوره‌ی تناوبش - است. 


(n€ N) 


مثالهایی متنوع 
از میان توابع زیر کدامیک متناوب هستند. دوره‌ی تناوب هر یک را که متناوب است بیابید؟ 
متناوب است و )= =1 ج \)у=х- 1х)‏ 
متناوب است = 1< ( ex] - ۱۰6 = -(\5х - | \=х!‏ 1 - ۲(۷ 
л‏ 


ү) у = |ипїх | + рот |> T = = = متناوب است و‎ 


Oy =r sinx +y cosx — T = Yz متناوب است و‎ 


б)у = cosYx + {ап'лх 


#)у = tan'x + cotx > T = متناوب است وگ‎ 


V) y = 2Х + tanmx + HB - COX 


- [ - |Ž | ) + cotzx - tanzx 
سم‎ sp 


٩( ۷ = х - |х] E 


Tai у= = \ 1-۱ مارت اتو‎ 


۱۰( ۷ = Yx - [Wx] + tanx 
T 


3 T= zt = متناوب نیست‎ 


2۳ 
E 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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متناوب است و س \\)у = [+ R +— 1+ k+- "| =x]>T=-‏ 
سوب ات و سب >= 8 + \Ү)у = sinàx‏ 
بایستی درجه و گراد را به رادیان تبدیل کنیم. YY) y = sin(4°x)° + со$?дохртай‏ 
у = 5114 x T ×+ coho х 7‏ 
Y‏ ۱۸۰ 

л aT × 
= SÎN X + COS 

۲ p“ 


їл _ ۴ Tonle 


I 
\f)y = cos|x| > T = Үл متناوب است و‎ 


۱۵( y = cos(sinYx) + sin(cosYx) 
} } ک.م.م‎ 
Yu ы 


тж = 
Y V 


۱ 
۶ تست: دوره‌ی تناوب تابع با ضابطه‌ی Tx - [ZX]‏ 

Yy KA 

۳ z 


حل: 


معادلات متلثاتی: 

حل معادلات مثلثاتی YcosYx - ۴ = ° tanx - Y = s ۲5-۱ = ° „hi‏ + 05۳۳و ... نظیر حل معادلات جبری 
Y= о ۲-۱ = о‏ - و ه = ۴ - Yx‏ + و ... می‌باشد با این تفاوت که در حل معادلات جبری» × مستقیماً بدست 
می‌آید. در حالیکه در حل یک معادله مثلثاتی» ابتدا یکی از نسبتهای مثلثاتی OLS‏ مجهول را بدست آورده و سپس از روی 
آن» مقد از مجهول را بدشت می‌آوريم. 

برای حل یک معادلة مثلثاتی, به کمک روابط و اتحادهای مثلثاتی و دستورهای جبری, مرتباً آن را به معادله‌های ساده‌تری 
تبدیل نموده تا به یکی از صورتهای زیر در آید و سپس به کمک دستورهای گفته شده در زیر مقدار مجهول یعنی DX‏ بدست 
می‌آوریم. در قسمتهای بعدی k‏ همواره عضو 2 است. 

sinx = 0 

КЛ ОО ГЫ Sasa aya J qg b 


x = ۲۱۲ ч 


sinx = sina > | ‚а = Arcsina) 
Х = 


cosx = b (Y 


Аар‏ حل: در صورتی که ۱ S b S‏ ۱- باشد. می‌توان نوشت: 


к=к <л ,@ = Arccosb) 


х= ҮКл-а 


cosx = cosa => | 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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tanx = с (ї 
حل: در این حالت می‌توان نوشت:‎ 222 

tanx = tana > {х = kar + 0 (7 <a < ‚в = Arctanc) 
است.‎ 6 € R در این حالت‎ 0 
сох = ۴ 
حل: در این حالت می‌توان نوشت:‎ 22 

сойх = cota > 4х = Кта ,(e<a<m за = Arccotd) 

تزلره در این حالت نی 1 € 4 است. 
به جوابهائی که به صورت فوق نوشته شده باشند. جوابهای کلی (عمومی) معادله می‌گویند. ممکن است در یک معادله 
جوابهایی که در فاصلهٌ مشخصی فرار داشته باشند. مورد نظر باشند در این صورت به ck‏ اعداد صحیح نسبت داده تا جوابهای 


حالات خاص در حل معادلات متلثاتی: 

sin(Ykr + 7) در حل معادلات مثلثاتی لازم است بدانیم که:‎ 
sin(Ykæ -*(--۱ 
sin Кл = ° 
cos Yks = \ 
cos (Үкл+ л) = cos(Yk+ 1)77 = - \ 
cos (ют + 7) = o 

لذا حالات خاص در حل معادلات مغلثاتی عبارتند از: 
aS рО)‏ جرا ت اك مات ا 5 ۱ = sinx‏ )\ 
رد اه فلت زین وا هراب ا EESE‏ ۱- ک5 
Y)sinx = о‏ 
(در ¿>l‏ حالت ريشه یا جواب معادله مضاعف است) = | = f) cosx‏ 
РЕ),‏ نیو رلقه = اب معادله مضاعت است) = ۱- = cosx‏ (۵ 
cosx‏ )۶ 


مثال: معادلات مثلثاتی زیر را حل کنید؟ 


۱( Ysinfx -4 Y=. зш = ه-‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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sinYx = sin Ç => 


š 
۲( апїх - n] Y=. >tanx=W ۳ => tanx = (N Ў) 
>tanx = Y =c > tanx = (апа > fk = kr +Ç 

Y) cosfx – YsinYx + ¥ = о 


\ – Ysin'Yx – YsinÝx + f=. = Ysin'Yx + YsinYx -ð= ° 


sinix =) {үх ۲۸۲+ > kr + 

Y Y 
2+ + ۰ SNA 
sint =£ =- غیرقابل قبول‎ 


Y)sinx + cosx = \ = \- رب‎ = ۱ = sinýx = Ф حالت خاص‎ ۲ = 17 > {х - л 
0) ѕіпїх + cosx = = sin x+ соз'х = вїп'х + соѕ\х 

ѕіп'х (sinx — ۱( + соѕ'х(соѕх – \) = ° 

(A - соѕ'х)(ѕіпх - Y) + (à – ѕіп'х)(соѕх - \) = ° 

(A – соѕх)(ѕіпх – \)(\ + cosx + \ + sinx) = o 

сох = ۱ > حالت خاص‎ {х = 7 

sinx = ۱ < حالت خاص‎ fx = ۲» + E 

sinx + cosx = Y غیر ممکن‎ -4| Y <sinx + cosx < ۲ زیرا‎ 

ضمناً даа‏ کنید که sinx < À‏ ۱ < 6 و 605,511 هر دو با هم یک نمی شوند. 

۶) ѕіпох + sin\\x = о > sin\\x = sin(-ôx) -sinx = sin(-x) بارآوری:‎ 


Кл 
A 


9. 
вк аян 2, 


\\х = ۲1۲ + z + AX Кт 
تک‎ 


V) соѕ\їх + cosx = о = соѕ\ їх = -cosx 


۱۳۶ = ۲1۲ + 7۲7 - Px 


-cosx = cos(Zr—x) با رآوری:‎ 
۱۳۲ = Үт - m + X БИ? 


cos YYx = cos(x - Px) > | 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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A)N Ysin’ (vx 2) - cos - (= ° 
Ñ Ysin" (fx +7) - کے متمم‌اند ° )2+ ۳)صنه‎ - Yx Yx توجه کنید که‎ 
sin(Yx +۶( ام‎ Ysin("x 5) -۱( =: 
حالت خاص > ° = )2 + )دنه‎ (Yx + — = л => {х = 


Yx + = Yk +Z 
۶ ۴ 


۳ ب‎ = ۲۲ + E 

۶ ۴ 
4) 1201۱ + J .tan() _ a =) 

L 
tan(\-5) 
AA JS NCEE SESE or کب تب‎ > 

Y Y б Y Y б 


tan(\+Ž)= => tan()+Ž)=cot()-Ž)=> 


{Yo + 0x = Yok + ۱۰7۲ — Yo + Yx > іх = + ۱۰7۲ - Yo 


tanx.tany = ۱< +y = Кт кт 


л 


cotx .coty = ۱ >x +y = Кт + 
۲ را بیابید؟‎ tanYx.tanðx = ۱ ales AS مثال: حواب‎ 


їх + ох = кт + = => x= 


kr4 T7 
۷ ۴ 


۱۰( sinx + © созх = \ 


š Л 
sinx + tan COS = ۱ 

sin = 

š Л ۰ JIT л 

cosx = ۱ => $1ПХ COS — + cosx $10 — = 609 2 

۳ ۳ ۳ 

x = кт - 

۶ 

х= Ykr + 


۱۱( sinx + COSX =, Y 
ХҮ sin(x + له(‎ ۲ >sin(x (= \> 4х 2 = ۲ + 5> ( = Yr += 
YY) cos(x + D .cos(x — 2) = 


соз(а+ Б).соѕ(а- Б) = соѕ`а-ѕіп'Ь پارآوری:‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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T ۱ ۱ 
соѕ їх - COSTA = — => cos x = > cosx =+ — 


Бре Үт د‎ 


свх = > {х = ۷ 


sinx = sin'a >x = kī +a 


cosx = cos'o=>x = Клз 


tan'x = tana >x = Кл+0 


сох = cota >x = Клт+о 
مثال: حواب کلی معادلة مقابل را بیابید؟‎ 
۲609 = \ 
cos'x = 
۱۳( 120۵ = tanYx + tanYx 
А = {апбх + (ап(- Yx) + tan(—Yx) = ° 
х+ у+ > = ° = tanx + tany + tanz = tanx.tany.tanz بارآوری:‎ 


А = їапох.ќап(- Yx).tan(—Yx) = o 


YX = х = 
۱۴( їапїх – ۵601۲۶ = ۴ 


xtan їх 


=> 1۵0۳۲۷۲ YtanYx - ó= ° 


tanYx = وج‎ = t T 
y A 
a+c=b 


tanx =— = ۵ = tana > f = а = Arctan ó) 


СИ 
Y Y 
۱۵( ѕіпхсоЅ'х – cosx sinx = + = *sinx cosx (соз'х - sinx) = \ 
YsinYxcos Yx= \ > sinfx = Y= {fx = ۲ т > {х = = 
۱۶( YcosYx.cosTx = 6 


x [cos(Yx+ Yx) + cos(Yx – Yx)] = cosòx 


cox = о = = kr + 2 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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1V) sinAx - sinx = вїпбх 


sinAx = sinYx + 51пбх 


Yx+ ôx ۳۲-۵ 
cos 
Y Y 


sinYx (cosYx — cosx) = ° 


Ysinfxcosfx = Ysin 
sinfx = о > {fx = kī > {х= 


i 
۴ 


Yx = ۲1۲ +x 
Yx = ҮКл - 6 


cos YX = СОЅХ => | 


1۸) #sin!Yx + cos) Yx = Y 


Y‏ = ۱ - ۲6۵9۲۶۲ + — پر و 


۲6۵۵۲۶ ۳۵09۶ ۲ = > 009 = 


غیرقابل قبول Y‏ = ات 


009۶ = 2 => 609۶ = cos(x- €) > {۶x = kr d 


\4) tan _ مه‎ = 6 
۲ ۲ 
- ۲609 + Ytanx = ۴ cotx—tanx= ۲۵۷۲ بارآوری:‎ 


cotx – tanx = -Y 


Ycotřx = - = cotYx = -\ > {х = kt - — > f = 


Yo) ArccosYx — Arccosx = Arcsinx 


ArccosYx = Arcsinx +Агссоѕх > ArccosYx =Ç => Yx = cos Ç 
— ر‎ 
л 


۲ 
۲ 

YA) (Arctanx) + (Arccotx)' = т 
Y 

(Arctanx)'+ С - Arctanx)' = 2a 


۲ 
Arctanx = t > (+ Č- й'= 2 > Pt Ant - YT = ° 


Arctanx + Arccotx = ú بارآوری:‎ 


en sd 
(ft - ўл) (Yt + 77) = ° 


-2 < Arctanx < Е با رآوری:‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Arctanx = тт و‎ a e 
با‎ 


Arctanx = 2 > x = tan(- )>2 4х = -۱ 


л 
Y 


ArctanYx - Arccotx = 
لا مس‎ 


а 
В 
а-В= > tan (z - В) = tan 


ҮҮ) 


معادلات کلاسیک 
معادله‌ی کلاسیک نوع اول: 
هر معادله به صورت asinx + 9005 = c‏ را یک معادله‌ی کلاسیک نوع اول می‌گویند. برای حل این گونه معادلات دو روش 


YtanŽ оше ا‎ 
sinx = — 
۱+ 20 


X dL Ka х ۳ Р 
ае m abs Е روش اول: می دانیم‎ 
Y 
COSX = — e np 
\ +їап'- 


با جایگذاری این مقادیر در معادله‌ی کلاسیک فوق» معادله‌ای درجه دوم بر حسب ] به صورت زیر به 


(c+ b)t- ۲2۸+ (c- Ы) = • (*) دست می‌آید:‎ 


از حل این معادله» t‏ یعنی همان صا و از آنجا ×به دست می‌آید. 


تلته: شرط وجود جواب برای معادله‌ی کلاسیک نوع اول: 
شرط اینکه معادله‌ی کلاسیک نوع اول» دارای جواب باشد. آنستکه معادله‌ی (*) که معادله‌ای از درجة دوم بر حسب 1 است 
دارای جواب باشد لذا بایستی ۰ < ۸ باشد. یعنی: 
(c + b)(c - b) > ° > at b' > с!‏ - 2 
بنابراین شرط وجود جواب برای معادله‌ی کلاسیک نوع اول آنستکه c'‏ < "ظط +2۳ باشد. 
تست: کدام معادله‌ی زیر دارای جواب است؟ 
sinYx + cosYx = Y (Y Ysinx — Үсоѕх = ۵‏ 


$їпїх له‎ Ycoswx—= rj ۴ | Ysinx +COSX = ó © 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Y Y А 2 è 
TERA Y >. ۳ حل: واضح است که گزینۂ ۴ درست است زیرا:‎ 
تقسیم می‌کنيم. داریم:‎ bla روش دوم: در این روش طرفین معادله را بر‎ 
9 
0056 = 
a 
۱ b _ Е 
tangcosx = с داریم:‎ — = tang با فرض‎ 
sing 
— 


2 с 
osx = c > sin(x + а) = 20 
cosg a 


2 А с 
۱-معادله‌ی فوق به سادگی قا است.‎ > s > ۱ با شرط‎ 
با شر 209 دله‌ی فوق به سادگی قابل حل است‎ 


به مثالهای ۰و ۱ در معادلات مثلئاتی حل شده. در چند صفحه قبل توجه کنید. 


cosmx = ДА sinmx = Š ریشه‌ی مضاعف داشته باشد. آنگاه‎  asinmx + bcosmx = с هرگاه معادله‌ی‎ PHA 
c c 


b = > جواب و با شرط‎ Ym دارای‎ at b> >" شرط‎ bde, Ym] فاصله‌ی‎ ,>asinmx + bcosmx = c معادله‌ی‎ АЎ 
جند جواب دارد؟‎ [° YT] در فاصله‌ی‎ YsinYx + cosYx = À مثال: معادله‌ی‎ 


b=c= ۲۲+ ۱ =Y()+ \ = V حل:‎ 


معادله‌ی کلاسیک نوع دوم: 
هر معادله به صورت atanx + 9009 = c‏ را یک معادله‌ی کلاسیک نوع دوم می‌گویند. با ضرب طرفین معادله در L tanx‏ 


cotx‏ داریم: 


xtanx 
=> atan'x-ctanx+b=- (*) 


از حل این معادله» tanx‏ و از آنجاء әх‏ دست می‌آید. 


GÉ‏ شرط وجود جواب برای معادله‌ی کلاسیک نوع دوم: 

شرط اینکه معادله کلاسیک نوع دوم» دارای جواب باشد آنستکه معادله‌ی )*( که معادله‌ای از درجه دوم است» دارای جواب 
باشد لذا بایستی ° < ALA‏ یعنی: с'- fab > + = с! > fab‏ 
بنابراین شرط وجود جواب برای معادله‌ی کلاسیک نوع دوم آنستکه ۴۵0 < ٥"‏ باشد. به مثال ۱۴ معادلات مثلثاتی حل شده 
در چند صفحه‌ی قبل توجه کنید. 

0 در معادلات نوع اول و دوم هرگاه دو ريشه متمم باشند. آنگاه ‏ = ۵ است. 


مثال: معادله‌ی ۴ = Ytanx + (Y—Ym)cotx‏ به ازاء جه مقداری از ص دو ریشه‌ی متمم دارد؟ 


ج 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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АЎ‏ معادله‌ی atanmx + bcotmx = c‏ در فاصله‌ی Ym d[°,YT]‏ جواب دارد. 


معادله‌ی کلاسیک نوع سوم: 
هر معادله به صورت азїп'х + bsinxcosx + 6605 = d‏ را یک معادله‌ی کلاسیک نوع سوم می‌گویند. 
برای حل این گونه معادلات: 
الف) اگر a < d‏ باشد. طرفین معادله را بر cos'x‏ تقسیم کرده معادله‌ی حاصل را که معادله‌ای از درجه دوم بر حسب tanx‏ 
ب) اگر d‏ = 2 باشد. طرفین معادله را بر SINX‏ تقسیم كرد معادله‌ی حاصل را که معادله‌ای از درجه‌ی دوم برحسب cotx‏ 
مثال: معادله‌ی مثلثاتی ۶ = YsinYx + бсоз'х‏ + و۳ را حل کنید؟ 

Үѕіпїх + fsinxcosx + ۵009۶‏ 
چون d‏ # 2 است معادله را بر СОЗ'Х‏ تقسیم می‌کنيم در این صورت داریم: 


۳۵۵ + ftanx + ۵ = #(\ + {ап'х) z 


харх = \ k= 


Y 
Ytan'x - ftanx + ۱-۰ >a+b+c=.° = с 
tanx = = = \ 
а лаа. 


معادله‌ی کلاسیک نوع چهاره: 
هر معادله به صورت a(sinx + cosx) + bsinx cosx = c‏ را یک معادله‌ی کلاسیک نوع چهارم می‌گویند» برای حل این 


گونه معادلات دو روش زیر را بیان می‌کنيم. 


۲ 
: _7—\ ê _ _ Ў s $ 
анс TE a + Ysinxcosx = ZÎ داریم:‎ sinx + cosx = Z روش اول: با فرض‎ 


با جایگذاری این مقادیر در معادله‌ی فوق داریم: 
Y‏ 
az + ь ED = с (®)‏ 


باحل این معادله Z‏ به دست آمد» پس از تعیین 27 از حل معادله‌ی a X 5171 cosx = Z‏ دست می‌آید. حون 
‚5їпх+ cosx=z‏ لذا معادله‌ی )*( در صورتی دارای جواب است که ۲ ]>> Y‏ = 

г л 
به توان ۲ می‌رسانيم:‎ sinx + cosx وی و می‌دانیم ( م - 0۵/0 ۲ لا‎ 


۱ + Ysinxcosx = ۲۵۵۹۲6 D 


. ۱ 
sinxcosx = соз'(х – D a 


با جایگذاری این مقادیر در معادله‌ی فوق داریم: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ay Y cos(x ас) + b [cos "(x S 


ТУ lass ان‎ scos(x-—) ارفا اد‎ 


۱ 


МЕ و‎ гы m در معادله‌ی‎ M مقدار‎ sin(x - x) = — 


cosx sinx 
гҮ е 53 


sinx — cosx = msinxcosx 


GÉ‏ معادله‌ی ۱+ = Sinmx‏ در فاصله‌ی m [о „Үл‏ جواب دارد. 
«А‏ معادله‌ی \—= 609۳06 در فاصله‌ی m [° ,Yz]‏ جواب دارد. 
А‏ معادله‌ی ۱ = 609006 در فاصله‌ی m + ۱ [ол‏ جواب دارد. 


PHA‏ معادلات cosmx = ° sinmi = о‏ در فاصله‌ی mt ۱ [e zz]‏ جواب و در فاصله‌ی [۰]۰,۲77 ۱ Ym+‏ جواب دارند. 


توابع معکوس مثلناتی: 

می‌دانیم هرگاه تابعی در یک فاصله یک به یک باشد و یا در آن فاصله اکیداً یکنوا باشد. در این صورت در آن فاصله 
معکوس‌پذیر (وارون پذیر) خواهد بود. 

با توجه به نمودار توابع مثلثاتی در می‌يابیم که این توابع در دامن خود معکوس‌پذیر نیستند. زیرا یک به یک نیستند. در واقع به 
عنوان مثال: اگر х) = sinx‏ آنگاه: 


ах л ۱ бл ۱ ۲ 
ЧАИ موی و یار‎ a وودد‎ 


ما با وجود این من توان با تحدید دامتة (کوچک О‏ هر یک از Л О КЛ‏ مانب داسته آنها را توابعش 
یک به یک و لذا معکوس‌پذیر نمود اکنون به معرفی توابع معکوس مثلثاتی می‌پردازيم. 

у = sin 'х Ьу = Агсзїпх-\ 

تابع зу = sinx‏ فاصلة 9 تابعی اکیداً صعودی و در نتیجه یک به یک است. بنابراین معکوس‌پذیر است. Ша‏ تابع 


معکوس این تابع به صورت f (к) = Arcsinx‏ = لانمایش داده می‌شود. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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همانطور که می دانیم نمودارهای ٤و‏ ' ۴ نسبت به خط نیمساز ربع اول و سوم قرینه‌اند بنابراین: 

у = Arcsinx «х =siny ‚(-\<х<\, ИЕ) 
ЛХ : I $ aaria . 

در شکل, هر خط افقی نمودار تابع sinx‏ = زرا در فاصلۂ ]س ۔] € × 


ویژگیهای تایع у = Arcsinx‏ 
у = Arcsinx ® х = siny-\‏ 
۲ دامنة این تابع [ ۱,۱-]و برد آن I-l‏ مقدار Arcsinx‏ همواره یک زاویه‌ی حاده L‏ قائمه مثبت و با یک زاوية 


حاده L‏ قائمه‌ی منفی „ед‏ 


JY 


Arcsin \ < О 08 > Ka 


همواره بالای محور ×هاست. 
Г‏ ; 


ур; = É ۳ \] 


Y) Vx Єр,: Arcsin(-x) = - Arcsinx | ۱ 

laru لا ما ت‎ ЕТУ 
۱ 

۵ مشت این تابع برابر است با سک = x< DI!‏ > ۱-)و تابع در Мәр‏ (۱,۱-) مشتق‌پذیر است. ))1 ,۱-) 

ضمناً ۰ < و جدول تغییرات به صورات زیر می‌باشد. H‏ کت i‏ 


۱ + 


4 x 
دارد.‎ T این تابع اکسترمم نسبی ندارد. اما در نقطه‌ی ۱- می‌نیمم مطلقی برابر و در نقطه ۵ ما کزیمم مطلقی برابر‎ ۶ 
عطف منحنی است. به ازاء » <×تقعر به سمت زهای مثبت و به ازاء ° > تقعر به سمت اهای منفی‎ Ай) ۷مبدأً مختصات‎ 
است.‎ 
y = × عطفش. عبارتست از‎ Май) معادلة خط مماس بر منحنی در‎ ۸ 
Uy چون مشتق تابع در نقاطی به طولهای ۱و ۱-موجود نیست و در واقع زمانی که ۱ ×ویا "(۱-) > ×میل می‌کند‎ 
سمت بی‌نهایت )90 +( میل می‌کند. لذا خطوط مماس در این نقاط موازی محور لإهاست.‎ 
تابع‎ [A.A] در دامنه‌اش یعنی‎ = arcsinx یک به یک نیست لذاوارون آن یعنی‎ R در دامنه‌اش یعنی‎ y = sinx -چون‎ ۰ 


نیست در شکل نمودار y = arcsinx зу = sinx‏ رسم شده‌اند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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| ims = хАгсѕіпх +N ۱-۲ + cl (x Агсѕіпх + Y OXY + с) - Arcsinx ۱-جون‎ 


lim Arcsinx = = lim _Arcsinx СТИ 
х اب‎ Y x—, 


۱۲ 

К‏ | او 
موجود نیست = lim Агсѕіпх = -Z | lim Arcsinx‏ 

x ә(-\) Y х —(-) 


y=arcsinx 
'رکدام است؟‎ yy = Arcsin ۷ x تست: هرگاه‎ 
- ۱ ۱ ۱ 


f Y ' 
a| х'-х | YA ۲ ۳ tanYy ( sinYy i 
у = Arcsiny x > Vx = siny الج‎ = y! cosy >y! = = ی‎ 
Vx YV x cosy 
ее اس‎ ma НЕ 
Үѕіпусоѕу sinYy 
у = Arccosx ویژگیهای تایع‎ 
y = Arccosx © x = 09 -\ 


۲ دامنۀ این تابع [۱,۱-] و برد آن ]7[ است و لذا مقدار Агссовх‏ همواره یک isl ilj‏ مثست» قائمه و يا منفرجه مثبت ست. 


۳ 
Arccos ° TE -ax К ۳‏ > )\ 
بع همواره زیر محور هاست. Y‏ 1 1 ۲ 
۶ ۲ 
۴-این تابع نه زوج است و نه فرد زیرا: 6 - Arccos(-x) = л‏ 


‚ А ۲ ; [Беек ел =, š 
y < o تابع در فاصله‌ی (۱+,۱-) مشتق‌یذیر است و‎ ,(-\<х< ۱( Y = عبارتست از‎ <Ú مشتق این‎ ۵ 
Boae ë т" “б ол 


(۱ ,۱-) =۵ و جدول تغییرات تابع به صورت زیر می‌باشد. 


»و در Аб‏ (۱-) ما کزیمم مطلقی برابر 7 دارد. 


۷-نمودار تابع ay = Атссоѕх‏ صورت زیر است. 
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۸ چون مشتق تابع در نقاطی به طولهای او ۱-موجود نیست و درواقع زمانی که ۱ < و یا "(۱-) < Jex‏ می‌کند. ‏ به 


٩‏ نقطة عطف تابع 7 | ۵ می‌باشد. به ازاء X < о‏ تقعر منحنی 
Y‏ 


به سمت (САУ‏ منفی و به ازاء о‏ > تقعر منحنی به سمت لآهای مثبت است. 
л 1 РЕ ра 2 > z‏ 
o‏ معادلهٌ خط مماس بر منحنی در نقطة عطفش» عبارتست از سب" + y = —x‏ 


| лкен dx = хАгссоѕх -y ۱-۲ + لذا‎ (х Агссозх له‎ ۱-۲ +c)! = Arccosx جون‎ V \ 


lim Arccosx = موجود نیست‎ lim _Arccosx а 
х ۳ب‎ х —(- \) \ү 


lim Атссоѕх = ° I lim Arccosx = т 
s بت )و اجب‎ (- у 


ویژگیهای تایع у = Агсїапх‏ 
у = Arctanx ® x = tany-\‏ 
Y‏ دامنه уз‏ — این تابع CIT)‏ ابیت در واقع مقدار AArctanx‏ همواره یک زاویه حاده منفی و پا یک زاویه حاده — سٽ. 


r 
A.) 1 اف‎ ЗК یی‎ a ETE 


F ۴ 


А D: =R 
s| ۴-این تابع. تابعی فرد است. زیرا:‎ 
Arctan(-x) +Arctanx = • 


ҖИ. \ |‏ 
۵ مشتق اين تابع عبارتست از > = ER)y'‏ ) و gt‏ در سرتاسر R‏ مشتقپذیر است و Di =R y'>.‏ جدول 
تغییرات به صورت زیر می‌باشد. 0 + ж‏ 60 - 
+ 
7 


۲ 


aja 


E‏ اکسترممم نسبی و مطلق ندارد. 


۷-نمودار تابع Атсїапх‏ = ۷ به صورت زیر است. 


py‏ اک کک کے ا 


=== 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۸مبداً مختصات Шай)‏ عطف تابع است به ازاء ° < ۶ تقعر منحنی به سمت لاهای منفی و به ازاء ° > تقعر منحنی به سمت 
су‏ مثبت است. 

y = × عطفش عبارتست از:‎ А5 در‎ ۷ = Arctanx معادلة خط مماس بر منحنی‎ ٩ 

۰ جون (xArctanx - 2 Ln (x" + ۱( +c)! = Arctanx‏ لذا 


lim Arctanx =Ç Arctanxdx = xArctanx - К In(x"+ \)+с 
X بت‎ + 
ا‎ 


lim Arctanx = -Z 
× —-%0 Y 


ویژگیهای у = Arccotx aa‏ 
y = Arccotx Ф x = со{у-\‏ 
-Y‏ دامن این تابع R‏ و برد z) ol‏ °( است و لذا مقدار AArccotx‏ همواره یک زاویه‌ی حاده مثبت» قائمه و پا یک زاویه‌ی 


۳-تابع در سرتاسر دامنه‌اش یعنی R‏ پیوسته و اکیداً نزولی است (به نامساوی زیر توجه کنید) بنابراین نمودار مشتق آن همواره 


Arcot )-۱( > Arccot > Arccoty ۳‏ 
Y ۲ ۶‏ 
۴-اين تابع» نه زوج است و نه فرد زیرا: -- Arccot(-x) = л‏ 
همشتق این است تابع عبارتست از = ۱ R) у'=‏ € »)و تابع در سرتاسر ۸ مشتق‌پذیر است و D = R ‚у!<°‏ جدول 
i +‏ 


сн?‏ تابع اکسترمم نسبی و مطلق ندارد. 

۷-نمودار Агссо =Ü‏ = لابه صورت زیر است. 

A‏ نقطة iki 0) л‏ عطف تابع است. به ازاء ° < ×تقعر منحنی به 
X < о ТЕРРИ‏ تقعر منحنی به سمت [های منفی است. Е‏ 
ilag‏ خط مماس بر منحنی Arccotx‏ = در نقطة عطفش عبارتست 

у= -х + у 


(х Агссоїх + 3 Га (x" + \) + с)! = Arccotx ò> -\ ° 


| Arccotxdx = x Arccotx + Jing" + ۱( + c13J 


lim Arccotx = ° 
X دب‎ o 


_\\ 
lim Arccotx = x 
X 


о‏ - ج 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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روابط میان اضلاع و زاویای یک مثلث مسطح 
۱- دستور (قانون) سيینو سها: این دستور به یکی از دو صورت زیر است: 


1 a= YRsinA 

a с | 

= = = ۲ Š 

sinA sinB sinC ` р لا‎ 
c= YRsinC 


که در آن R‏ شعاع =l‏ ° محیطی مثلث است. 
۲ دستور (قانون) کسینوسها: این دستور به یکی از دو صورت زیر است: 


Ya Po 
cosA 2 +C -aY 


аї = +c- YbccosA 


ў 
Y а + 
b = a" + сї - YaccosB › cosB = 


c= ۳ + a" - YabcosC 


a+b - c 
Yab 


cosC = 


۳ قانون تصویر در هر مثلث: 
bcosC + ccosB‏ = 


= acosC + ccosA 


= acosB + bcosA 


۴ قانون تانژانتها در هر مثلت: 


= соге со чы 


- t2 cot (FZ) 
۲ ۲ 


۵ قانون زاویه‌ها در هر مثلث: 
sin(A + B) = sinC‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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cos(A + B) = - cosC 


їап(А + B) = - tanC 
cot(A + B) = - cotC 
فرمول )4291 ساده:‎ ۶ 


b+c- 


SinA= 4 р(р-а)(р-Б)(р-) , овА= 
C 


| 
SinB = لد‎ p(p-a)(p-b)(p-¢) , cosB = 


| 
SinC— 2-4 р(р-а)(р-5)(р-©) , لس‎ 
а 


А 
Х beb + с) - a] ۲ 


e = 
b+c b هب‎ 


B 
аса + с) 3 b] ë Yaccos Ж 


а+с а+с 


200 + b) - c] Yab cos 3 


a+b ` a+b 


Це ул‏ و مساحت: 
b sinC = c sinB‏ = 


= a sInC = c sinA 


= a sinB = b sinA , S=p'tan tan 2 tan Ç = root Soot соЄ 


38 bh = — А S= labsinC= 3 acsinB = bcsinA 
yen £ Y Y Y 
s= absinC = acsinB 5 bcsinA 

Y Y 


(خآشعاع دایره‌ی محیطی و T‏ شعاع دایره‌ی محاطی داخلی 2 S=pr , S=, p(p-a)(p-b)(p-c).Cu2L‏ , 


S= YR'sinAsinBsinC (S=. р(р-а) =, (р-с)(р-Ь)) < А= 4° اگر‎ 


S= a'sinBsinC = b'sinCsinA ۳ c'sinAsinB 
Ysin(B+C) Ysin(C+A) Ysin(A+ В) 


s=, | | хА(ув -Ус) + хв (ус-Ул) +Хс(Ул-Ув) у | 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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_ a _— b _ c 
YsinA YsinB YsinC 
P 


A B C 
Ycos = COS — COS = 
Y Y Y 


R= 


۰-شعاع دایره محاطی داخلی: 
(р- атап = (р- b)tan = (р - tan‏ 


aS = موم‎ Asin ËB i C 
۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ 


В а ۱-شعاع دایره محاطی خارجی:‎ ۱ 
acos z COS з 


та= ptan = = = 
cos — 
I 


A 
b cos = cos 2 
a Е ۷" 
ا‎ 
cos = 


B A 
CCOS — COS — 
Y Y 


гс = ptan * = = 
cos = 
° 


= К {| Ъ'+с'+ YbccosA 


7 a" + сї + YaccosB 


= i {| b` +a" + YbccosC 


بد ترین دوست نادانی و بهترین رفیق دانش است. 


دوستانی به دست آر صدیق و وفادار نه در شمارش بسیار. «ارسطو» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-هرگاه ۱ = «сох + cosy‏ در این صورت مقدار 05 + cos‏ برابر است با: 


Y (t Y Lg 2 (\‏ 
ү ( ۳ ж A‏ 
۲-چه زاویه‌ایست که اگر براندازه‌اش برحسب درجه. ۱۵ واحد اضافه شود. اندازه‌اش بر حسب گراد به دست آید؟ 


۷۵° (۴ ۳۵° ۱۵۰0 ۱۳۰0 


tanYx + tanx 


1 بر ار است‎ А 
аса с tanYx - 


۳حاصل عبارت 
YcotYx (Y YcosYx (ї Ytanvx (Y YsinYx (\‏ 


۴-برای آن که ریشه‌های معادله‌ی х! – Ymx- \ = o‏ سینوس و کسینوس یک کمان باشند. مقدار m‏ برابر است با: 


+N (f ЕКИ +j YC +\ 0 


۱ ۱ 
دحا + =۵ کدام است؟ 
صل ° Б: cosTY tanóA‏ 


соол? (f tanya ° (ї 1206۸" (Y соїї4° (\ 


cosx+ sinx 


l ۸ =‏ است ا: 
RR cosx- sinx‏ ست ۽ 


۶ حاصل عبارت 


\+tanYx (f ќапҮх (ў tan (Y tan(x + > 6 


-V‏ هرگاه 1° соѕх) — N‏ اه باشد. مقدار کدام است؟ 
ا( М: -Y‏ ۳ 
۲ 
۸ هرگاه 0 زاویه‌ای حاده باشد. کدام رابطه‌ی زیر همواره درست است ç‏ 
tand > sind (f tand > sind (Y tand < ۹ (Y tand > 50 (\‏ 


۹ حاصل А = {апї'°°* + tanf°° + 1апфб°° + tan#°°‏ کدام است؟ 


Acos Y ° ° 


| © 


A= sinyYo - ۵ 
cos Ya’ 
Ya- Y (r fa (Ү Ya Q 


(۳ AcosyY o ° (Y Asin yo (\ 


۰ با فرض ۱ tanto’ = Ya-‏ حاصل عبارت برا 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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s — 


YcosYX - \+ ۲۵۵۵۲ - \ = Y= совїХ +со 
Y Y Y Y 


D_G 
а=; >D _ ۵ 


мс зы 
D+ \б=С 


>D- ۵" 


sin(Yx +x) 
cosYxcosx __ Sin fx Ysin Yxcos Yx 
sin(“x -x) sSinYx sin Yx 


cosYx cosx 


= YcosS Yx 


۲ ۲ : m | 
<x! +x" —s''- ۲۵210۲0 ۵0۵۲0 = (=) +- 
x! = cosa ۲۳ ۲ 


= =+" ۲ 
۱ 605۵۸ ۱۵0۵ ا‎ Ycos Ya 
.مه من ات‎ 
sinda sinds’ 9130۸ Ysin cos Yá 
N| Y sin (x t 
rl Y cos(x 0 
) 


(sinx + cosx “= ( 


x! = sing 


T= = cot Ys 


T 
= tan = 
(+2) 


Wie 


Y а. 
) = \ +іпҮїх = fe > sin» = 1 
Ó Ó б 


Ytanx => _ Ytanx 


sinYx = > Ytan x - Y° tanx + Y =. 


\+tanx ® \+{ап'х 
tanx = Y یا‎ 
E = sing > tand (ў) л 


AC = tang 


= sina <tand ûl 


Aa sina А sina ES ۱ ۳۹ 


۱  cosY. COSA’ N Y sinfe’cost.’ 


E‏ ا 


ү sinne YT cosie ۳۵ 


(cos 1° + cosYe) = ACOS Ү °СО$ 1° = Acos Y ° 
a| ۰ a| Y 1° КЕ; 


= 511۳۵ + ۵ 


costa’ 


= ۲۵۲۳۵" = ۴2-۲ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ حاص Шан шне‏ سم کرام است؟ 


۱+ tan(a + 8) tana 


tanq- tanp (f ќапа+ їапб ۳ tanp (Y tand 0 
2کدام است؟‎ = tanYY + 128۱۲ ۵۵۳۳۲۵0۱۲۲ مقدار عبارت‎ ۲ 

tan(— ۴0) (f cot! Y (ў tanfð (Y cotYY (\ 
حاصل ۶۵۰۵۵9۱۰۵ 5۱ کدام است؟‎ ۳ 


гни) - 0 
A v 


۴ ی лес ыш‏ و (aa‏ شخ 
ш: ге 5‏ 


tan(Yó° - x) (f tan(x — 10°) Y -tan(x + \0°) (Y tan(x + 10°) 0 


حاصل عبارت ۱ X= Ysina +y Ysinya‏ برابر است با: 


Ysin(Ta+ D 1 -Ysin(Ta+ D т ۲ 605۲+ D (Y -Ycos(Ta+ D 0 


حاصل عبارت N= cos! (x +y) + cos(x - y) - cosYx cosYy‏ برابر است با: 
ҰѕіпҮхѕіпҮу (f YcosYxcosYy (ў АШ, ۱0‏ 


Y 
N ۱ + 51пҮх 


sin(x +) 


ve - 6 70 


۷-حاصل عبارت M=‏ هنگامیکه ۳ > × > #است کدام است؟ 


A‏ هرگاه y = + Arctanx‏ باشد. برد ыб‏ کدام است؟ 


«жуш 0 


۳ 


sIn \° 


0 0۴۰و (Y‏ 605۴۰ 
۰ -هرگاه ۲ سا + sinx‏ آنگاه مقدار عبارت Т = sin ' ×+ cosx‏ کدام است؟ 
ik‏ رعبار е‏ 


TIC ۱0 ۲0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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tanx - tany 


А = tan(a + В - о) = tanb tan(x - y) = یارآوری:‎ )۲(-۱ 


۱ + tanx tany 


10۳0۳۲ +۵۲۱۲ _ 


= (Y) [ 
y-tanYYtan Y 


tan*ó°=tan(YY + ۱۲( > 


tan YY + 128۱۲ = ۱-20۳۳ tan \ Y° > tanYY + tan \Y + гапўў гап \Ү = ۱-2۵ 
(-cos 1۵° -sin 1۵°) =} sinî. = 


Y(sin Yx - sin=) 
Y س‎ T کے‎ 
Y(cos Yx + COS 5) 


9113۶ ۰ 


X = - 609۲۵ + ۳۹۱۲۵ = - cos YG + s sinYa 
co 


_ -Cos -СОЅ YG + 510۶۰511۲0 _ 
COS? ° 


Y + 605) YX + Y Y + cos[ Yx - Y 
е S s _ - COS Yx COS Yy 


= ۱ + — (cos(Yx + Yy)+ со$(Үх - Үу)) - 7 


- Ycos )۶۰ + YG) = -Ycos(Ya + 7) 


۱ 
= ۱ + г YcosYx cosYy – соѕїх соѕїу = | 


I е | - ۲ sin(x +Z) 
M- (sinx + cosx) _ |sinx + cosx | _ -(sinx + cosx) _ у ON 


sin(x 2 sin(x ro) sin(x r) sin(x +2) 
هر دو منفی‌اند.‎ COS sin (ناحیه‌ی سوم)‎ 7 > x < TZ توحه کنید که در فاصله‌ی‎ 
(\) Л 


< + Arctanx <+ +> ДО ең 2 
۲ ۶ ۶ Y ۳ ۳ 


۲) (۰ - COS) + ۰ -( 


sin 1° sin 1° 


= Y> sinx = \> cosx = >T = + = 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir PA یلته‎ ۴ 


اد ھرگاہ ج < ы; x‏ باشد وا = «cosfx‏ مقادیر 7 در کدام فاصله قرار دارند؟ 


]۲۰۴( (f (Y y] w )۰,۲( (Ү (10 
پرابر است با:‎ cosYs "+ 605۱۴۰۳-10۱۰" حاصل عبارت‎ ۳ 


cosY o° (f sine ° (ў + (۲ о (\ 


а ۱ 
آ کدام است؟‎ = )۱- tan )(tana+ с=с ( عبارت‎ ре 
۱+ cot (f ۱+ tan (۳ ۱ tan (Y ۱ -сок- (\ 
۱ ۱ ۳ 
ھر گاه ۲6۵۵0 = + × اشد حا — ×کدام است؟‎ ۴ 
وت‎ y صل‎ ЕТЕ А 
Үсоѕа (f cosa (ў ҮсоѕЅї а (Y «3۳0 


۵ هرگاه × = "10۷۰و - ۱ باشد. حاصل °° ۱ کدام است؟ 


с Yx (Т х (\ 


A ЭШЕ ЕЕ ард р‏ وا 


۱+ 608۲۰ 4 
601۵" ۴ 3۵۰ tanð’ (Y 8100 (\ 


۷ مقدار 6۵5۱۷۰ + ۰510۱۴۰ ۲58۵ = В‏ کدام است؟ 


{Үе ۱ 0‏ زک 


ж. 2. A Y ۲ £ 2 
انگاه حدود تغییرات «کدام است؟‎ ыу] Y > 609۳۲ cos Yx + sinYxsinYx < ۱ о; -Л 


T >× < 

۴ 

٩‏ هرگاه 4۸۶۵1۷۵ A = хап\Осапуд‏ آنگاه ۸ کدام است؟ 
YC ۲0‏ ۱۳ 


ma СО Lapas а هگا‎ 
۱ + 6 


_ tan (Y _cot (\ 
Y Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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= > => T cx > >} > وه‎ < ۱ 


т -۱ 
Y 


л 
q 
< 


<\ —>\<ш-\<Ү —Y<m<Y 


YcosAo ° cos%o° – 51п\°о° = соѕЛо° — cosAo° = о 


Ytan ` \ + tan" ۲ 
— 1) этап” =t>T=()-t)( 
tan" ۱ tan? Y 


Y Y 
\ +1 \ +1 Y 


ел = (х +) - х +2) = Acosta - #сова 
Y x xV xX 


x 
= Y(Ycos'G - Үсоѕа) = Үсоѕа 


510۷۰ ° =cos Y. ° =x = ۱- 10۷۰ = ۱- COSY: = sinye > sin. — 


A IA ш o шашы, 


Ycos* 1° Ycos ó ۲۵۵۵ 


۲)-3( 09۱۹۰۲ع)‎ - сов.) + 0۵۱۷۰ 


= - COS 14° + 0608۱۷۰۲ = COS 1° – COS Y° = ° 


Y > )موی‎ - <1> т 


A= tan \ôtanYðcotYâcot ið = \х A= \ 


77 <X < Үл 


л X 
— <= > 
۲ ۲ )۲( ۰ 


tančice 2‏ منفی اسب • > tanŽ‏ 
L‏ دنزیم دوم اشت دای y аан‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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cosx(YcosYx — 1) = е‏ حدود مقادیر m‏ جیست؟ 
FE ]۰,۱[ ۲‏ ۴ب 


۲-هرگاه *۴۲۰ > x‏ >۳۰۳ باشد.حدود تغییرات sinx‏ کدام است؟ 


1¢ LAIC БР, R, jo 
Y Y 


Ez Р ВЕЕ +cot Yx © 
۲ ام است‎ т=з" I صل کسر‎ ۳ 
сох - tanx 


\ 
\ (ў Y (r са 


Y x tany + 9۵7 
009۵۰5 tany’ -tanYó 
Y (۳ Y (ї WQ 


۴_حاصل عبارت = P‏ جقدر است؟ 
۵ کدامیک از عبارات زیر منفی است؟ 
(f 9110۳۳۰ — sinY YA ° (Y 810۶۷ - V° (Y 005۲۱۳" 6۷۵7 0‏ 128۲۲۵ ۲۷۲ 1210۲ 
Afa?‏ ° > 50۲0و ° > соз'@- cosa‏ باشند. انتهای OLS‏ درکدام ناحیه‌ی دایره‌ی مثلثاتی واقع است ؟ 
۵ اول © دوم ۳ سوم © چهارم 


باشد. تغییرات tanx‏ کدام است؟ 


۰ 


N Y ҮҮ ye (995 G 


(0, US, +] < 


M 
$ 


tanx + ү) = ۲ „їап(х- a = ۳ aA‏ باشند. حاصل Yx + tany‏ کدام است؟ 


۶ =. _ A = 
8 саз PA ۱0 


E 
4حاصل لق =) کدام است؟‎ 
\- ۰ 


r ў ۴ N| ۳۳ ۳ Б 1 0 
В 


а Е 
برابر است با:‎ tantan حاصل‎ (a ع زب‎ т) „зіпа + sinp = Ysin(a 46) به فرض‎ ۰ 


\ \ 
т Y (ў = Y OQ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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cosx ( Y( Ycos x ۱( - у= => ۴۵09۲ - Ycosx = T= cosx = 7 
U LL 
۶ R Y Y 


= o <cosYx <\ жаса => .<m<Y 


۳۰۳ > x< ۴۲۰۶۳ = -۱ < sinx < ۱ ۳۲ 


توجه داشته باشید که فاصله‌ی [Ye °, Yo]‏ یک دور کامل دایره را شامل می شود. 


۱ + cos Yx 
- Y 
sinx _ Ycos ' Yx _ COS Yx _\ б) 


С Үсїх YsinYx cosYxcofYX vginYx. 5" Y 
sin Yx 


sine o 
P= Y x ا‎ = ۲ x Ysinð. COS A ° _ є 
COS Ó ° ° ѕіпд» 00۵۰ 11۰ 
۵05۵ 
үл ۲ 
л<а< В > Е (ناحیه‌ی‌سوم)‎ < cosa > cof < cosd - 6098 > ° 
= 609۲۱۳ – 609۲۱۵ < o 


Ysinc cosa > ° 


cosa ( cosa -۱(> ۰ => 0090 > • | 51160 > ° 
.. 


л 
<X<— > 


۲ 
>× > => оо <tanx <- À 


д 
۶ 
л 


у у 
tan(x сои tan(x - =) ۲ب‎ _ 


۱-۶ 


<< ЕЗ эс. _\ 
\ - tan(x + )tan(x - >) 


y y 
Е у tan(x +) - tan(x - =) oyy - 
tany = tan(( +7) - (x - ) Taea Е Рт V 
۱ +tan(x +-)tan(x --) Е 
= tanYx + {апу = =A 


° — ۳ ° 
кен. s жиы 
tan 1° \- ۰ tan 1° ۳ 
ysin É cos کے وزو = لت‎ cos +Ë = cos( Ç -É)= Ycos( Ç ©) 


cos Z E + sin & sinl = vcos Z ¿os Ë _ Ysin Č sin Ë = Ysin sin Ë = cos Ç cosÉ 


> tan f tan = ۳ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱دحاصل tan(YArctan)‏ SدIم‏ است؟ 
Yo ۱0‏ 
( ( ۳ 
gi ۲ Y. Y‏ 
۲-حاصل ШЫ sim(Aresin-— + Атсіап-)‏ است ؟ 


и А (у \ () 
57 ۳۳ EA 


\o 


P = Arccot(- 4‏ کدام است؟ 


) - Arccot— عبارت‎ рә 


۳ тт л(\ 


۴ هرگاه л + Arccotm‏ = »0 باشد. „!„5шї@‏ است با: 


Ym 
Y 
тї'+ \ 


ھ۵ جواب معادله‌ی $ = plp Arctanx + ArctanYx‏ است با: 


x=N FT x N YW N Ya 


۳ Y 
کدام است؟‎ ۸ = {ап(л+ Arctanx) + соду Arctamo) حاصل عبارت‎ ۶ 


x + cot (V x + tanx (Y о (\ 


۷ هرگاه Arcsin‏ = «باشد. соѕҮх‏ برابر است با: 


۷ 
-——(ї 
ˆ 


۷ 
0 سب 
Yó |‏ 
۸ حاصل Acor‏ ترا برابر است با: 
“ЖЯ Y ۱‏ 1 
۷ ۵ ۷ 
“(ү й‏ = 
ш ۷ ( ۵ |‏ ۳ 
۹ معادله‌ی Arcsin(cosYx)= T‏ در فاصله‌ی Үл‏ < × < ° چند جواب دارد؟ 


Y (ў \ (ў 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Arctan =a > tana =} > tana = — tane _ 1 


\-tana \- 


Arcsin z = a>sina => , Arctan + = f> tanê = 


sin(a + В) = singco+ cosasinf 


cosa =y \-sin'a = y2 =i 


со = 1 TE ۶ا‎ > соб = $ 
Y 4 

۵ ۵ دب ۱+۵8 
۶ 


sinê = 4 ۱- соѕ' = \-3 = 


| ۱۲ ۱۲ ۴ 
ШОТ орг се. 


p=x- Arecot - Arecot =л - Arecot - (Агсап 2) 


= хл - (Arctan `° + ۸۲۵۵0۱ ) =7 -& ЕШ 
q q кл 


Arccotm = 0> со{@ = m > tan0 = = 


_Ytanð _ - 510 ۲0 = 


۱+ 0۵ piai 
_ 


ه(۲) روش اول YxY—‏ ج Аййуб‏ 


911 ۲۵ =sinY(z + 0) = 51۳0) Yx +Y0) = sin Y = 


tan(Arctanx + ArctanYx) = tan > X + Yx _ 
Y ۱ - ۲ 
5 ۳ N ۳ ua a 
PRT х = قابل قبول‎ 


Р КЕ; РЕ |‏ 
روش دوم: با امتحان کردن ۳ ч э‏ سادگی به همین جواب می‌رسید. 


A = tan(Arctanx) + tan(Arctanx) = x + x = Yx )۴( ۶ 
үр f Y . у ۶ 

х =Arcsin- >sinx=— ,cosYx = \- Ysinx = \-Ү(——)=- (1) У 

б б ۲۵ ۲۵ 


Arccos — = a>cosa= سل‎ ,tan =? A 


уе 
tan — Y- cosa _ 


Y \+сова گیب‎ 
۱۰ 


Arcsin(cos Yx) = z > sin = cos Yx = cos Yx = cos 2 


> Y = ۲7 => x = kur + 
۳ ۶ 


B = Arcsin( -cos = )= - Arcsin(cos = 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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١-دوره‌ی‏ تناوب تابع > y = sin cos oos‏ کدام است؟ 


їл 


л (| 
| 


їл 
. 
کدام است؟‎ у = sin Yx - sin' Yx ۲-دوره‌ی تناوب تابع‎ 
T T 
“(ү ۾‎ 
( - ( 


۳-دوره‌ی تناوب تابع ×۷ - yx] + | òx]‏ | = رکدام است؟ 


۲ (۳ ۵ (Ү ۱۰0 


x 


۴-دوره‌ی تناوب تابع f(x) =(- 0 ِ СО$Х‏ کدام است؟ 


Y Y Үл ۲ л (\‏ 
۵.دوره‌ی تناوب تابع ) ۱1 - ») _ )1-( = از کدام است؟ 

(f Y (ў Y (ї ۲ 0 
برابر است با:‎ 7 = sin(Yrx+ Z) + Үѕіп(ўлх Е) + *їпдлх دوره‌ی تناوب تابع‎ ۶ 

۳۰ (f Y (ў ۱۵ (Ў л б 
۷-کدامیک از توابع زیر متناوب است؟‎ 

у = xtanx (ў у = cos (Y у = sinx 0 
است؟‎ е! у = sinîfx + cos fx ۸دوره‌ی تناوب تابع‎ 

с N 0 A 


٩-هرگاه‏ دوره‌ی تناوب تابع f(x) = tanax + cotax‏ برابر TE‏ باشد. مقدار ۵. کدام است؟ (۰ (a>‏ 


۳ Y Y ۴ 
аш т N т 


۳ 
است؟‎ Аб (х) = sin! Zx +x - ۴ HÍ ۰-دوره‌ی تناوب تا‎ 
f ۶ v| =. 


۱۳ (ў Y Ç ۶ 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Yx Ya _ 
м 
۳ 


sin— >T= 


у = sin" Yx (ѕіп'Үх - \) = - sin" Yx 609۲ Yx = = sin'Yx— T =+ 


у= 1 Yx] -Yx +۱ ox] - ۶ 
رس تلا‎ 


(-cosx)= (+\) || cosx = f(x) 


۳) 
۴(۷) تابع ثابت متناوب است. 


A 


Л 


۳3 (1) 4 


ه \ (۴) 


سعی کن فرمانده‌ی روح خود باشی. 
سخن گفتن یک نوع احتیاج است ولی گوش دادن هنر است. 


سخن گفتن به موقع و سکوت نمودن به موقع. نشانه‌ی عقل است. 


صلح کن بامه. ببین مهتاب را «مولوی» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-حواب کلی معادله‌ی ۱- = tanðxtanx‏ کدام است؟ 


Кт л 107 л л 
== д = ү кл-— (б 
Cra" o ۳٤ 


Cat бы 
ی در فاصله‌ی [۰,۲7] جند جواب دارد؟‎ = ۲۸| Y ۲-معادله‌ی‎ 


Y (۳ Y Ç ۳0, 


۳-حواب کلی معادله‌ی ۰ = 005۳:605۵ - соѕхсоѕүх‏ برابر است با: 
кл кл кл‏ 
Di EMAN‏ == 
т ۴ ( Т (‏ ۳ 


л در فاصله‎ 51۳0۵7 - sinYx = sinx معادله‌ی‎ ۴ 
۲ ى‎ 2 с 


; °[ چند а)‏ دارد؟ 
А л Үл‏ 
۵ مجموعه جواب کلی معادله‌ی -x)= Y‏ )صا +( - )صا کدام است؟ 
x = Ykr+ u x = Ykor+ G x = Кл+ 0‏ 


sinYx+sinx _ 


л л кл 
Кл + — kı + — (Y —— (\ 
Т = ( Le 
کدام است؟‎ орд!" +1ор$°5* == log معادله‌ی مثلثاتی‎ A جواب‎ ۷ 


к= kr + 2 (т 


x= kur + 
Y 


kr Yx 
= — + — 
Y Y 


x 


۸ حواب کلی معادله‌ی ۰ (х . + Ycos( 87 -x)- Y=‏ کدام است؟ 


ткт + 2-۲ kr + Te kr + 2 (ү kr + (\ 
۸ Y A A 


٩-اگر‏ معادله‌ی SbblstanYx + mcotYx = ۲۸] Y‏ جواب باشد. حدود کدام است؟ 
т> ۲ ۴ m > ۳ т< ۲۵۲ m > ۲ ۵‏ 


۰ مجموع جوابهای معادله‌ی اك( 0( + که در شرط x > Үл‏ > ° صدق می‌کنند. کدام است؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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tanx = - cotx = cot(-x) = tan( Ç +х)=> ۵ = Кт с +х>х= 


O - Y| ۳ scoi = -N> Yx = т-5 


\т AW Yr‏ ي 
JY I۲‏ 
(cos Ax + соѕ?х) = (cosAx + cos Yx) = °‏ 


Xo 


kr 

9х = ҮКт + Yx Y 
9х = kr - Yx x = kar 
Y 


СОЅ?Х = COS YX => | 


ôx + Yx sin 2-1 = sinx => Үсоѕ Yx sinx = sinx 


Үсоѕ 
sinx = o > x = kt > x = о 


зе ay paz a yay е t 
Y Y 
tan(x --=) + cot(x =) Y بو‎ = Y = a= ۱ هد( گه:‎ 
a 
> tank – 2.) = +x -Z = k7 +3 5х = km +Z 
۱ \Ү ۲ ۴ ۳ 
Ysin YX СОЅХ —\ > ÝSINXCOSXCOSX 


sinx sinx 


۹ 77 
> x = k7 + т со$'х = cosa >x = kr: 


liggi" сох = log > sin Yx =+ = sin Yx =} 


= Y= cos! x - 1 - 7 
۲ ۳ 


با توجه به دامنه‌ی تابع (که ربع اول است) جوابها قابل قبولند. 


YA 
sin(x -Z) = +x -Z= Yk + Ž >x = yka + (9 
sin'(x -) + Ysin -*) -Y= > ^ ^ ۲ ۸ 


ور وی و p‏ <<( - )له 
غیرقابل قبول A a‏ 


їап'Үх - YN Ytanyx +m = „> ج. < اه‎ (YT) а> т 


sin(x е »جا‎ = Yk +7 


sin(x + )= - Y= x = -Yi 


sin(x +7 )eos( < -x)= ۱ << 6 (= \= 


Л 


>X, +X, = E sin(x + D = cos - بار آوری:(×‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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بخش پذیری 


۱ باقیمانده تقسیم چند جمله‌ای ۶00بر a‏ - × اگر f(x)‏ یک چند جمله‌ای برحسب х‏ باشد. آنگاه (۶00را بر  - a‏ تقسیم 
می‌کنیم؛ خارج قسمت را О(х)‏ نامیده و باقیمانده RI,‏ می‌نامیم یعبی : 
طبق امتحان عمل تقسیم داریم: f(x) x-a‏ 
Об)‏ - 
R (х) = (х- а) О (х) + R‏ 
К = Қа) 10 (а) = (а-а) О (a) + R = + Коз‏ 
х) ۳1 Ир,‏ بر 2-× بخش‌پذیر باشد. آنگاه R = о‏ است. 
تست: اگر باقیماندۀ تقسیم چند جمله‌ای ۲ + mx‏ +۲۳ بر ۱ + برایر ۲ باشد. باقی ماندةٌ آن بر ۱- ×کدام است؟ 
(Y -۴ 0‏ ۶- ۴(۳ د) ۶ 
x+ ۱ =o х= -۱ =R = (-\) > ۲ < ۲ - m+ Y >m = ۲ > (х) = ۲+ Yx + Y‏ 
о << 7 < ۱ >) = ۲+ ۲+ Y= #‏ < ۱ - 7۶ 
۲-باقيمانده تقسیم چند جمله‌ای )بر :ах + b‏ 
)?= وج × ج b=.‏ + و 
a a‏ 


۳ ھرگاہ باقیماندء ax + b yf)‏ ۸ باشد باقیماندۂ ых + È „ңх)‏ همان ۸ است. 
a‏ 


Кх) = (ax + bqa) + R = a(x + 2(4 + R = (x + 204 +R 


۴-باقيمانده تقسیم جند جمله‌ای )بر :ах® + b‏ 
b‏ 


ax" + b = o >x} = — 
a 


حال b f(x)‏ بر حسب قوای نزولی "×مرتب کرده در (X)‏ هر کجا "×وجود دارد. حت می‌گذاريم و این عمل را آنقدر ادامه 
می‌دهیم که دیگر در X" (Х)‏ دیده نشود. عبارت بدست آمده همان باقی مانده خواهد بود. 
تست باقیماندۂ ۱ + × + × + ویر Y‏ + × برابراست ا: 

۴۶ + ۴ Yx+ ۳ Yx+ 1 (Ү x+ ۱0 


x + Y =° > x = -Y х) = x" + x(x) + x+ À 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۲ =y 
— В = f) = -Y) = ۴× Yx + x+ ۱ = Yx + ۱ باقی مانده‎ 


توجه کنید که چون مقسوم علیه از درجة ۲ است لذا باقی А5 одде‏ عبارت حداکثر از ауы‏ ۱ مانند 9 +2 خواهد بود. 
تست: باقی ماندة تقسیم ۱ ax + bx'+ x+‏ + یر \ - "برابر صفر است. 0 کدام است؟ 
Ye -۲ (۲ ۵‏ ۴( ۳ 
x - ۱ =o >x = \‏ 


\+ах+Ь+х+\=‏ > \ ها + هب( 


(а + «+ (b+ =x + 0 
b+. —b=-Y 


تست: باقيماندة Yx) + ١‏ - × بر «کدام است؟ 
х'-х+ ۱ (f ۱۳ «۲+ ۱ ۲ ۰0‏ 
х= о > (х7)? - ухх + ۱ = о - Yx) + ۱ < ۱ >R = |‏ 
تست: ИЕС‏ +'*" »×ط + " "× بر ١‏ +"×کدام است؟ (а < Y)‏ 
ах'+ bx + ۴ -ах\+ bx + ۲ axî- bx + c (Y 20+ bx - сб‏ 
x" = -۱ = "x" + b(x")'x + c = -a+ bx + c‏ 
۵ باقی مانده تقسیم چند جمله‌ای :ах'+ bx + c х)‏ 
کافی است مقسوم علیه را مساوی صفر قرار داده و بزرگترین عامل یعنی "درا استخراج کرده و سپس مطابق حالت قبل (حالت 
۴ عمل می‌کنیم. 
مثال: ثابت کنید ۱ + ۲۳۵9۲۵ + „х'‏ ۱ + ۲۵۲0 +۳ بخش پذیر است؟ 


ХҮ + Үхѕіпо + \ = ۰ >x` = - ۲۶ 51100 - \ 


(х7) + YX COSC + ۱ = (- ۲۹16 - )' + Y(- Үхѕіпо - \) соѕҮа + \ 


= ۳ їѕіпїо + Ұхѕіпо + \ - Yxsinacos Ya - Үсоѕ YG + \ 
= Y (- Yx sing - \)ѕіп'о + #хѕіпо + fx sina cos Ya - Y cos Ya + Y 
= - Axsin'g - ۴۹1۴۲6۵: + Yxsina ( 3 - cos Ya) + Y ( Y - cos Ya) 
را سرت رس‎ 
۲۹0 ۲۹0 
= - 91۳0۳0 - ۴91۲ ۲0+ Ax Sina + f sin'a 
لذا بخش پذير است.‎ 
بخش پذیر باشد. ۳ و را بیابید؟‎ ۳ - Yx ۳ „х'+ mx + n مثال: اگر‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۳ - ×و هم بر ۱ + بخش‌پذیر باشد به عبارت دیگر باقیماندۂ а(х)‏ ۳ - ×و ۱ + «یعنی p(Y)‏ و (۱-)0 برابر صفر باشند. 


ў) ۸۱ + ۳۵ + 12 = ° КЕЯ ЕЕ 79 
sas р(*) = тп “= т Y 


m-n= \ n=-YN 


р(-\) = ۱-10 + 12 ۰ 


روش دوم: برای < х)‏ بر ۳ - Yx‏ - × بخش‌پذیر باشد بايد باقیمانده صفر باشد لذا اگر فرض کنیم سه جمله‌ای 
ax" + + c‏ خارج قسمت باشد آنگاه داریم: 

xî + mx + n = (х! - Yx- Ү)(ахї + bx + c) 
واضح است که ۱ = ۵بوده و داریم:‎ 


xî + ох! + ох! + m + n = x + (b - ۲( + (c - Yb- Y)x' - (Yc + Yb) - Yc 


با این روش علاوه بر اینکه 10و 9 بدست می‌آیند خارج قسمت تقسیم که ۷ + Yx‏ +2۳ می‌باشد. نیز بدست می‌آید. 
روش سوم:  - Yx- Y ربارx + m+ N‏ تقسیم کرده باقیماندۂ تقسیم را متحد با صفر قرار می‌دهیم. پس از تقسیم 
خارج قسمت ۷ + Yx‏ + رو باقيمانده n+ Ү\‏ + (۲۰ + ۳) بدست هی Әз‏ پس: 


тї + ۲۰ = • m= -Ye 
R= (m+ ۲۰( + + ۲۱2۰ ох. و4 >= و4‎ 


1 + ۲۱ = • n=-Y)\ 
حداکثر از درجۀ‎ 45) (х – а)(х - b) х) باشد» باقيمانده‎ R, plx- b بر ۰-۵ برابر بو بر‎ х) هرگاه باقيمانده‎ (# 


اول 


х-а 


Y b-a 


, (a # b) 


кх) = (Кук - b) + R یا‎ (Rsk a) + R 
a-b Y a-b i 
حال بر طبق تقسیم مقابل داریم:‎ RG) = mx + n اثبات: فرض می‌کنيم‎ 


fo) | @(x-a)(x-b) f(x) = (х - a)@ - b) Q(x) + mx + n 


Оф) 


R,=ma+ 
К(х) = тх + п 
- (К, = тЫ + 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ma + n =R, >n =R, - ma = R, - ÈR 

а 

2: Ra Rb-Ra+tRa_ R,a- Rb 

n = = 
a-b 


> RG) = me + n = 


a-b 
к-К, | Ra- Rb 
a-b a-b 
بر ۶ +۵ + × برابرست با:‎ f(X) ترتیب برابر ۱-و ۲ باشد. باقیماندۂ‎ ax + Y بر ۲ + »رو‎ х) تست: اگر باقیماندهٌ‎ 


—_Yx—- V (f _Yx+ ۳ -۳ (Y Yx б 


fx) = 604+ ۵+ v) О(х) + mx + n 


Ү=(-ї)=-\ш+п ۶۷ 


با استفاده از فرمول: 


R,a- R,b 
a-b 

а ЕТ р ۲ )- ۲ CA CY 
-۳- (Y) -۳- (CY) 


۷ هر گاه باقیماند؛ تقسیم 100و ۵00 بر Бх)‏ ترتیب برابر STE)‏ 5000 باشد در این صورت باقیماند؛ تقسیم К) а(х)‏ 


К(х) = b x + 


= —Yx-—- V 


00 برابر است با باقیمانده تقسیم г(х).5(х)‏ بر .b(x)‏ 


+(x) 
+5(х) 


f.) = (6(х))'О (х) QE) + Ы(х)5(х)О (х) + Ы(х) гх) О,(х) + reos) 
باقیماندة 000500 بر‎ ых) بر‎ fE) بخشپذیرند لذاباقیماند؛‎ ЫФ) سه عبارت اول سمت راست تساوی فوق» هر سه بر‎ 
یکی است.‎ b(x) 
x- ۳۶+ Y بر‎ (х) (х) باشد باقیمانده‎ + Y بر ۲ +۳۶ -"×به ترتیب ۲ - و‎ g) تست: اگر باقيماندة تقسیم 10و‎ 
است؟‎ ШЫ 

Yx+ ۶ ۴ Yx+ ۶ ۳ ۷۰-۶ ۳-۶ 0 
== درا‎ ٣× + Y „(х-ї)(х+ү) = x- ۴ حل: کافی است باقیماندۂ‎ 
x - Yx + Y = c >x = ۲۲ ۲ 


R(x) = Yx - Y - Y = Yx - ۶ 


یاد آوری اتحادهای چاق و لاغر: 


x» - (О x .. + x+ À) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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x+ \ = (a + о x+ |( , (són) 
کافی‎ В = R- ×* ..- × + ۸و یابر(۱‎ = 6۳۱+ x+ ..+ × + ۱( برای اثبات بخش‌پذیری (00]بر‎ (A 
صفر‎ (x+ ۱(8 = ۳+ ۱ صفر است و با ۸ است و بر‎ (х ۱( А = x"- ۱ ترتیب بر‎ ях) است ثابت کنیم باقیمانده‎ 
است و با 8 است.‎ 
بخش پذیر است؟‎ 2۳+ × + ۱ рх + × + ۱ مثال: ثابت کنید‎ 
داریم:‎ (x - + x + ۱( = x—— 1 حل: طبق اتحاد‎ 


х'-\=°-—>х'=\-—>х'х'+х+\=\(хХ')+х+\=х'+х+\ х'-\ باقیماندة تقسیم (16بر‎ 
хо + + ۱ = (х - \)О(х)+х'+х + | 
لذا: ويا‎ 


+ ۱< x+ \) (х - (Q(x) + \] 


(х) s 000‏ ۱0 دوب 


و این یعنی (100بر ۱ + × + × بخش‌پذیر است. 


مثال: ثابت کنید ۱ f(x) = ۱۹۹۹+ MM WY rx‏ بر ۱ د + ... + × +× +× بخش پذیر است؟ 


حل: با توجه به اتحاد ۱-۱ (۱ + ×+ ... +× (х-л) (х‏ داریم: 


x= \ => (x) × (xV xA... (к) x + ۱ 


= ۱+۱ t IX+ =X +X +X À 
х) = (х\°- \)Ох)+х\+х^+..+х + ا‎ 


‚Ї(х)=(х®+х^+..+х + \)[(х-\)О(х) + ۱[‏ یا 


=(х\+х^+..+х+\)О(ху)+, 009 


یعنی X i+ : „+ x + ۱ fa)‏ بخش‌پذیر است. 
٩‏ باقیماندهُ (n E ,a> °)x £ a „х"+ а"‏ 
الف) a"‏ -"×همواره بر a‏ - × بخش‌پذیر است. زیرا: 
В = х! а = a- а =‏ و = 

ب) ax" - a"‏ ازاء ‏ زوج بر a‏ × بخش‌پذیر است. زیرا: 

Е) ae a- а? = о‏ و ی وت 
ах" - a” (z‏ ازاء ٥‏ فرد بر а‏ + <بخش‌پذیر نیست و باقیمانده‌اش ۲2۳ -است. 
„ээп‏ 


=-а»К=х"-а"=(-а)"-а - а? - а" = –-Үа? 


د) ах" + а"‏ 8 فرد بر а‏ + بخش‌پذیر است. زیرا: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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-a + an‏ ا 


-a > R = x" + а? = (-a)"+ a 
است زیرا:‎ Ya" بخش‌پذیر نیست و باقیمانده‌اش‎ + a ازاء ۳ زوج بر‎ ех" + а? (а 
-a > R = х" + а" = (—a)" + گر‎ а? + а? = ۳ 
است زیرا:‎ ۲2۳ х - а بخش‌پذیر نیست و باقیمانده‌اش بر‎ ۲ - а هرگز بر‎ ۳ + а" G 
х-а= о = »х= а» R = х" +a = а? + а? = Ya 

(A °‏ بخش پذیری (nk E Марта) + ak px’ +a‏ 
الف) x" + an‏ ھیچگاہ بر a‏ - × بخش‌پذیر نیست. 
تست: باقیماندۂ a‏ + ×بر а"‏ × برابر است با: 

-Ya ۴ Ya (r o (Ү а! (\ 


= = x" =a" ج‎ R = (х7) + a° = (a)? + a” = ۷۵ 


ب) š x" + a"‏ بر ак‏ + *«بخش‌پذیر است که 7 فرد باشد یعنی: 2 > n = (їр + ۱(6 , p‏ 


مثال: آیا ۱ +„ ۱ +" بخش پذیر است يا نه. جرا؟ 
بلی» زیرا: ۳ = مځ فرد است. 
تست: کدام درست است؟ 
at 0‏ + × بر a'‏ + × بخش‌پذیر است. X + a” x + а“ (Y‏ بخش‌پذیر است. 
a (ў‏ ×بر ۵ -*×بخش‌پذیر است. $( 2 X + a" „х'^+‏ بخش‌پذیر است. 
(Y) 435: |‏ درست است زیرا: ۳ < 2 فرد است. 
تست: عبارت ۱ +" بر کدام عبارت بخش‌پذیر است؟ 
IAEI x +1 (r x" + ۱ ۲ x + ۱ 0‏ 


Y š ; ۱ МАД Е ‚©.‏ 
حل: گزینه‌ی ۴ صحیح است. ی است. در واقع داریم: х'*+\=(х^) +\ = (х^ + \)(х\#-х^+ л)‏ 
а“‏ -"× زمانی بر 2 +× بخشپذیر است که ٥‏ زوج باشد یعنی: 2 و ۲06 = n‏ 
مثال: عبارت ۱ „х'^-‏ کدام یک از عبارات ۸ +0 A‏ + ۱ + ۱ +۵ ۱ +۵ ۱ + بخش پذیر است؟ طبق 
ак „х"- a" (2‏ - × وقتی بخش‌پذیر است که 8 بر 1 بخش‌پذیر باشد z: шм‏ € لو n = pk‏ 
مثال: عبارت а? X” а? x ° а!" ۵ а! „х! а"‏ ی ayx ۵ x a‏ - بخش پذیر است (طبق نکته د) 


آنستکه 060 و 2л‏ مشتقات متوالی آن تا ,5 )1 elln-‏ بر a‏ - بخش‌پذیر باشند یعنی داشته باشیم: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: ثابت کنید х - (n + ۱( + n‏ = (100بر (۱ — (x‏ بخش ‌پذیر است؟ 
حل: 
بسادگی دیده می شود 
لذا بخش‌پذیر است. 
مثال: sa‏ ا و » را جنان بیابید f(x) = + ax bx + c Ú‏ بر )\ + (x Р) (X‏ بخش‌پذیر باشد؟ 
Ї'(х) = ۲۲+ Тах + b‏ 


+ f-\+a-b+c=.e 
٩2 + ۲۳+ 5۰ = 
۶۵ + b= ° 


ла + ۴0 = -YA 
۶۵+ b= -YV 


تست: جند جمله‌ای \ x+ х'+ х-‏ بر کدام عبارت بخش پذیر است؟ 


+ x + ۴ x'+ x ۱\1 (r х'-х+ ۲ х'—х= V (Y 


x+ x+ x - ۱ =(х'- 1) + + x) = (х'- \)(х'+ л) + (+ ۱( حل:‎ 


= (х'+ ۱()۶۲- ۱+۰ ( 


لذا کزيتة Y‏ درست اسنت: 

تست: هرگاه باقيماندة f(x)‏ بر ۱ - × برابر ۵ باشد. باقیماندۀ f(x")‏ بر ۱ - ×کدام است؟ 
(Ү o‏ 1۲۵ ۵ ۱۵۴ 
f) = G - ۱) О(х) + ۵‏ 
x > x" => ХТ) = (х'- 1) О(х) + ۵‏ 
=(х-\)(х'+х+\)О(х) +0‏ 

0 

=(x- 1) О(х) + ۵‏ 
پس باقیماندة مطلوب برابر ۵ است. 


۲ حل مسأله از طریق همنشتی: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: اگر باقیماندة 100و 200 بر ۱ + × xH‏ ترتیب ۱ - ×و ۳ + Yx‏ باشند مطلوبست باقیماندة: 


x+ x + ۱ тх) - Ye(x) الف)‎ 


К ЧӨГҮҮ x+ x + ۱ „{(х).р(х) (— 
=~ -Y 
x+ x+ ۱ 


۶۶ + ٩ 


x+ ۱‏ + ار 


ҮҚ(х) - Yg) === - ۴۳6-۱۱ باقیمانده‎ 


+ x+ À 


Yx + Y 


күч x+ À ۲ x+ x+ ۱ Y ۲ 
fGo.g(x) سس‎ Yx + x - Y——— Y x - Y - Y(x'+ х + \) 


x+ x+ ۱ 
1)(.20( ——— x - ۵ باقیمانده‎ 


تست: اگر باقيماندة ۸ بر ۱۷ برابر ۱۵ باشد. باقیماندهة ۲۱ - ۳۸ بر ۱۷ کدام است؟ 


v w 4 (Ү \ 
۱۷ 


۱۷ 
حل: ۴۵-۱ ۱ >= ۴۵ > 
۱۷ ۱۷ 
باقیمانده YA - ۲۱-۲۴ —= V‏ 
تست: اگر باقيمانده ×و لآو 2 بر em‏ ترتیب ۵ و او c‏ باشد باقیمانده xyz-abc‏ بر 17 کدام است؟ 


Y (f \ (ў о (ў 0-۱ ا(‎ 


abc > m| xyz- abc > -باقیمانده‎ ° 

OY‏ می‌دانیم هرگاه عبارتی بر چند عبارت که دو به دو نسبت به هم اولند بخش‌پذیر باشد. بر حاصلضربشان نیز بخش‌پذیر 
است. لذا برای اثبات اینکه ثابت کنیم (100بر (x - а)(х - Ь)(х- с)‏ بخش‌پذیر است. می‌توان ثابت کرد (100بر a‏ - ×و X-‏ 
0 وه - ×بخش‌پذیر است. 
مثال: ثابت کنید н) = (х- (۳+ (y - 2( + (z х)‏ عبارت (x - y)(y - 2()2 - x)‏ بخش‌پذیر است؟ 
حل: ثابت می‌کنیم X sy - Z sx - y „Ї(х)‏ - 2 بخش‌پذیراست. 

yS Sa уз» (х= yS ERDE GS =.‏ 
لذا fR)‏ بر y‏ - × بخش‌پذیر است. بهمین ترتیب ثابت می شود که (×) بر sy - Z‏ × - 2 نیز بخش‌پذیر است. لذا بر 
حاصلضربشان نیز بخش‌پذیر است. 


مثال: چند جمله‌ای از درجه‌ی چهارم f&)‏ را چنان بیابید که f(x + Y)‏ بر ۱ x+ Yx + Y DÍ уох x+‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


wwwi.riazisara.ir /انديشه برتر‎ YY£ 


بخش ph‏ بوده ۱۶۲ = ә)‏ )1 باشد؟ 


м pegea у л А ۳ = 6-۳۵00 
16» -۱( = (x + Y O!) کاب + تبدیل می‌کنیم.‎ (фу) (+) O) 


چون f(x)‏ از درجه چهارم است لذا: (۳ + Қ) = k (x - T(x‏ 


Қо) = ۲ 
— 


(х) = ke- 4) = f(e) = Aik ۸۱1 = ۲‏ با 


> 1-۲ = 10(- ۲۲-۹ 


عمر ضایع مکن ایدل. که حهان می‌گذرد. (Aa)‏ 


علم ور است و جهل تاریکی. «اوحدی» 


عبادت به جز خدمت خلق نیست. «سعدی») 


فقط یک چراغ است که مرا هدایت می‌کند و آن چراغ تجربه است. «پاتریک هانری» 


کسی که مرتکب اشتباه نشده اکتشافی هم نکرده است. «گالیله» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-اگر باقیماندۂ (100بر ۱ - ×برابر ۲ باشد. باقیماندۂ (16بر ۱ - × برابر است با: 
F۴ (r ۶ ۲ ۸0‏ ۴ ۲ 
۲اگر уп € N‏ 17 باشند. برای اينکه ۱ +""× بر ۱ +"× بخش پذیر باشد. لازم است که: 
n = Yk+ | (f n = ۳ m = ۲1+ ۱۲ m = ҮК (\‏ 


۳-عبارت f) (x` Yx + Y‏ ب А= (x` +x‏ بر کدام یک از عبارات زیر بخش پذیر است؟ 


x+ ۴ (х+ ۳۲ x" À (Y 6-۱0 
بر ۱ + × +«کدام است؟‎ × + Yx x ۱ باقیماندة تقسیم‎ ۴ 
- ۴x - ۱ (f Yx+ ۳ ۴۶-۱ (r ۱ - Yx 0 


۵ به ازاء جه مقادیری از п за‏ عبارت ۸ +۲2۳۲ -۲(۲ „(а-‏ ۲-× بخش پذیر است؟ 
S 7‏ ها 
۶کدام نادرست است؟ (n € М)‏ 
a" (\‏ -هميشه بر a‏ - × بخش‌پذیر است: 
X a" (Y‏ هیچوقت بره - × بخش‌پذیر نیست. 
a ۳‏ + وقتی بر a‏ + × بخش‌پذیر است که 1 فرد باشد. 
x" a" (f‏ هميشه بر X + a‏ بخش‌پذیر است. 
۷اگر ۶ - × -«یک عامل ۶ Ab × + ax™- ٩+ bx-‏ مقدار b‏ + ۴۵ کدام است؟ 
(f -\Ү ۳ -y (Y ۱۹ (\‏ ۲۵ 
۸ باقیمانده تقسیم ۲ +20 ابر ۲ + x‏ برابر ۶ است. هھ کدام است؟ 


-1۵ (۳ -Y (Y -yY ا(‎ 


(n € № بر ۱ + چیست؟‎ Р(х) = ه)‎ + о)" А + (cx + а)" * ' باقيماندة‎ ٩ 


۱ (* a w) (ў (а+ сє)! (Ү & (\ 


۱-اگر cxt- ۴۸ + ۲۸ = (х'+ ах + ۲()۲+ fx +b)‏ در این صورت atb‏ چقدر است؟ 


Yo (f ۰۳ ۵ (Y ۱۰0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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f(x) = (x - q(x) + Y 
f(x") = (x"-۱)q (x) + Y—=(x-y(x'+x+ л) а(х") + ۲ = (х-л) (х) + Y 


xm, =X" = $ R =X" + \=<(х') +\=(-\) л=п ҮКА 


a"- b' = (a-b)(a"+ ab + b`) 


(“+x f) (x`- Yx + v) = (к x! + ۴-۲ + Yx- )(...) 


= (x+ Yx+ \)(..) = (x+) (..) 


x - ۱ = (K - \)(х'+ x + à) 


۳ -۱- » ۲ج‎ л Вх \ + ۲۷۶۱۳ хү y= (x") x еа у(х") х + (x) x - 


= \Х + ۲۲ + - ۱ = ۴۲-۱ 


>x V+ ۲۱۲ + ۷-۱ = haga) ۴ \=<(х-\)(х'+х+\)д(х) + ۴-۱ 


+ + \) а(х) + ۴-۱ 


x -Y=. >x = Y> К (а – Т)" - yay += ۵۲-۲۳۹۲ a" += Phasa [17 (۴)۵ 
а= دلخواه‎ 


хп а" )۴( ۶‏ هنگامی بر ه + بخش‌پذیر است که зуп‏ باشد. 


x x- و‎ =c > x= x+ ۶ راه اول:‎ @Э-У 


R= (x) + axx" ax ۲+ bx ۶ = (х +7) + ax (x: ۶)- (x+ ۶(+ bx -۶ 


=X 


۲+ YYx + Ў? + ax + ах – 4х - ۴ а(х +۶(+ bx ۶ 


а)(х + ۶) Yx - YY + ах + bx 


۶۵-۱۸ = ۰ =a =Ý 


аз ۶۵ + Б)х ĉa = x +> | 
۱۴ + Va+b —-—>b = -Yð 


Ya+ b= ۳ 


x'-x-f =. x=, x ~>] 


т) =: 


راه دوم: از حل دستگاه هو b‏ وال انا 0 بدست می آیند. 
Ше]‏ 


۲ + Ў وج‎ ۷1-۳۲ ۴۵+ 1= # >а –4 (Р) ۸ 


ar) 4# с+а ° (\)-5 


(\)-\° 


> f= همم‎ {з 
9۴ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ بافی ماندة تقسیم (۱ (т ххх + ۱( + (Ya Y+‏ کدام است؟ 


йс Е: Е: ۱۳ 
MEE Ва у ыу 
кү кү СА сҮ 


۲-اگر باقیماندژه + Yx‏ +9 +۵ بر ۲-۱ باشد باقیمانده + „а'+ bx‏ © - «کدام است؟ 
a‏ 


0 ۱ $( :$= 
us Ы Т:‏ ا 
۳ کثیر الجملة ۱ fE) = (х - М) (х - Т)"‏ بر کدام یک از عبارات زیر بخش پذیر است؟ 
\( فقط بر ۶-۲ ۲ فقط بر x-y‏ ۳ بر (х-Ү)(х- Y)‏ ۴ بر Y)‏ +۳(6-) 
۴ گر عبارت Y pax x" + b‏ +۳ بخش پذیر باشد. باقیماندۂ تقسیم „х'- Yax + b‏ ۲ + ×کدام است؟ 
(f Y y ° (Ү ۶)‏ ۲ 
۵ هرگاه باقیماندۀ (100بر ١۱-×و‏ ۲-× به ترتیب برابر ۲ و ۳ باشد باقیماندۂ үх)‏ ۳ ×کدام است؟ 
x+ ۱ (f -х-\ ۳ \-х (Y х-\ 0‏ 
۶ باقيماندة تقسیم ۷ ×+ × بر × × برابر است با: 
Yx+V (f Үх-У (ї - ۲-۷ (Y ۷-0‏ 
V‏ هرگاه ۲ +۴ f(x) = x°‏ باقيماندة تقسیم (۱ +1۳ بر ۳+۱ کدام است؟ 
Y (ў Y Ç о (\‏ ۴ - 
۸ هرگاه باقيماندة تقسیم (10و (20 بر ۲ +۲ + ×به ترتیب ×و ۲ + باشد. باقيماندة تقسیم 10-0 بر 
Yx + Y‏ + ×برابر است با: 
-YY x (Y x+ ۷0‏ ۴( ۱ 
٩‏ برای اینکه عبارت -mxsinYa + sina‏ 08× بر sind‏ - 6050 بخش پذير باشد. کافی است؟ 
m = tand (f m = cota (V m = sing (Y m = co 0‏ 
۰-برای آنکه عبارت ۱ - Үх'- Yxsine‏ بر cosd‏ - × بخش پذیر باشد باید: 
17 


T T T 
DS к. а = Кл+ (ү a = кл+ = (\ 
ЖИГИ ты 3 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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=o > х= \ =R = دج‎ b+ ۲ + م‎ << ү» a+ b+ ماج ی‎ 


c+ bc + ca _ c(crb+a) _ 


схо _ 


° > x = Š ج‎ R'= a(Š'+ Ы) + c = 
a a a 


a a 


ax х + b = ۴۵+ Y + b = ç > fa+b = -Y 
x=-Y=R'=Y+f*fa+b=+t-Y=Y 
x —p 
a-b a-b 
е еа ASE 
۱-۲ ۱-۲ 


xx=. >x =x=R = 00( + ("x+ v =x + xT + v 


Ríx)= 


x+ ۱ 


=x+ x+ V=Yx+ V 
f(x + ۱( = (Tx + 1)? - F(x + 1J+ ۲ >R = Y 


f(x) = (x"+ Yx + Y)q, (x) +x 


a 


Y) V 


A 


g(x) = (x + Yx + 1) (х) + x + Y یکدیگر کم مي‌کنيم.‎ АНШЫ» 


f - р(х) = 60+ Yx + Y) д (х) - ۲ > R = -۲ 
x COS 0 - sina = • >x = tang >R =1ап'@.со$' о – mtanasinYa+ sina 
R = sin'a - Ymsin'a + sin'a = ° = m = sing 
x = 050 > R = ۲6۵5۳0 - ۲6۵۹0/۹۲0 - ۱ = o 


cosYG — siný& = о => tanq = \ 


«بایزد بسطامی» 


نشاید یافت بی رنج از جهان گنج. (ویس و رامین ) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


(1) -4 
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۱- باقيماندة تفسیم x(y+ A) T+ x- у‏ - ")\ + بر xy‏ -«کدام است؟ 
x-y (ї х+у (Y о (\‏ 
۲-کدام نادرست است؟ 
ya‏ + لبر X + у‘‏ بخش‌پذیر است. y sx + y (Y‏ +×بخش‌پذیر —. 
ЛАА ۱۰ (E‏ بخش‌پذیر است. х! (Р‏ +„ ۱ × بخشپذیر است. 
۳ برای آنکه چند جمله‌ای ۱ +(۱ X'+ ак (br‏ = (×)م بر ۱ + ×ط +2۳ بخش‌پذیر باشد. چه رابطه‌ای باید بین a‏ 
و b‏ برقرار باشد؟ 
a-b=o ۳ 2-0-۱ (Y at b= \ (\‏ 
۴ باقیماندۂ pE)‏ بر ۴-۱ برابر ۴ است. باقیماندۂ Р(х")‏ بر ۱ کدام است؟ 
(f \ (ў ۲ (۳ o (\‏ ۳ 
۵ ھرگاہ باقیماندۂ р(х)‏ بر Yx‏ -'× برابر ۱ + باشد باقی ماندۂ р(х)‏ بر Yx‏ -"×کدام است؟ 
Yx (f x ҮТ Yx (Y х (\‏ 
۶ شرط لازم و کافی برای آنکه چند جمله‌ای» + (х-\)' „х'+ ах? + bx‏ بخش پذیر باشد. آن است که: 


a = Y ۴ а = — (ї а = )سب‎ а = -۲ (\ 


L 
У 
باشد. باقیماندۂ 9بر - ×کدام است؟‎ R ۰-۱ pf) هرگاہ باقیماندۂ‎ ۷ 


R-— € YRC Ra RG 


۸ برای آنکه چند جمله‌ای bx - Y‏ +۳۲ +2۳ بر ۳-۱ بخش پذیر باشد باید: 
a = Yb (r а= -b (Y а= 0‏ 

+۱٩‏ بر کدام یک از عبارات زیر بخش پذیر است؟ 
x +A) @ х'+\ (\‏ 

۰-عبارت (p Є N) (a + b)P- bP‏ همواره بر: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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X= 
x(x -у) = -— 
(x -1( na 
می‌گذاريم.‎ о X به جای‎ => R = y(° + = ° (y + \)+ ,و‎ = y o بخش‌پذیر است.‎ X بر‎ 
می‌گذاریم.‎ y × جای‎ = R = х(х + ۱۳-6 + D"+ x - x = о است.‎ р iwy بر‎ 


w 

x“=\> R(x") хх х" +۲ = Yx’ (f) 

۱۵ ۱۵ з 7 К 

х\ї=-у%®>К=<(х') +y =(-yù) +„у\'д—. (1) توضیح ۳ گزینه دیکر: گزینه‎ 

گزینه (Y)‏ چون 1 فرد است پس y‏ + ×بر و +×بخش‌پذیر است. 

۵۰ ۵۰ Y x 

Wima yata (W е) а ya улаа (ууда) таз 

х= -bx - \ > Ко=х\'х+ ахї + (b+ \)х+ À 6۳ 
(-bx - ۱( + a(-bx - \) + (b+ \)х+ À 


-bx`- x - abx - a+ bx+ x+ | 


- b (-bx - \)- x - abx - a+ bx+ x+ ۱ = o 


\-а = • 
(b' - ab + bx+ ۱ - а= ox + o >f >a= \,b=. >a+b=)\ 


b'-ab+b=. 
р(х) = (fx - \)д(х) + ۴ (۴)۴ 


p(x) = (fx"- \)а(х') + Y = (Yx - \)(їх + ۱q) + ۴ 
р(х) = (x- \) (х) + ۴ > R = f 
р(х) = 6- ўх)а(х) + x + À 
хр(х) = х(х\- Yx)q(xX) + 4+ x 

کافی است باقیمانده‌ی ×را بر ٩-۳‏ بيابيم. 
x' = Yx = R = Yx + x = Yx‏ 
۶ (۱) یارآوری: شرط لازم و کافی برای آنکه چند جمله‌ای р(х)‏ بر "(۵-») بخش‌پذیر باشد آنستکه ур'@) эр(х)‏ 200 و 
... و () ۳ همگی بر 5-9 بخش‌پذیر باشند نذا: f'() = ۳+ ахї + b‏ 
o ља = -۲‏ < و۶ + ۱۲ = )1( > Р(х) = ۱۲۸+ Fax‏ 
IO = (Yx = aW + R ۲6 (0+ R = K-D а(х) + R (0N‏ 
x= ۱ > R = ах'х+ Yx'+ bx -Y = ax+Y+bx-ř = (а+Ь)х = o = ox > a+ b = o > a = -90۲(۸‏ 
х= -\ > К=(х'ү+\ =(—\)' + ۱ = (1) 4‏ 


a” b? (Y) \ о‏ همواره بر 2-0 بخش‌پذیر است پس a + b- b „(a+ b)P- bP‏ بخش‌پذیر است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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١۔اگر‏ باقیماندة تقسیم ۱ +9 +2 بر ۳+۱ برابر ۱ باشد باقیماندة ۲۵ + Y ах ax‏ + کدام است؟ 

(f Y -Ү(Ү -۴ 0‏ ۴ 
۲-اگر fE)‏ بر Yx"‏ - ۱ بخش „дә‏ باشد. f(sinx)‏ بر کدام یک از عبارتهای زیر بخش پذیر است؟ 

cosYx (f соз'х (ў sin x (Y sin x (\ 
باشد. 2 کدام است؟‎ „дә (×)م بر ۱ + × بخش‎ = 2۳۲+ x+ ۲ جند حمله‌ای‎ 81-7 

(f Y (ў Y (ў ۱‏ ۴ 
۴اگر باقیماندۂ تقسیم (10بر ۱ + YX Yx‏ پرابر ۱ + × +«باشد باقیماندۂ تقسیم f(x)‏ بر ۱ - ×کدام است؟ 

(f ۱ ° (Ү ۳0‏ ۲ 
هاگر باقيماندهة تقسیم f(x)‏ بر ۱ + × × پرابر ×و باقيماندة تقسیم ВО)‏ بر ۱ нух - x+‏ ۱ - :باشد باقیماندۂ 
تفسیم (1)(200بر ۱ + x‏ -کدام است؟ 

х-\ (Y 
کدام است؟‎ + x+, تقسیم × بر‎ š 


x+) (f х-\ (Y x (Y 


)۱ > k € N) بر (۲-)(۳-)کدام است؟‎ pE) = (x - + (х – YF باقيماندة تقسیم‎ ۷ 


x- ۴ ۳ -\(Ү (б 


چیزی بگو که ارزش آن بیش از خاموشی باشد. 
حوانی آدمی مانند صبح یکروز زیباست. «حان میلتون» 


نهد شاخ پرمیوه. سر بر زمین. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۲ /انديشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


x= -۱ > R= aK + + Y> ۱ < و9 < و ج ۱ +9 - و‎ 

x= Y= R'=e ۲۵+ в pO Va T tas} 

f(x) = (\ - x") а(х) > f(sinx) = (1 - Ysin'x ) q(x) = cos Yx q(x) (Р) Ү 
х= -۱ >R = а(-\)!"\+ (Ad ۲ =-a+ Y = о ља = ۳ (ў) 


f) = (Yx Yx + \)о(х) + X'+ x+ | )۱(۴ 


چون مجموع ضرایب ۰ ۱ + Yx - Yx‏ صفر است یکی از ریشه‌های Ol‏ ۱ = ×است لذا عبارت Yx + \)а(х)‏ -:۲) بر 


0-۱ بخش‌پذیر است بنابراین کافی است باقیمانده ۱ + × را بر ۱-بيابيم. 

х= ۱ > R= ۱۲ ۱۷۲۰۳ 
بر ۱ +- بيابيم.‎ b x(x- 1) کافی است باقیمانده‎ (f) ۵ 

х'=х-\ > К=хҗх(х-\)=х'—х=х-\-х=-\ 
× - ۱ =(х- \)(х'+ x + à) 
x = ۱ > В = ) ("x = х > х! ١ sx باقیمانده‎ 
> x“ = 6- \)а(х) + x 
x °= (x - \)(х'+ x + \)а(х) + x 
= (+ x+ \)да (х) + x > R =x 


PY) = ۰ + \ = \ x - ۳ р(х) باقیمانده‌ی‎ 


باقیمانده‌ی p(x)‏ بر Y‏ - × و ود تب 
a Дыш‏ انز = 


R(x) 
a-b a-b ҮҮ 


بهترین و عالیترین آرزوها را در خود بیروارنید. «حضرت على (Сф)‏ 


آنجه هستید شما را بهتر معرفی می‌کند. تا آنجه می‌گو نید. «امرسون» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تابع 


تعریف زوج مرتب یا دوتائی مرتب: 
هر زوج مرتب» یک دوتائی به صورت (a,b)‏ می‌باشد که ترتیب قرار گرفتن за‏ در آن مهم است. a‏ را مختص يا ملفه‌ی اول 


و b‏ را مختص يا مولفه‌ی دوم می‌گویند. 


زر اء هرگاه А(х,у)‏ یک نقطه‌ی دلخواه از صفحه‌ی مختصات (К)‏ باشد эх‏ لرا به ترتیب مختص اول و مختص دوم زوج 


مرتب (y)‏ می‌گویند. 

:Р ‚2‏ دو زوج مرتب s(a,b)‏ (0,0) را مساوی هم می‌گویند اگر و فقط اگر که Б‏ باشد. 

эше а 

دو مجموعه‌ی دلخواه ۸و 8 را در نظر بگیرید. ]را از A‏ به 8 یک تابع گویند هرگاه هر عضو از A‏ حدا کثر با یک عضو از В‏ 

as‏ مر ВЫЕ АВ‏ ۸ نمایش می‌دهند. 

مقال: با فرض f= (ОР) ТМ) ТР) 8 = ۶,۷, ۸, АЗА = (l, Y, Y)‏ یک تابع از A‏ به 8 هست در حالیکه 

в = 104) AV)‏ ۸ به 8 یک تابع نیست. 

در این تعریف مجموعه‌ی А‏ را مجموعه‌ی آغاز (مبدأ یا شروع) و مجموعه‌ی B‏ را مجموعه‌ی مقصد (هدف L‏ انجام یا L OLL‏ 

هم دامنه) می‌گویند. 

تعریف دامنه و برد یک تابع 

مجموعه‌ی همه‌ی مولفه‌های اول زوجهای مرتب #را دامنه‌ی تعریف با حوزه‌ی تعریف تابع ‏ می‌گویند و Т‏ نمایش 

می دهند. 

و مجموعه‌ی همه‌ی ملفه‌های دوم زوجهای مرتب را برد یا حوزه‌ی مقادیر تابع f‏ می‌گویند و آنرا با ٩,‏ نمایش می‌دهند. 

D.C A همواره‎ GÉ 
| 

تعریف تابع به صورتی دیکر: 

هر تابع از مجموعه‌ی ۸ به مجموعه‌ی B‏ 


مجموعه‌ایست از زوجهای مرتب که مؤلفۀ اول آنها از A‏ و مؤلفه‌ی دوم آنها از B‏ انتخاب شده‌اند و هیچ دو زوج مرتبی از آن 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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دارای عضوهای اول یکسان و عضوهای دوم متفاوت نباشند به عبارت دیگر: 
Фе (х,у) ЄЁ, (х,у) € f < y, у;‏ ژتابع است. 
تست: هرگاه ((۱-,۱) , ,atA),(s..).(YYb‏ , (۲,۶)) = 1یک تابع از به زباشد. 2-0کدام است؟ 


+ -۴ (r A ۰0 


a=-Y 
=> -< 0-0 --۴ : 
а حل‎ 


تشخیص تابع از روی نمودار 
عبارت دیگر حداکثر در یک نقطه قطع کند. (قطع نکرد اشکالی ندارد و تابع هست) 


تست: کدام نمودار زب > نمودار یک تابع نیست؟ 


(f x Y ` | / (Ү \ | / (۱ 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۳ می‌باشد.‎ 


ضایطه با معادله‌ی یک تایع 
به رابطه‌ای که بین ملفه‌های اول و دوم زوجهای مرتب هر تابع уз)‏ صورت وجود) برقرار است ضابطه‌ی تابع می‌گویند و آنرا 
با IG)‏ = انمایش می‌دهند. البته ممکن است برخی از توابع ضابطه‌ی خاصی نداشته باشند و یا برخی از توابع بیش از یک 


مثال: در توابع زین ضابطه‌ی تابع را در صورت وجود بیابید؟ 


f= 10,۳( و (۲وه) و‎ (-У,-0), )۱۰۰,۱۰۲(( > y=x+ ТҮЦ х) = x+ ۲ 
g= 1)۲,۷( , )۳,۲۶( و (۱-وه) و‎ )۴,۶۳(( > у=х'-\ Ы) = х'—\ 
h = (їл), (5 


р = (Y) (۴,11), )۶,۱۵( , (6-4), ARAYA) > р(х) = a Yk) 
-х' „(х= ۲+ ۱( 


(بدون ضابطه) > [(هر۴) , D)‏ 


تشخیص تابع از روی ضابطه 
رابطه‌ی В 2А ју = f(x)‏ هنگامی یک تابع را = — می‌کند که به ازاء هر ×از AA‏ حداکثر یک لاز 8 داشته باشیم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: از روابط داده شده‌ی زیر کدامیک از R‏ به R‏ یک تابع می‌باشند. (« متغیر مستقل و y‏ متغیر تابع) 
هت 
ab‏ یسک 
E )۱,۱( 21,0۱۱‏ 
(v) C t, (vY) € f‏ وت 
СААС (ле )є?‏ 
ки‏ 
лов (лу ет ает‏ 
Saat:‏ 
Dy Ба SD Ef, D ei‏ 
(ТРЕ f, (e-f) € f‏ تابع نیست 4 = ر + لها 
х -\ =‏ 


)1 ,40 وج 


у+ї = • 
\Y)y = агссоѕх تابع نیست‎ )۱,۰( Ef, OT) € f 


۱۱( (х- V+ ) + Y) = ° تابح هست‎ 


GÉ‏ هر مجموعه‌ائی که فقط یک زوج مرتب داشته باشد. تابع است. 

жыр РЕ š x Е" ЖҮК 4 š . А " Я .‏ 
240+ 1 نیز یک تابع هست زیرا هیچ دو زوج مرتبی در تهی نیست که مژلفه‌ی اولشان یکسان و مولفه‌ی دومشان متفاوت 
باشند. 


تست: کدام ضابطه‌ی زیر ضابطه‌ی یک تابع نیست؟ 


‚(х>\) 
۲۰-۱ ‚(х<\) 


)۳( گرینه‌های (۲) و‎ ۴ (х) = а (x < ۱( К 
۴۲-۱ ‚(х < Y) 


پاسخ صحیح گزینه‌ی ۴ می‌باشد. 8 تابع نیست زیرا از یک طرف ۸ = (2)۲ و از طرف دیگر g(Y) = ٩‏ 9 نیز تابع نیست زیرا 
از یک طرف ۶ = (1)۱/۵ و از طرف دیگر ۵ = )1/0( ظ 

تابع ثابت: تابعی است که برد آن تنها یک عضو داشته باشد. ضابطه‌ی این تابع به صورت c Ly = c‏ = )№ می‌باشد و 
تمودارش یک خط افقی است. 

تابع همانی: تابعی است که هر به خودش نظیر می شود (تصویر می شود)» ضابطه‌ی این تابع به صورت X‏ = یا = 100 


می‌باشد و نمودارش نیمساز ناحیه‌ی اول و سوم است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تزلر موم : توجه داشته باشید که Сал;‏ تابع همانی را به اشتباه تابعی تعریف می‌کنند که دامنه و بردش یکی باشند. به عنوان 
مثال» دامنه و برد تابع ((۱,۲(,)۲,۳(,)۳,۱)) = ]یکی است. اما این تابع» تابع همانی نیست. زیرا به عنوان مثال ۱ < fO)‏ 
تست: هر گاه تابع ((۳۳,۶) , (۱-,۱-) f = ))۳,-۱( , (s.s),‏ تابعی همانی باشد. n‏ + کدام است؟ 

۶)۴ oY ۳ G ۴0 


9 -< 10 + 0 = ۵ حل:‎ 
m=Y 

تایع صریح و تایع ضمنی: 

هر گاه در ضابطه‌ی تابع» مقدار Ly‏ صراحت (صراحتاً) برحسب × تعریف شده باشد» یعنی ضابطه‌ی تابع به صورت 

y و... اما هرگاه در ضابطه‌ی تابع»‎ g(x) = sinx یا‎ f(x) = ×+ × باشد. تابع را تابع صریح می‌گویند. مانند:‎ y = х) 

صراحتاً بر حسب × تعریف نشده باشد эх)‏ 7 قاطی پاطی باشند)» یعنی ضابطه‌ی تابع به صورت ° = (ху)‏ باشد. آنگاه تابع 


را تابع ضمنی می‌گویند. مانند ۸ Yx - ۲۷+ = о LX + y=‏ یا .... 


۲ К ; 1 2 М Z 


سادگی قابل تبدیل به صریح نبوده» حتی در برخی از موارد» این عمل امکان‌پذیر نیست. 

تابع حقیقی: به تابعی می‌گویند که بردش زیر مجموعه‌ای از R‏ باشد. 

تزلر: هرگاه 8 < f: А‏ یک تابع باشد دامنه‌ی تابع به مجموعه مقادیری می‌گویند که می‌توان به نسبت داد و به ازاء آنها 
مقدار معینی برای ۷ به دست آورد به عبارت دیگر: f(x);‏ تعریف شده باشد: ۸ € {х‏ ,5 لذا هميشه دامنه‌ی تابع زیر 
مجموعه‌ای از مجموعه‌ی آغاز یعنی ۸ است. 


Н E га 
у برد = حدود تغییرات‎ 


مثال: در تابع روبرو» دامنه عبارتست از (۲,۹,۰) = D.‏ 


دو عدد ۶و ۲ عضو دامنه نیستند. 


تست: دامن تاپع Lf: N > N‏ ضابطه‌ی ۲۵ = y‏ + کدام است؟ 
т SAANEEN sf} т NQ‏ 
x €N‏ > 
۵یا ۴یا ۲یا ۲یا Үф-хї>. >-б<х<б > хал‏ ج уї=їб-х'‏ 
اما فقط به ازاء Y‏ = ×یا Y‏ = ×مقداری طبیعی برای لبه دست می‌آید پس دامنه عبارتست از ( 1۳:۴ 
т š e ‚үг <‏ 
تزلر: هرگاه ضابطة تابعی به صورت f(x)‏ = لباشد و مجموعه‌ی اغازش داده نشده باشد. در این صورت وسیعترین زیر 


مجموعه‌ای از R‏ که به ازاء اعضای f(x) «ОЇ‏ تعریف شده باشد را دامنه‌ی تابع در نظر می‌گیرند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تعیین دامنه‌ی توایع و رابطه‌ها از روی نمودارشان: 


مثال: دامنه‌ی توابع و رابطه‌های زیر را از روی نمودارشان بیابید؟ 


D; = ج)‎ %®,- \] U [V+ ©) 


D, = )- ®,-\) U (Y+ e) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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روشهای تعیین دامنه‌ی تعریف توابع حقیقی: 
ü‏ دامنه‌ی —.-— جندجمله‌ای به صسورت жах +a,‏ 
g(x) = | anx” +a, ×" +... + a +а, |‏ ‹ مجموعه‌ی اعداد حقیقی می‌باشد. 
مثال: دامنه‌ی توابع x+ x+ x+ À sy = x'‏ = رو.... R‏ می‌باشد. 
(Y‏ دامنه‌ی هر تابع گویا (تابع گویاء تابعی است که هر دوی صورت و مخرجش چند جمله‌ای باشند) به صورت baa‏ 


عبارتست از: [ريشه یا ریشه‌های مخرج) R-‏ 


>D =R- {+1} مغال:‎ 


(مخرج ریشه‌ی حقیقی ندارد) D; = R‏ ج 
۴ 
تست: هرگاه دامنه‌ی تابع R- g f(x) = _Х+\_‏ باشد. b‏ + 2 کدام است؟ 
х! +۵۲ +b‏ 
Y (۳ ۱۵ ۲ ۶ 0‏ ۴( ۳- 


b= 
D; =D, T E E A л < 


>” 
К-{°,\} بعنی‎ = ей › 5 А аси a )= er مغال: دامنه‌ی‎ 
x` 


(х 1 ЕДЫ‏ عبارتست از: 


х' +ах + b=x" - #х + ٩ ы да -< 0+ 0-۳ باشد در نتیجه:‎ (x - ۳( صورت‎ 


D, = tx € R : д) >‏ 
مثال: دامنه‌ی تابع 5۳-۱ =y‏ (106عبارتست از (۱ > 6 لا (к > -A)‏ 
۵ دامنه‌ی هر تابع لگاریتمی به صورت f(x) = log‏ عبارتست از اشتراک ) ۰ < ,(х)‏ @ ° < (20 و 
gE) ۶ ۱ ۳‏ بالاخص دامنه‌ی توابع 1081 \,а> ۰( у‏ + 4)و Ln(f@))‏ = 7 می‌شود )° < Kifa)‏ 
مثال: 


۶ دامنه‌ی توابع مثلثاتی 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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D =К-{х:х = kr +7 kz) 
D, =R - 1:7 = kz ,kEz} 
Dy = D, - K:x = kr +7 ‚КЄ7} 


D, = D- 1: = kz,k€zr 
x л тй ө Da تس‎ X > „ыс ۹" 
y = Ж ш مثال: دامنه‌ی 11 = ۷عبارتست از دامنه‌ی‎ 


۷ دامنه‌ی توابع معکوس مثلثاتی 


تست: دامنه‌ی تابع ( : — Агс(—‏ = رکدام است؟ 


x< -۱ Lx > ۱ (f وه‎ > x > ۳ x > о (Ү -۱ > x< 0۵ 


zi OS E VEKE л тт к>. 
D, = دامنه‌ی توابع قدر مطلقی به صورت )| = ۷ عبارتست ازم(1‎ ۸ 
D, = D, عبارتست از‎ ۷ = [f(x) | دامنه‌ی توابع جزء صحیحی به صورت‎ ٩ 
каары تفا با خاش رب دی باس تیم گیل اش دایم ی‎ E СС 


یعنی: р, = D; nD;‏ = یب( 


D; = D nD, - K€ Do: e(x)= •}‏ 
g‏ 
توجه داشته باشید که تابع گویاء حالت خاصی از تابع کسری است. 


x 
()1را بیابید؟‎ -y5 مثال: دامنه‌ی تابع‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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)© +,°[ = دامنه‌ی صورت 
Р,=@°,+®)ПК)- {B1} = [°,\) U (A+ ©)‏ > 
AY‏ دامنه‌ی رابطه‌ها و توابع ضمنی: برای تعیین دامنه‌ی رابطه‌ها و توابع ضمنی به صورت (х,у) = о‏ ابتدا معادله را —— 
لحل У) os S‏ را استخراج نموده» سپس دامنه‌ی آن را پیدا می‌کنيم. 
مثال: دامنه‌ی رابطه‌ی ضمنی у' = ў‏ + درا بیایید؟ 
у'=*-х'>у=ж| ۴-۲ 5 ?-хї>. =D,=[- Y,Y]‏ 


۳( دامنه‌ی ترکیب دو تابع: دامنه‌ی توابع БОЁ sfog‏ و agog fof‏ صورت زیر به دست می‌آید. 
D, + = x € D, : f@) € Dy}‏ 
Diog = 0 D, : 200( € D;‏ 
D, = & € D, : х) € Dp‏ 
Dog = fx € D, : g@%) Є D;‏ 
6 البته می‌توان ضابطه‌ی توابع فوق را به دست آورده سپس دامنه‌اشان را پیدا کنیم. 
مثال: هرگاه ۲ р(х) =N \-х 9х) = |  -‏ باشند. دامنه‌ی تابع gof‏ را حساب کنید؟ 


D. = fx € D. : f@) € D; 
= 4хЄ[Ү, +): x -Y €(- co, \]} 
= 4хЄ[Ү, +): ۶-۲ >۱( 


= 4 E[Y,+%):x-Y<\}= 6 ,۲]ع‎ + 0( :« <} = ]۲,۳[ 


روش اول: 


(gof)(x) =g(f(x)) =. ۱-۷۲ روش دوم:‎ 


]7[ = ,یماج 


| <x <۲ 


۱ -N ۲-۲ >° => y>, x - Y => Y>x - ۲ > >x 8 


p(x) q(x) با دامنه‌ی تابع‎ f(x) له‎ р(х) xy q(x) مو : در حالت کلی نمی‌توان گفت که دامنه‌ی تابع‎ Ил, 


р(х) Ú ” I L = р(х) - А ال مر هه‎ Я 5 pa” >” 


q(x) {| ч(х) Е 
اشترا‎ віх) - 5) -۱( эх) ух. × - ۱ مثال: دامنه‌ی توابع‎ 


х) - ух {х-л э > x>)=>D, = |, +) 
X> 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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x2\>D, =(-%,.JU[\, +)‏ یا х(х-\) =>х(х-\)>«< > х<‏ له 


۴ دامنه‌ی توابع R y = вїрп(х)‹у = e*(a + ۱, a> •)у = аху = |х| Jy = |х|‏ می‌باشد. 
۵ دامنه‌ی تابع ۵ = ну‏ است با دامنه‌ی خود (а> o,a # \) к)‏ 
۶ دامنه‌ی تابع ( ей‏ = 7 برابر است با دامنه‌ی خود (х)‏ 
۷ برای به دست آوردن دامنه‌ی یک تابع» هرگز نباید تابع را ساده کرد به طوری که عامل یا عواملی حذف شوند و یا شکل 
ظاهری تابع تغییر LS‏ (مگر در موارد خاص» مثلاً این که این عامل یک эде‏ مخالف صفرو یا یک عبارت مخالف صفر باشد) 
البته اگر پس از تعیین دامنه» ضابطه‌ی تابع را ساده کنیم» اشکالی ندارد. 
مثال: دامنه‌ی توابع زیر را بیابید؟ 
>D; =К-{\}>у=\‏ 
>y=—‏ (۱- ,4۰ - 5- ۲ ج 


در این JÚ‏ به دلیل اینکه عبارت ٩‏ + مخالف صفر است. اشکالی ندارد که اول ضابطه‌ی تابع را ساده کرده و سپس دامنه 


را بیابیم. 
Arcsinx + Arccosx => D. = [-\,\] = у=‏ = ۲ (۵ 


| >۱ > Arcsinx + Arccosx = ^+ 

#)y = tanx. cox > D, = R - {| x = k7 ,x = k7 + o k € z) > ут 
چند مثال جالب و دیدنی‎ 
توایم زیر رانیبایید؟‎ Sala 


y= x-k] 


x-k|>->kl|% > k|=x —x>- >D; =, + о) 


баз Ч =. ‚э k|-Y>.=> кра >D = (о, - JUD, +) 


Y)y =N cosx” = ° <cosx " > ҮКт - 7 <x" < kr 


у = | log, (log ) 
Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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\)ух >° 
Y)log > • >log >log >х>\ 
Y) log, (log ( > ۰ > log, (log (< 102۱ => log} < \=> log} slog} >x <Y 


۳ ۳ ۳ 
р), = )۱,۲[‏ > ۲ > × > ۱ > اشتراک هر سه 


۱ 


L kll -\ <x < Y 
L kl рет > >D = К - ((-1,-۱1U[1,1)) 
#)y =N Sinx + COSX 


sinx + соѕх >: => Ysin(x кз ° =sin(x е 


- ۲ > >-١ 


> ربع اول و دوم‎ < ۲۲× + > Ykz += т -7 <x < Yk +Z >D, = [kr -Z , kr +2] 
۲ ў ۲ ۲ ۲ 
۱ 


Vy = ¥ Y nx -Y) + sign 
y кыс a 


xz" اشتراک )ا(‎ 
x>Y )۲( > 


x= +Y(Y) 


л) у = Arctany х - 3 +Arccos (log Х ү) 


X- ۱< » 


\< ا 


уу а, IY y= 


yı =x +] ух" | Y xY 


с لب ج. دا‎ ۲2۷ > Y >D, =D, =[ Y Y] 
بل‎ =x-.| ۲-۲ Б 


ИЛЕ >|х1-|х']| >° 
ж нче a تا‎ ` 
<x < > °,|х'| =, =I xl ДЕЕ 
ی‎ ре а = ااج‎ xv]. =. 


غیرقابل قبول °< x] - |x]‏ 1> || > اجاج Y%‏ له 


Y)‏ °[ ۲ ج 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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>o 
\\)у =y siny x a 
e <siny x 


>D, = [fk r", (Yk+ л) лї] 7 


=> кту < (Yk + 1r > fk r <x <(Yk + 1) л 


Y 


۱۲( ۲ = ү \+y sinx —sinx>- > ربع اول و دوم‎ > D, = [Ykz , ۲7۲ + л] 


۲ YL اشتراک‎ 
Dy له‎ ۲۹+ f- KÎ >f <٩ —>x<-Y L <۳ E4 їр =} 


| > ۴ —-Y<x<Y 
هیچ عددی نمی‌توان قرار داد و اش را حساب کرد.‎ X یعنی در این تابع» به جای‎ 


DER‏ = غیرممکن %= Фү] +\=. >lx]‏ کد( 
Y| x] ۱ T‏ 


۱۵( ۷ =y со$їлх-\ >y = -Ysin'xx 


-Үѕіпїлх >. =—sin'zx=- ѕіплх=• >лх=Кл >x=k,k€ez >D =7 


iy 4 | >D. =[\,)Ш(ї,+®)‏ و(۱۶ 
X - ۰‏ 


M 


۱۷۲ . 
xl || 


>| k|-YI у=. اج‎ k|-YI =) sa 9 
9 


kl-Y=- 
۱۸( f= ))۲,۱ -)و( ۸ ۱( ۴۰۵),( ۱ جوا )زر‎ ۱ ‚°)} 


g = 101,15),(4,7),(\,\ оо), (У, ) (1,0), 1,11) 
\- Dag = D, пр, = 1۴,۱,-۱[ 


YD, =D.nD; - Єр, :6(х) = ۰( = 49,1, -۱(- 4۴(< ۱, - 1) 


3 
م۳‎ Dg, = D, N D, = D, )۲,۳,۴,۱,-۱( 


Y-D = {x € ۲:0 € D.) = {үу} 


f 
=D fi بط‎ = D, D, = )۲,۸۱۸-۱( 

۶ Deo) = {xeDy, : (YÊ) (x) eD,, }= {ж} 

V-D = fx € D, : f) € DJ) = {r} 


A-D, =D - KED, :10( = ۰( = )۲,۳, ۴, \} 
f 


\%)у=( х=) > و‎ >D; = )۳, +9) >y =x -۳+ — 
X zo 1-۳ 


toya ох + ۱ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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٩۲+ ۳ Y = ° > (YH ۲۶ ۲ = ° > مجموع ضرائب صفر است.‎ Ф т 


غیرممکن ۲ - = 


=" => x= > DSR- {f} 


۲۱( х) = u кл 


х+б ۱ 
= )- %,°) U (+ о) 


-\<х < 
у= {Ах ә ун! 
xArcsinx > • 
= : Ли T : T 
Қх) = Arcsinx > р,= [AA]. < Атсешх < — 


л І ۱ 
- > <° یت‎ => xArcSinx > ° 


>D =[-5,\] 


1 л ۲ 
°<х<\ وج‎ Q. => xArcsinx > ° 


۲۳۷ له‎ [x] +L -x| —Ixl +I -x] > =—Ixl] +| -x] =+ >xEZ>D =Z 


у= 1-۱ D, = ]۲, + لا (هه‎ )- 0, т) =R 
(x <۲) 
:ا‎ vs) 
 -۱ >D =(В -)۱,۲((! 1۱ R -۲( 
۲+۵ x=) 
اصلاً تعریف نشده است. نه در ضابطه‌ی بالا نه در ضابطه‌ی پائین‎ f(Y) در واقع در این تابع دو ضابطه‌ای,‎ 


Е , > ۰( 50 (оо, - )-۷( 


{к= )=0- 4) 


I ج(۰<عم,‎ lxJ zY = D=(-,+%)- [Y 7) 


1۳ 
D,= R - ((-Y) U [1) 
۲۷۶ = {(1,0), (Ny (У), бур. = Du (1) 
WI) = (x)! >xENU{} یج‎ ut)>D = :neNutp 


۲۹( f( р x'|=Y =—Y<x'<Y 
ОО ЖЕ. 
-|Y<x<- | ух ۳ ЕЕЕ ЕКЕУ) 


۳۰( х) =1ор1 x] Ix] >. >l x] >) <<<! 50 = |\, +оо) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


Y£ اندیشه برتر‎ www.riazisara.ir 


тл) х) = x] e ۳۱۷۱ s 
x] <F 
0 к) =ч k +۱۱: ۳-۳۶ 
| + A| + |x- Y| > ۶ 


1, < 1 - (-Ү, e) 


ж --------- 


YY) 6 )= х+1х- 1х] | 
x+ Lx] +l -x] 


-х] =.‏ ]+ رل سا 

>D =R- {} 

Y*)f = 1)۲,۴( А )۳,۵( او ((۸-,ه)‎ g i= í(A.°) А (\ (۱,ه‎ , (A.A); = De =? 
ыы ы аы И) a сао) 


їо) f(x) = Arcsinfx + Агссоздх 
f- ۱ > ۱ 
-۱> ۵ <| 


۳۶( х) = Yx - Y | 
(fog) (х) =. W x" ۴ + э 


X>: X> 


< له‎ ۴ >D =[Nf,+%) 


b £ : £ š : ۳ š 2‏ 
هرگاه دامنه‌ی تابع cy = f(x)‏ بازه‌ی بسته [a,b]‏ باشد دامنه‌ی تابع 10100 = Ly‏ شرط ° < k‏ عبارتست از [ وبا شرط 
b a‏ 
o‏ > >عبارتست از نم 


به همین ترتیب برای حالت ° > k‏ 
я ; я Я 2.7 Я НИ 2 Z.‏ 
تزلر еда‏ در حالت کلی. هرگاه D = [a,b]‏ باشد انگاه برای تعیین دامنه‌ی تابع (1)200 = y = (fog)@)‏ کافی است قرار 


دهیم: a < р(х) > b‏ از آنجا حدود و در نتبجه دامنه را == 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: هرگاه دامنه‌ی تابع y = (Хх)‏ بازه‌ی [۰,۴] < ,و دامنه‌ی تابع р(х)‏ = ( بازه‌ی [YY]‏ = ,1 فرض شود. دامنه‌ی 


۱ 


DASK ]»,۲ [ 0 


у=, اشتراک‎ 


О, хх 
> 
D 


f ; А ЗР К 

دست: هرگاه نمودار 1و g‏ به صورت مقابل باشند. دامنه‌ی و ی است ؟ 
со) (\‏ + °( 
оо) {о ,\} (Y‏ +,\-( 
o) ۳‏ +,°[ 


۴( ۱,۰,۲ -(00 بر ۱-) 


>D; =D; nD; - {x (0ع :یل‎ -۰(- [*,+0)- {}= (+, +=) 
5 


بهترین وسیله برای دفع دشمنان. ازدیاد دوستان است. 
«امرسون» 


یگانه راه دوست پیدا کردن. این است که خودمان اظهار دوستی کنیم. 


یا سخن دانسته گوای مرد بخرد یا خموش. «حافظ» 


یک قلب پاک از تمام معابد و مساجد زیبای جهان زیباتر است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ا دامنه‌ی تابع ۴ = y‏ | + / کدام است؟ 
PALY [°۴] ۲ [e] 0‏ 

۲ دامنه‌ی تابع Lf: N > N‏ ضابطه‌ی ۵ у=‏ + از چند عضو تشکیل شده است؟ 
ү ۱ Ей‏ 

۳ هرگاه g) = ХА. бү = о,‏ باشند. ,0 کدام است؟ 


1-۴ R- A т 1-1-0 R- 0 


۴ فرضص می‌کنیم دامنه‌ی تابع х)‏ = لبه صورت D, = [Y,+ о]‏ باشد. دامنه‌ی е! у = (-ЎХ+ Y)‏ است؟ 


۵ - 
р оо) (f [- 2,7] Y (-Ү,+ оо) (Y (1 (\ 


۲ +۱ 
к -۱|+ к -۱ 


13-0 у) ۳ к 13-۳ 0 


۵ دامنه‌ی تابع = وکدام است ç‏ 


۶ ھرگاہ ۴-۲ له (۱- (ух‏ آنگاه دامنه‌ی تابع (х)‏ = کدام است؟ 
-f <x < Y > x < v -à <x < ۲ -Y <x > ۲0‏ 


۲+۹ 3-۷ 
۷ دامد وا سس شب 
rie aha и‏ 


(R-Z)-(AY,Y) (f 7, Y 7-)۱,۲( (Y R-(A.Y) 0 


۸ دامنه‌ی تعریف تابع ۱۳-۱۶ + ۵ با شرط ° < ×و ° < رکدام است؟ 
DASKU ]۰:,۲[ ۲ [°,f] б‏ 
٩‏ دامنه‌ی تعریف تاد = f(x)‏ کدام است؟ 
H } (f К (ў )- о,•) (Y (°,+ оо) 0‏ 


۰ -دو تابع به معادلات у! _ Yxy + x" – ۲ - o‏ مفروضند. دامنه‌ی این دو تابع کدام است؟ 


> > ۴ А ۲ >> ۳ ۰ <x > ۲۲ -۲ > ۰ > ۲۷0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ps 
[у - ۲-۲ > ۴-۸۹۲ <۰ ух? >х<\? (Ү) 


x < ۶ 


EN 
O x'> > وه‎ > х= Y 


>D; = {),Y} 


= & ED; : g(x) ED} 


(4-۱,۳- 1 -- ۳ ع< :4-۱ 


۲ +۱<۲ —>- Yx>) =>x<-Í 


| -۱۱ + kk -۳۱+ ۱-۰ ۱(+ | -۳|--۱ جواب ندارد‎ D= R 


(x +۱) ۶ > -۴ > +۱>۴ >-0<х<\ 
\-[х] Z° >|x| >) ,۱ج‎ ۲( O) 
[x] +| —x] ° хел (y) 


MNC) > D, = (R - Z) - (1,7) 


>o 


۷۲-۷۶-۴۲ > ۱۶ ۴۲<۰ ازج‎ >۴ >-Y<x<Y 
x- | > х < k|>D=¢ 


ьал! 
у= >Ч А وج‎ - ۲ -۲۷۲+۲ —Y-x'>. یج‎ ۲ > > ۲ 


یک ارادة قوی بر هر کاری فائق می آید. «شاتو بریان» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ادو تابع ۲۲ -۱ ۸= р(х) =N -х' ух)‏ مفروضند. دامنه‌ی تعریف (F+ g)of‏ کدام است؟ 


HEE Y Ñ Y 
Исе Fa U) ка ra [ه)‎ 0 


۲ دامنه‌ی تابع ۲- ۲ ۴+۰ - "× = elas (х)‏ است؟ 
v, ۳(۴ СЕЖЕ (N ۳۱۳ (Ү (7,7) (\‏ [-) - 1 


1- ۲,۲ (f 


۳ دامنه‌ی تابع elas y = Arccos z‏ است؟ 


+ COSX 
[kr kr+ E] (۴ [Ykar,Ykar+ zt] т او تا‎ (т [кл, جوا‎ T 0 
۱ ЖЕР 

۴ ھرگاہ — +× = )—— + f(x‏ دامنه‌ی تابم х)‏ = رکدام است؟ 
هر ° ме, x‏ 6 دامنه‌ی بع (х)‏ رکدام است 


x < -۲ Lx > ۳ -۲ =< x > ۲ ۲ R- {°} 0 


۵ دامنه‌ی تعریف Arcsin > -4 log(x -۳( æU‏ = رکدام است؟ 


۴ <x < ۵ ۴ x > ۳ Y <x > ۵ ۲ x> Y Ó 
Yx + ۷ 
+ ах + b 
۲ ۲ 
х'+х+ \ x+ \ Yx- \ x+" 
х'+ Yax+ fb ( Да кетти 1 ( Y SE ax+ b 


x"—ax+ b 
شامل چند عضو است؟‎ ٤ باشد. دامنه‌ی‎ f(x) =N ٠۰۰ - ۲×" با ضابطه‌ی‎ 1:2 > Z É a NV 


۶ هرگاه دامنه‌ی تابع R (x)‏ باشد. دامنه‌ی کدام تابع زیر نیز صد د R А2‏ است؟ 


у ۹ 
هیچ‎ б Үт ۲0 ۱0 
D, C Diog (f D, C Diog ۳ Diog CDO Diog C D, 0 
است؟‎ elas f(x) = сох دامنه‌ی تابع‎ ٩ 
òk, Yk. f 
R- U KEZI ۳ R- ERE, (Ү R- {kr KEZ} 0 


۰ -دامنه‌ی تابع Arctan + Arccos(x – Y)‏ = رکدام است؟ 


XxX 


Р S۶ (f )۰,۲( ۳ <xS YG (۳10 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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= KED :f(JED,,} 


КЕ TED 


x> >x<- хорт (`) 
{х'-Ү=а >y = а +а-Ү»аї+а-Ү>: 
а> \ 
> JÚ ,)2۸<۰( لد‎ ۲-۲ <۱ >x<- Tl x> (Y) 


Дешн? 


)۱( 0 )۲( > xN Y L x<-j ۳ 


= y < Y = ۲ +\ >e > همواره برقرار است.‎ 
Y+ COSX Y+ COSX 


۲ 


> => ۲۲+ соѕх => cosx >» > Ykr- 2 <x «укл + Z 
Y+ COSX Y Y 


к) 7) - +) 0ج‎ +) = к +) SE 


(1) < х) = (х'- ۲-۳ – Y) 
درواقع چون‎ D, = )- |لذاباید ۲ < + »باشدیا ۷- کس + ×باشد در نتیجه )® +,۲] لا [۲-رهه‎ × + [| z ۲ چون‎ 
i x х x i 
داشته باشد.‎ bx + T Sus قرار داده‌ایم لذا × بایستی حدود‎ X X + EEEN ONTA E 
X X 


=>-Y<x-Y<Y >\<х<0 (M (۴-۵ 


Іор (х -w)>- >log( -Y)zlog >x - >۱1 >х>* )۳( 
)۱( ۲۱ )۲( П G) > ۴ <x > ۵ 
D. = R > ۸ = a"- fb # ° (Р) ۶ 


۲ 


۱ + ۲ ]ر 


هتا وة داشته ДАА‏ که هر معادله‌ی از درجه‌ی فرد حداقل یک ад)‏ دارد. N= A-٠‏ $ لش 
x" + Yax + fb‏ 
x 2‏ 


Joo — YXY> ЕКО <j ðe 5 х= •,+\,+Ү, +, ..., У (\)-У 
عبارت زیر رادیکال مربع کامل نمی شود و لذا مقداری صحیح برای لابه دست نمی‌آید‎ o اما با هیچکدام از اب ین مقادیر به جز‎ 
D,= {е} بنابراین:‎ 

(\) л 


kez} (1) -А 


= {x ER: Z x xk } = K: xER x=, 


x#vYv,(),-A 5 ۲-۳ 5 ۱ =Y Sx > ۴, ۲(< 0) П (۶ )۲,۴[ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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هرگاه 8 > f: А‏ یک تابع باشد برد تابع ٤‏ به صورت زیر تعریف می شود: 


مثال: در تابع روبرو برد تابع عبارتست از: 
R = (e= Ave)‏ 


دو عدد ۸و ۱۵ عضو برد نیستند. 


تعیین برد توابع و رابطه‌ها از روی نمودارشان: 


برای تعیین برد توابع و روابطه‌ها از روی نمودارشان, کافی است عرض (у)‏ نقاط آنها را در نظر بگیریم. 


مثال: برد رابطه‌ها و توابع زیر را از روی نمودارشان بیابید؟ 


= [°,+ о) 


= (°,+ о) 


= JR: = {°} 


= (\,Ү] 


= {-\,о,+\} 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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روشهای تعیین برد توابع 

۱-هر تابع چند جمله‌ای از درجه‌ی فرد. که دامنه‌اش R‏ باشد» بردش نیز ۸ است. 

مثال: برد توابع x sy =x‏ + × = زو .... R‏ است. 

R = [et ©) می‌شود:‎ y = |х| برد تابع‎ ۲ 

۳ برد تابع y = |x-a| + |x-b|‏ (تابع گلدون) می‌شود: ( + , 2-0 |[ R=‏ 

۴ برد تابع |x- a| - |× - b|‏ = ۷ (تابع صندلی) می‌شود: [ R = [H a-b] J a-b]‏ 
۵ برد توابع به صورت y = |f]‏ عبارتست از (۰) لا LR‏ زیر مجموعه‌ای از آن. 
Z | х-ај _ xa‏ 


R= {ihosi = 
атава РЕ 


۷ برد توابع به صورت f) = |х-а| + |x-b| + ... + |x-k|‏ شود: 


۶ برد توابع به صورت 


R = [Min (а) Ы), ... , f(k)y, + ©) 
کدام است؟‎ = |х-\|+|Үх-#| + | Yx+ Y| تست: برد تابع‎ 


]۱۳,+ œ) ۴ ]۱ ۲,+ о) (ї ]۱۰,+ о) (Y [°,+ о) (\ 


(А‏ هرگاه قانون یک رابطه به صورت e) [x-a] +|y-b] = k‏ < ) باشد (نمودار این رابطه. یک مربع می‌باشد) آذ 


توجه به e ۷-9۱ = k - |x-a| < Ка‏ خواهیم داشت: 1 < ۲-9 |و از آنجا برد می‌شود: R = [b-k, btk]‏ 
4 همرگاه قانون یک رابطه به صورت ) = y-b| —|x- a|‏ | )° < ) باشد آنگاه باتوجه به اینکه 
Ју-Ы =k+|x-a| > k‏ خواهیم داشت: 1 < ۲-0۱ |و از آنجا برد می‌شود: R = [-%, b-k] U [b+ k,+ оо)‏ 


(Yo‏ در تابع درجه‌ی دوم y = 2+ bx + C‏ برد به صورت زیر به دست می‌آید: 


۱) حداقل نامنفی‌ها به شرط А‏ طول صفر کننده وجود داشته باشد؛ صفر است به همین تر تیب حداکثر نامثبت‌ها نیز 
بشرط آنکه» طول صفر کننده وجود داشته باشد» صفر است. 
Yn‏ 
بنابراین داریم: Dy= (f) ) +k>R, = [К, +оо)‏ 
Үп‏ 
у= l f(x) +k > К, = [К, +)‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Yy = х) |+ к К, = [К, +) 

Dy -- (к)  +k>R, =(-ә, 
Dy = - (к) +k=R,=(-=,k] 
#у=- | f) | +k >R; = )- 0,۱۵ 


قّلره برد توابع فرق با شرط اینکه Жо)‏ شود نوشته شده است. 
مثال: برد توابع زیر را بیابید؟ 
)0 +ره ۱] = برد = \)у =R ۵(۳ + Yo‏ 
° = (1)2*۲ , [۳-,00-) = برد = ۴۱۳ Yy =-|x-‏ 
fO) = °‏ ( +,۲] = برد + ۲+ ۲-۱ لو ر( 
[V+ o) , (=°‏ = برد < 0y = |x - ۳| Аа‏ 
۲-هرگاه در ۶ مورد فوق. طول صفر کننده‌ی э = f(x)‏ نداشته باشد ابتدا Min‏ یا b F(X) Max‏ حساب کرده و سپس برد را 
می‌يابيم. 
مثال: برد توابع زیر را بیابید؟ 
[AA ə+ о)‏ = برد = Y= Y‏ +ه به = B + ۳( + ۰ > Ming x+ Y)‏ 
[00,۲-) = برد = -|x + Y| + ۵ = Max(-|x'+ Y|) = -| s+Y| =-Y‏ 
о)‏ +,۲۴] = برد > ۴ = (1-۱ = )0 + Yx + оу А > Мах(х'+ Yx‏ +( 


۳ برای محاسبه‌ی برد بعضی از توابع می‌توان از تبدیل اتحاد ناقص به اتحاد کامل استفاده کرد. 


=x - x+ \4 = 6- ۳(+ ۱۰ < برد‎ = [V ره‎ о) 


x° - ۳۵ + ۳ = (°° ۲(- ۱ < برد‎  ]-۱ جر‎ о) 
tan'x - Ytanx = (tanx - з. T a برد‎ = ү со) 
З Жж 
شرط ۰ < هھ می‌شود:‎ y = ахї+ bx + برد توابع به صورت ه‎ ۴ 
ар ۰ >R; = [с, +0) 


a<. >R;=(-%,c] 


R= ]-۱,+۱[ عبارتست از‎ = cosx зу = sinx برد توابع‎ (10 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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R ۲عبارتست از‎ = сок зу = tanx برد توابع‎ ۶ 
(-%,-1] لا‎ ]۱,+ oo) عبارتست از‎ y = соѕесх зу = ѕесх برد توابع‎ )۷ 


` sinx 
лл | Е ў 
R = Е عبارتست از:‎ y = Arcsinx برد تابع‎ QA 


R, = [sz] از:‎ ote y = Arccosx برد تابع‎ AA 


درواقع چون \ < sinx‏ < ۱۱۲-۱ > با ۱- = = 2 نتیجه ۱ = COSeCX S -۱ Lcosecx‏ به همین ترتیب برای SECX‏ 


л л 
R = сс) عبارتست از:‎ у = Arctanx برد تابع‎ бо 
R= (sr) عبارتست از:‎ y = ۸۵0۷ برد تابع‎ ۱ 


(YY‏ در توابع به صورت y = asinx + bcosx + C‏ داریم: 


R = [с-4 аї+Ь',с++| a+b] 
| | Yuin = Yab 


YMin = Умах توابع بیو سه‎ дә داریم: ضمنا‎ y = atanx + bcotx — 2 در توابع به‎ (ҮҮ 


Умах = 7 | ab 


در توابع ناپیو سته YMin = Умах‏ 


К, = )- ره‎ - ҮА ab]U[N Yab, +e) 
(k € NR,= ]۰,۱[ می‌شود:‎ y = 009 зу = їп'*тах برد توابع به صورت‎ ۴ 
(k E NR,= [-\,\] می شود:‎ y = соз'*\тх зу = зїп'*\тх برد توابع به صورت‎ ۵ 
(K € N R, = می‌شود:[۲۳۳,۱]‎ = sin'kmx + 605 > برد توابع به صورت‎ (YP 
«COSI з sinmx به جای‎ ‹у = acos'kmx + b зу = asin'kmx + b برای تعیین برد هر یک از توابع به صورت‎ ۷ 
(k E N) و در نتیجه برد تابع مشخص می شود‎ Max(y) و‎ Min(y) مقادیر » و ۱ را قرار داده»‎ 


y = 209‏ به حای »۹1010 و ‹«соѕтх‏ مقادیر ۱و 


۸ برای تعیین برد هر یک از توابع \тах + b зу = asin tmx + b‏ 
۱- را قرار Min(y) "ШЕ‏ و Max(y)‏ و در نت 4220 برد تابع به دست ان 
٩۹‏ برای تعیین برد هر یک از توابع y = acos'mx + bcosmx + c Ly = asin x + bsinmx + C‏ ابتدا مقدار 059 


محاسبه نموده. سپس به صورت زیر عمل می‌کنیم: 


b P. 
الف) اگر[۱:۱-] > سب‎ 


s Max(y)‏ در نتیجه برد تابع به دست می‌آیند. 


Е ¢ [AA] ب) اگر‎ 


Ya 
در نتیجه برد تابع به دست می‌آیند.‎ s Max(y) 


: ә b А А ТХ ЕР 
„Min(y) cwl قرار‎ b ET باشد» انگاه در توابع فوق به حای ۹18176 و 605106 مقادیر او‎ < 


باشد» آنگاه در توابع فوق به جای ssinmx‏ 609706 مقادیر ۱و ۱-و را قرار داده» Min(y)‏ و 


توجه داشته باشد که در هر دو حالت فوق برد می شود: R = [Min(y) , Max(y)]‏ 
2‚ برای تعیین برد توابع به صورت acos'mx + bcosmx + cL y = asin'mx + bsinmx + C‏ = ب از روش تشکیل 


مربع کامل نیز می‌توان استفاده کرد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: برد تابع ۱ + sinx - sinx‏ = [کدام است؟ 
Y‏ 
_-b_\ с А‏ . 
روش اول: قابل قبول эте‏ ی 
А \ Y‏ 
s K == Ума‏ 


911 -۱ 2۷ 2. 
sinx = -۱ >y == YMax 


Porn А ۲‏ ۲ 
ش دوم: ° < --— ۱> 51106 > ۱- > 
روش دوم ۲ ۲ 


۸ برد تابع 2۳-0۳۲ له ربا شرط s‏ < 2 می‌شود R = [s.a]‏ 
٩‏ برد تابع چگ = وبا شرط ۰ а>‏ می‌شود R= Гоа)‏ 
۰ برد تابع [x]‏ = ۷ می‌شود: 2 1 
۱ برد تابع [х| + [x]‏ = رمی‌شود: (۱-,۰) = R‏ 
۲ برد تابع y = ax + а|-х|‏ می‌شود: R, = {esa}‏ 
۳ برد تابع |x]‏ - × = لو به طور کلی توابع به صورت y = ах - |ax|‏ می‌شود (۰,۱] = R‏ 
تست: برد تابع (۴ - y = Yx - [їх‏ کدام است؟ 
Z (f {F0} ۳ ]۴,۵( ۲ ma‏ 
حل: +Y <۰> ۳-۱ Yx] <| >f<y<ð‏ ۷-۳۲-۱۳ 
۴ برد توابع به صورت ص + [x]‏ - × = ډو به طور کلی م + ах - |ах|‏ = ر ER‏ م) می‌شود: R = [рр+\)‏ 
۵ برد توابع به صورت O]‏ = ۷ عبارتست از 7و یا زیر مجموعه‌ای از آن. 
۶ برد تابع а'-х'‏ له ل می‌شود: [ه,۰] = (a> ۰( R‏ 
۷ برد تابع ۲-۵۳ = رز می‌شود: R= [s + æ)‏ 
۸ برای تعیین دامنه و برد رابطه‌های به فرم. ° = Ax'+ ۳+ Cx + Dy + Е‏ ابتدا عبارت را برحسب توانهای نزولی y‏ 
نوشته, ۸ را بزرگتر پا مساوی صفر قرار coala‏ دامنه به دست می‌آید و سپس عبارت را برحسب توانهای نزولی × نو شته» А‏ 
بزرگتر یا مساوی صفر قرار داده» برد به دست خواهد آمد. 
مثال: برد رابطه‌ی ۰ = ۱ + Yy‏ + ×۴ - آل + bx"‏ به دست آورید؟ 
x- ۴ + y + ۲۲ + ۱ =o‏ 


۸ > ә > #- (у+ A >=» =-Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(FA‏ معادله‌ی هر دایره در حالت کلی به صورت (x - (+ (у - pY = R‏ است. برد دایره عبارتست از: 


یارآوری: در معادله‌ی فوق (G DB)‏ مرکز دایره و R‏ شعاع دایره می‌باشند. 


۰ معادله‌ی هرهذلولی در حالت کلی به یکی از دو صورت زیر است: 


>R, =R‏ (مذلولی افقی) 
۵,-)- اج (مذلولی قانم) 
(у В) <‏ ج 


> یاه -6 کب‎ < В+а 


- لاله‎ [f +a, +) 


اثبات برد هذلولی قائم: 


>R, = P-‏ (بیضی افقی) 


Б,В +b] 


а,В +a] 


З ; ‚ 25‏ ۱ 
تزلر: برای درک بهتر برد دایره. هذلولی و بیضی به شکلشان توجه کنید. 


ax+ b 
ыла. >= مق‎ a 


2; ۲ a Я Е 


ç 
_ ax оаа برد‎ ۳ 
b'x + с! | 


1 
1 1 
1 1 
4 
I 

177 
І 


1 
á 
A 
I 
l 
1 


۱ 
1 
! 
I 
I 
I 
۷ 
I 


۸ 


در حالت (۱) و (۳) مشتق تابع دو ريشه داشته لذا برد تابع در این دو حالت می شود: 


R, =(-%,Ymax lY Ум, +оо) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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و در حالات (۲) و (f)‏ مشتق تابع دو ريشه نداشته برد تابع R‏ خواهد بود. 
(FF‏ هرگاه f‏ در بازه‌ی [ab]‏ پیوسته و اکیداً صعودی باشد برد تابع می‌شود. R= [f(a),f(b)]‏ 
تست: برد تابع | ۱- +K‏ 5-۱ آہ = رکدام است؟ 
(A+ œ) (Ӯ [° + (۳ DY] ۲ [\ + оо) 0‏ 
>х>\ >D, = ]۱, +оо) у=] ۱+۷۱‏ 
о)‏ +رم] = y < R = EO) , (+ о)‏ اکیداً صعودی است << ۰ <۱ + 
۵ هرگاه f‏ در بازه‌ی [а,Ь]‏ پیوسته و اکیداً نزولی باشد. برد تابع می‌شود:[(2)0(,8)2] = R‏ 
تست: برد تابع TEL‏ = ربا شرط (۲:۳] € کدام است؟ 
ole (۵1 тт [> 0‏ 


ЛЄ ° < است.‎ дуру = 2, = ]۲,۳( > RS (f(r) , К) = Cel 


۶( هرگاه تابع در بازه‌ی [a,b]‏ پیوسته و مشتق تابع در بازه‌ی [a,b]‏ دارای ریشه‌های محدود باشد (به +„ بو X. 2: Xy‏ 


f) = 


ریشه‌های قابل قبول مشتق باشند) آنگاه نقاط بحرانی تابع عبارتند از: 
XD)‏ وه > X,‏ وتو {a‏ لذا 
Minx J, ху), ..., ха), f(a), 6(6)}‏ = مینیمم m= ¿jl‏ 


M= ماکزیمم مطلق‎ = Мах J, Ңх,),..., ха), Қа), t(b)) 


۷ با رآوری: СА‏ 
2 ۱ 
۱-مجموع هر عدد مثبت و معکوسش, همواره بزرگتر یا مساوی ۲ است یعنی: ۲ a> о >» а + а=‏ 


۱ 
Y‏ مجموع هر عدد منفی و معکوسش, همواره کوچکتر یا مساوی ااا ای مج a< o << a+‏ 


йез و‎ Б 
а 


بنابراین با توجه به نکات فوق» برد توابع زیر می شود: у = tanx + cotx‏ 
y = sinx + соѕесх‏ 


у =соѕх + ѕесх >R; = Y 61:۷ >- ۲,۷ < Үр (-%, – ҮҮ, +) 
у = 100% + log? 
\ 


=X +< 
x 


y=( ۳ А) هد‎ ۳-۰ ۲ ۳۳-۷ - (TF [ҮҮ x 


>Y—R, = [Y, +e) 


Е 
ه)‎ ۳+۹ ۲( 


(ҰЛ‏ محاسبه‌ی برد با استفاده از فرمولهای مثلثات: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ENE: 

дова 
+× \+х q| Ytana N Y(\-tan*a) КОЕ; 
— p ص‎ мм ج‎ ТЕ 


х = tang فرض می‌کنیم‎ => у = 


sinYa + Y cos Ye 
۱ + 00 ۱ + 0 


-4 ط باه‎ <y <r 2۳+ Е ух | + >R =i] У, У 


Y 
ш 3 = a - Yun r 
= tand فرض می‌کنيم‎ < y = TE E BIG > -۱ < па > ۱ > 


inasi > в=[— 1] 
Y Y кү, 


aT 
nyala D, = [-\,\] 
+X" 
x = tand فرض می‌کنيم‎ < y = 605۲۵ = ۰ > cosYa < \ >R = ]۰, ۱[ 
هرگاه مجموع دو کمیت مثبت مقدار ثابتی باشد. حاصلضربشان هنگامی ما کزیمم است که آن دو کمیت برابر باشند.‎ «0 ta 
لرا بیابید؟‎ =N ۴ k|-x'" مثال: برد تابع‎ 
y=N ۱۴-۳ у>. (3) 
> о 
| ۱: ۳-۱-۲ ۱-۲ ۳۱۲ ۳۱-۲ Мах (у) = ۲-۷-۲ >R, =[,"l 


t- Кр: 
е ی‎ a E _ ax tbxte _ ۲ я 
را طرفین وسطین کرده همه‌ی جملات را د طرف‎ Е еее e pa сые 


آورده» معادله‌ی درجه‌ی دومی برحسب АХ‏ دست می‌آوريم. دلتای این معادله را aS)‏ خود معادله‌ای درجه‌ی دوم برحسب y‏ 
است) بزرگتر یا مساوی صفر قرار داده» حدود Dy‏ می‌یابیم» سپس مجانب افقی تابع را حساب کرده. اگر مجانب افقی در ابتدا 
یا انتهای حدود تغییرات ل قرار گیرد. آنرا حذف می‌کنيم. 
مثال: برد تاع سپ = زرا حساب کنید؟ 
ук 2 a ы»‏ 
A>. >y- ۴۷۲/۲ -۱(<۰ = -туї + у> ۰‏ 
R = е‏ = مجانب افقی ° = X > Ło = y‏ 
۵۱ در توابع دو یا چند ضابطه‌ای, دامنه‌ی تابع» برابر اجتماع دامنه‌ها و برد تابع برابر اجتماع بردهاست. 


مثال: برد تابع к‏ 


| ۳ )۴ را حساب کنید؟ 


D, = (-0,] U [Y+ ©) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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>R, =(-%, .JU[V, +%)‏ 
۲ هرگاه برد تابع )6 = y‏ برابر R = [c,d]‏ باشد. آنگاه برد تابع ۸+ (К> ۰(۷ = Кх)‏ می‌شود [2+ 16 , 2+ [kc‏ 


(°,+ 90) شود:‎ „у = a ,y = e" برد توابع‎ ۴ 


۲ 
(еа a ВВ 
+x" 


مثال: برد توابع زیر را بیابید؟ 
х) = ۲-۲ |x] +۱ < (х |х|)+ |‏ )\ 
e Sx- |х| < >= о < ۲6 |x|) <> Y > R= ]۱,۲(‏ 
Y) х) = 1+] Yx х"‏ 


<) ۱ ۲ 
> )°<\-(-\) =>. >۱-6-۱( <) 


\-(х-\) ۱ 
=> ۰ <N \-(х-\) <\ >\<у<ү >R = [\, ۲[ 
у= y ۲۷۲ >у-\=\| Yx ۲ љу -۱< ۰۷۸ ۲۱) روش دوم:‎ 
(у-\) ххх ох + 6 -۱( = ° >A >e ۱-0-۱۰ 
(у- \) > ۱ > | > ۷۲۱ > ۱ 3 ۰ SY > ۲ 
MNS ۱ > ۲ 
Y)y = | + ۳۵| + |x - ۱۵ 
تابع گلدان‎ >y > |۳۵ - ۱۵| >y > ۵۰ > R, = [0+ co) 
۴( = зш'0х+ соз0х = برد‎ = Еи = اه‎ = Е روش اول:‎ 
زو‎ dx + cos 0x = ۱-۱ ох روش دوم:‎ 


o > 10 À تخد‎ Күү. = 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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mu‏ کد 

уу= | -k+o| >-k+o|=: >х=-0 =>D=(í2o) 
у= N- =. بردج‎ = f°) 

A)y = + (ax + b)" , (n € N) > برد‎ = [k , +) 


4)у сасе 


a> о = а+ 1 > ۲ بارآوری:‎ 
a 
\\) y = |tanx + сок] 


atanx + bcotx < - Yq аһ atanx + bcotx > ab 
tanx + cotx < - L tanx + cok > ۲ = 
|їапх + сох] < -Y پا‎ |tanx + cox| < Y >y E zgy < -۲ Ly > ۲ 
>y اوەر{ -2 2 برد > [ا,ره,2-1-۱ ع‎ 
[x-a] + ها‎ [ 
[x] + Lx] 


f(x) («Єў SR - )-۱,۱( 
, (x €z) 


0 Ff) + ۲۲۵-21 R=? 
x 


f < но) - мо) = =) = — >‏ فرد > — فرد 


۱۴( х) (к) + >f) = -> X4 ۱ <۲-۱<۱ برد‎ = [|+ о) 
فك‎ 


?= برد )8-1( )1( > ((۶,۳) , (۴,۶) , (۳,۵)) = 8 , (YA)‏ , (۵,۷) و (۴,۳)) = ۱۵(1 


1 + ۱ = ))۳,۴( , ON. )۳,۹(( و (۴,۵) و (۳,۴)) = ۱ - 8 و‎ FD} 


(f+ ۱(.)۵-۱( = ))۴,۲۰(,)۳,۳۶(( Ree = AALS: 


Y 
(x+1) = н ЕЛ 
х'+\ х'+\ х'+\ 


R (5,1)‏ >= ۲یا ایا ه = (ло)‏ +۱ و < ایا -yke‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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VEO =x- [x] > R. =? 


(fof) (x)= f(ffx))=x- Lx] -lx-lxl | =x-lx] -s=x- 1х1 >Re =Í, A) 


Y ,(x>Y) ээн =Y اجتماع‎ 
,)-۲>>۲( - (۲,۲-)ح برد‎ +R, = ]-۲, 1] 
-Y @<-Y) > برد‎ =% 
\ҹ)у=4 ۲2۰۲ =>D,=[-v,Y] >R =Y] 
Yo)y =x (\ – х1)! = Yx - + ۱ = Yk- х!) + À 
L ۱ 


Y ۱ ۱ ۱ 
| ی‎ m هن | ی‎ ро[е 4% 
1 кзн O [y| +) 


Yi)y=,[|x-Y N x-ò 

ЖИ И. 
x-Y YN x-Ó 
برد‎ = |Қа), ЕБ) =[E(0), (+) = |N ۳, +) 


۱ لد‎ \-(f- 
YY)xXI- Yx +Y -y= ° т г; КЕ 


D; = [д,+),у! = < ۰ << صعودی است.‎ ASI تابع‎ 


y-Y> ° > RS [V+ о) 


y=x'-Yx+Y —y=(x- ۱) +۳ >R, = [Y, +) 


YY)y=x+ xT Vx + À = D = R > R = К 
у= х- | әх - |>: > К |<х | << = 


>D =[:, +) وج‎ < «۰ Фу=ух-х = + =° کج‎ )۰( 
= Т, _ E N = A 55 ۲ — کو‎ БЕК 
و‎ s es эте so مجانب افقی)‎ = у-{-Ү} 
۲۶( ۷ هد رت‎ ۴-۲ 


+y 2x, Dy = [> {у >, -<۷ <-۲ ۲۱)‏ » < ۴-۲ له 


y >x 
y-x=N. ۴۰۲ > (y ху = t x" = Yx - Yyx + (у! - Y)= ° 


+ Y-Yy +A + ۸-۲ 
/ эке Ч АУ ол ут, 


۷ ۲>۷>۲۷ ۲ (0) (DSR, =[ Y, ۲[ 


YV)y = ۴۹ _ x| 


X 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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y€z,y >-\ > К,={уЄх>:у>-\} 


COSX > ° 
۲۸( ۷ = 4 logcosx > >R;= {°} 
logcosx >=: => СОЅХ > ۱ => cosx = \>y =y 108۱ = ° 


1ш мй =‏ ا 
ИЕ C O Kasi. sls‏ 


> D =R-Z = y=—= R =R-Z 


Yo)y= -q -х'+їх у= \-ҹ ۴-0-۷ , ۸-۴-۰-۷ 


D. - ].,۴[ > +> .> > ۴ >.< ۲ 


Min(A) = 1) ۰( = 
=)=" 


Max( 


-<- Ах: -۱>۱-ج‎ ۸۱ >-\<у<\ >R ]-۱, ۱[ 


тох =» R. = ? 


D = RTE А, = В- (1) 


\ \ 
ҮР) у = cosx - cosx > y = (cosx – = — 


<(совх =) - <ү 


1 
۴ ۴ 


ways = с 
хї +۹ 
XAA >r X'+ >Y > 
۱ 
030) > R, = су 
۳۶(۷۲ =N ۱-۸ ۲-۱ >D=[,Y] 
<xS 5 دوه‎ ۲ $< X5 *-۱<- ү 


 - 0 >. <4 ۱-۰۹ ۶-۱ >۱ =: <y<Y'>R, = [:, \]‏ ۱-۰ > ه 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ 
R= ECO), К) = ]۰,۱[‏ > ز اکیداً نزولی = ۰> سا او دوم 


YN ۱-۰ 7-۱ 


- |х[-\ 

۳۷( ۷ = 
)y PET 

|۰۷ + у= |х| — À 

|x ۱ + 


\+у |> 
(у-\)К]=-у-\ >kl=; айс S° 
-y j= 


>\<у<\ >R =[-A, ) 


توجه کنید که ۱ = (۱-)1 


> - <Агщ(-\/х )< ° 


۳-۴ ۳ у= ۳) - ۳ 


۱ 


i >- E > -۳>۷ >۰ >R, = ]-۳,۰[( 


[x] <x >| xl -x<s اج‎ |x] -xl 
FOE = {OD MD. CDS OOF Rs 

f = ))۲,۱( , )۳,۲( , )۴,۳( , )۵,۴([ 

fof’ = ))۲,۲( , (7,7), (0,0), )۵,۵(( > R a = )۲,۳,۴,۵( 

fof = ))۱,۱( , )۲:۲( , )۳,۳( , )۴:۴(( > Б = O} 
Of = ))۳,۵( , )۱,۶( , (Ay) 

= 1)۲,۱۶( , (عی۵)‎ , OA)» )۷,۱۱([ > Reg 
+ و‎ ))۲,۱۵( , (119), Rm )۱۵,۱۴,۴( 
f 


2 Pje r 
— Oe ERT 
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۲ y ۲ 
ттуу =) لته . ج‎ >|: | = SRE] 


X +Y X +Y X +Y 
۴۵( ۷ = -х'-\° =D. - =R.—=% 
*#)(х-\) + (у - =۹ Sk- a-y- 
-Y<y-Y<Y >-\<у<0 >R,=[-),ð] 


ҮҮ) ۷ =cosx WN -sinx —-—=QQsin'x=. =sinx=. =x= Кт 


>D; = Кт >x=kr>y=coskt+ © =+) =R. {-\, \) 


۲ 
O E ле. صورت مشتق‎ у! = -AX А >x=\ > у= =r 


x - Yx + ¥ 


> R, = )۱,۲[ 


TVE = (OD. (1,7), (t) , g = ))۱,۳( , )۳,۵( , )۵,۲(( 


f ۲ Y б А 


و( = 


+g _ ۷ 


(бо‏ اضلاع مثلثی ۴و ۶و × می‌باشند. هرگاه محیط مثلث را ۷ فرض کنیم» حدود تغییرات لرا بیابید؟ 
La =y=x+ ۶٩ ۴ > y=x+ ۰‏ 


۶ - ۴ > > ۶+ ۳۴ > ۲ > > ۱۰ > <x ۱۰ > ۲۰ > ۱۲ > y< Yo 


همه در فکر آنند که بشریت را اصلاح کنند. ولی هیچکس در فکر آن نیست که خود را اصلاح کند. 
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١‏ برد تابع Yx - A| + |x+ A| + |x - Y| + |x + Y|‏ | = رکدام است؟ 
о) ۴ [Y+ о) ۳ [ = + оо) (Y [o + оо) 6‏ +,۳] 


ç ۲کدام است‎ =N k -۳|+ k+ ۱۳| برد تابع‎ -۲ 


yN ۳ y> Yf G y = е(\ 


۳ برد تابع ۲ + у =x-— > lox]‏ کدام است ؟ 


Ç [°,1) Q‏ و 
۴ برد تابع ۱ + y = [f] + [Y—x|‏ کدام است؟ 

]۸,٩( ۳ ]۷,۸( Ç {A4} О 
رکدام است؟‎ = Yx" - |×" + |×" | | هحدود تغییرات راز رابطه‌ی‎ 


Y<y< و‎ ۵ > > ۶ 0۲ o <у< ۲۵ 


۶ برد تابع | "×| - 1х1‏ = رکدام است؟ 
to ۳ O KADES‏ 
۷ ھرگاہ ۲- х) = х‏ باشد. آنگاه برد تابع (۱ +۳26 + ۲ = g)‏ کدام است؟ 


]۲,۲ œ) ۴ BEAK [0,+ оо) 6۲ [°,+ o0) (\ 


Yx 


Атосов 7‏ = رکدام است؟ 


Л‏ برد تابع 
л л‏ 
ед] ол] [езү 10‏ 
٩‏ برد رابطه‌ی ضمنی ۰ = y" Yxy + Yx- Y‏ کدام است؟ 


Ysy ۴ ۰ <y < YG ۰ > ( > ۵‏ و 


Y 


y = ҮТҮ. е‏ کدام است ؟ 


۰ - برد تابع 


)- 9%,-л] U (° + о) (f (— 00,-۸[ (Ү ]۰,۲( (\ 
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۷ < ۳-۸-۱۳ | <۷<۴ 
ду = ۵۶۲-1 àx] + ۰ 
хох له‎ <\ ><A- | Óx] + ۱۰ > ۱۱ ۱۰ > و۵‎ > Y> sy > 
у= |х| + ۴+ ۳+ |x|+ ۱ > y= |х| + || + ۸ = (ль) +۸ = ۷۸ 
y=» 2۲ | | =۲)" - ] ×" را‎ 
e <XT - [х" | <\ => > ۲6۲- |х" |) ۲ => ۰ >۷ >۲ 


D =[:,N Y) >x€[-,\ Y) 


°<х<\ >[х] = |x! | =. =y=N °s-° => 
хЄ[•, Y) ‚| =] < برد‎ = {°} 


۱> > Y= L x] = |×" | =" >у=\ ۱-۱ = ° 


о(х) = ۲+ ۳۹ x -1 <۲ برد ج‎ = ]۲,+ ©) 


arb '>vab کج رباج‎ <) 


“G ج‎ ۱+۲ 
+۲ه)-‎ Ь')< Yab> -(\ x< کج یل‎ >- 


+X" 
їх Yyx+yT- = >/> 
> -fy+ ۶ > ° ج‎ y < 
уяр ss sa 
AZ o > + ( < ۰ = y < -ALy> ° 
Ly =۰ لارا قرار دهیم» مقداری برای » به دست نمی آید (زیرا کسری صفر است که صورتش صفر باشد) پس‎ = о ولی اگر‎ 


R = (— ®,—А] U (° + о) حذف می‌کنيم.‎ y از حدود‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


انديشه برتر / YZY‏ 


]-۱,۰[ لا‎ Бе 
{°,—\,\} ۴ 
еә 


C D (f 


160-۱ 


о(х)= 100+۱‏ تعریف 


[V+ o) ۴ 


]۰,۲( U (Y,+ eo) (f 
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:۲ تست‎ 
رکدام است؟‎ = sin cos cox برد تابع‎ ۱ 
клр у ү 08 Юз ы >p- 
۱ ۱ 
و‎ аав - 0 
10 LEH [-\,\1‹ 


۲-۱ [° <x > \) 


۲ برد تا تا کدام است؟ 
а _ (s< € 7‏ 
x‏ 


YUCE CAS ова 110 
کدام است؟‎ х) = | ۱-۳ | برد تابع‎ 


1 6۲ }1و{‎ О 


\ 
м 
k -۱|+۳-۳[ Š 


۱ ۱ 
C] (Y paa (\ 


۴ برد = ) 4 کدام است ç‏ 


۵ برد تابع f(x) = + Arctan (Ê)‏ کدام است؟ 


Л Л 
[ тз, (Y ls (\ 


۶در صورتی که برد تابع #فاصله‌ی (۱-,۰0-) بوده و تابع £ روی (۱-,۰00-) به وسیله‌ی ضابطه‌ی 


شده باشد. آنگاه برد g‏ کدام است ç‏ 
0 [0,۱-) ۲ (00,۱-) 


‚(х €z) 


(х £2) 
[۱,ه)‎ ۲ )۰,۱( 0 


۷- برد تابع 


۲ 


[Е кезу R'- {Y} 0 


٩-هرگاه‏ ۱ g(x) =N x -۱ 9 (х) = хї+‏ برد تابع elas fog‏ محمو عه است؟ 
y >= -AV) Ç ll y> ye | y> °} 0‏ | 
۰ برد تابع Lf: R > R‏ ضابطه‌ی х'ѕіоп(х)‏ = (1کدام است ؟ 


te. Y }ووا{‎ (Y [°,+ со) (\ 
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у = sinx cosx =— sinYx > - ۱>۵ <) 


o <x > ۱2 ۰۲ > ۱ 2 ۱6۲-۲ ۰ 


۱ > < ۲ ۴ аас 
x 


y=4 ۱-۲ >»„=[°,\] = یه‎ ۱-۲ > > |+ pa = ایا‎ =R = AY. کر‎ 


۱ ۱ 
ЕК 6 >( 1 -)۰ (۴ 


š 
> .<Arctan2 < >. <Í 
Y Y Y 


ў 
Area eds RST )۲( ۵ 
ctan— <Ç К, Г) 


х) +۱۲ = 
(+۱ 


VW) 


>| xl +I | 
[|x] <\ 


=Í[*,+%)- {Y} 
برد‎ - ) [ 


)+ ,5( = برد 


tr‏ = برد 


از طریق شکل نیز بسادگی دیده می شود که برد تابع ۸ است. 
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تساوی دو تابع 

دو تابع و ع را مساوی یکدیگر گویند هرگاه: 

اولا: دامنه‌هایشان با یکدیگر مساوی باشند. (D,= D.)‏ 

ثانیً: به ازاء هر «متعلق به دامنه‌ی مشترک داشته باشیم: gE)‏ = 10 

تست: هرگاه دو تابع ((۳+۱,۴) , (۱,۵) , (۲:۳)) = و ((۵,۴) , (۱-۱) , (۲,۵)) = bg‏ یکدیگر مساوی باشند 
b-c‏ +2 کدام است ؟ 


Y (ў -\ (Y ۱0 


>D =D; әб 


D=R Y Y 
аел) 6 әв 


D. =R-{-} 
=> D. =D; >f =g 
D; = (° , +0) 


D, = [\, +%) 
=> D. =D: >f =g 
D; =(-®,-\]О[\,+) 


ү 
_ D, =R 
J i 


, 1), (7, ۱۰(,)۴, ۱۵(( [2 f} 
1۱+ و۳‎ \0), )۴,۲( } 


f 
D; = 1۱,۳, ۶ # g لذا‎ ۲ 1) Z g0) = ۱۰ چون‎ 
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تست :۱ 
۴ + ۲-۵ 


‚(х =.)‏ " | | 
gíx) х -۱‏ به ازاء کدام مقدار а‏ توابع ٤و‏ ع به ازاء هر ×عضو R‏ 


۱ هرگاه ۴ э) =x-‏ 
سای اف 

a = ۵ (f ۱ (ў a = -۵ G а= -۱ 0 
۲-کدام تابع زیر مساوی تابع × = راست؟‎ 

у= o у= ۲ 0 

y =а!% ( (а= ۱,۵ < ۰( у = log ۳‏ (۰ > ۱,۵عجه) 
۳-کدام یک از روابط زین معرّف یک تابع نیست؟ 

y+ Yy- x =° (Y X'+ y- Yx + Ty + Y 
узук Е 


۳ +۵ {х>\) 


۴ هرگاه رابطه‌ی = (х)‏ معرف یک تابع باشد. مقدار ۵ کدام است؟ 


x-a ‚(х<\) 
а= -۲ (Y a = - (ў a = ۲0۲ а= \ 0 
هکدامیک از روابط زیر در مجموعه‌ی اعداد حقیقی یک تابع را تعریف نمی‌کند؟‎ 
y = Arcsinx (f y = 0۳ ух! = 1 @ ху'= \ (\ 
کدامیک از روابط زیر در محموعه‌ی اعداد حقیقی. معرف یک تابع است ؟‎ Ў 
۵ = ۵ 


x = siny (f |х| = ۱۷ ۳ у= x (Ү х у? (\ 
۷-کدام رابطه‌ی زیر یک تابع نیست؟‎ 


]: ب لا‎ N д 
ї={(х,у):х'+у'= 1۶} 


К> К © 
f= {x,y ( | +۷۲۲۲ ۲۷ = - ۲? 


۸کدام رابطه‌ی زیر یک تابع نیست؟ 


Е 4) ۲ - ۱, ۴(,)۳,۶(, ) ,سل‎ ۵(( ) 
т), ۵( 0 


۲+١ 


T@)=N ۲۵ -۲ (f 
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ү 


x - ۵ زر‎ + ۵ 


۰-کدام دسته از توابع زیر با یکدیگر مساویند؟ 


آدمی آفرینندة سرنو شت خویش است. «(زرتشت» 


هرکس از روی افکارش شناخته می‌شود. «آنتوان جخوف» 


هر بدی که توانی به دشمن مرسان. باشد که روزی دوست شود. «سعد ی») 


هر قدر عاقلتر باشیم تأسف‌مان به زندگی بیشتر خواهد بود. 
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)۲( ۱ 


به ازاء ۱ ×دو تابع با یکدیگر برابرند لذا کافی است gO)‏ = (۱) باشد بنابراین: \– عم <+ - و < ў‏ 
=R >y =xlogå =x С‏ سار 1023 < у‏ 


х= > |у = ۱ > у= +\ (r) Y 


ав 5 ў+а= \-а >а=<-\ 0 -t 


(2-0 
(1) 
(ў) У 


مره 1 (۵, 


۰( دامنه‌ی  R‏ است. دامنه‌ی ۳ گزینه‌ی دیگر R‏ نیست. 


(Р) ۰ ۱ ه‎ 


هرگز بردباری را از دست ندهید. زیرا آخرین کلیدی است که در بسته را می‌گشاد. 
«یاسکال» 


هرگز سعی نکنید عیوب خود را بگوئید چون دوستان این وظیفه را به خوبی انجام می‌دهند. 


«اولیو رهایز» 
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اعمال جبری 692( توابع: 
I 7‏ 1 
هرگاه ٤و‏ ع دو تابع به ترتیب با دامنه‌های ,۵و D,‏ باشند در این صورت توابع ع Í+‏ وم به صورت زیر تعریف می شوند: 
(f + g) (х) = 100 + р(х)‏ 
(f р) (х) = (х) - рх)‏ 
(fg) (х) = f&) . gG)‏ 
f f‏ 
0 = وم Ó‏ 
g 8)‏ 
دامنه‌ی توابع £ ٣٤و‏ ع-و ع برابر است oD; N D, ДЕ‏ دامنه‌ی D, n D, == {x Є D,: р(х) = аз‏ 
یعنی به زبان ساده دامنه‌ها (Lax)‏ اشتراک گرفته می‌شوند و ضابطه‌ها (ay)‏ با یکدیگر جمع یا از یکدیگر کم و یا در هم 
ضرب و یا بر هم تقسیم می شوند. 
مثال: بافرض: n )۲,۵( n (#.V);‏ (۱-ره) > (۲, 0{ = f‏ 
۱ 
g = 1(.°) ° (D ° (°,\) ° (\°,4)}‏ 
AS‏ 
Я f‏ 
در عضوهای مشترک دو دامنه عرضها با هم جمع می‌شوند. ОБЕ Е n D‏ 
مثلا » = ۱ + 2-۱ р) (°) = (о) + g(°)‏ +( 
عرض نقاط ‏ دو برابر می شوند. ۶,۱۴(۲) و (۲,۱۰) و (۲-وه) و f =< (f)‏ + 1 2< ]۲ (۲ 
Y M.‏ 
عرص نقاط 8‘ سه برابر می شوند. ۱۰,۲۷(۲) ° )۳( ° Y)Yg = g+ g+ 8 = {(?,°) Й Cs)‏ 


۵ о . i 
Р) ۲۲ Yg = ОО در عضوهای مشترک دو دامنه. عرضها از هم کم می شوند. ((۶,۱۴) , (۵-,ه) و‎ 


مطلوبست توابع гї 1-۳۵ би: Tf ftg‏ و 


در عضوهای مشترک دو دامنه» عرضها درهم ضرب می شوند. ((۶,۰) و (۱-,ه) و (1)۱,۱ = Mfg‏ 
E20) = fO) x gA) = YQ) = ۱ $‏ })\-,0( , )10,9 = 2 
در عضوهای مشترک دو دامنه به جز آنهائی که عرضشان درع صفر است. عرضها را به هم تقسیم مي‌کنيم. 


۱ ۱ ۱ ۱ ddf ы, Ж 
уе 0) 0) 0) 5 (003 می شوند.‎ 77 f عرض تمام نقاط‎ 
(R (توجه داشته باشید که منظور از ۱ در یعنی تابع ثابت ۱ = لبا دامنه‌ی‎ 
-X (X <° 
Ста (к=) 


Yx 


مثال: هرگاه 


g(x) = |‏ ضابطه‌ی y = (fg)@)‏ بیابید؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: هرگاه ۱ - ×۵ ga) = х! Yx (f(x) = х'+‏ حاصل (2()۲ +1( کدام است؟ 
(f ۱۶ (Т ۱۵ (ў “о‏ ۱۷ 


(f+ g) (Y) = fT) + 80) =\ + Y= AV 


فرضص می‌کنيم g(x) sy = fx)‏ = دو تابع با دامنه‌های D,‏ و D,‏ باشند. حال اگر نقطه‌ای به طول S 3 X,‏ هر دو منحنی و g‏ 
X, X, X, =‏ 
باشد. انگاه نقطه‌ی روی نمودار ‏ نقطه‌ی روی نمودار ع و نقطه‌ی روی نمودارع fr‏ 


10۰ (+ g.) g(x.) f(x.) 
عرضهای نقاط هم طول روی دو منحنی رابا هم جمع کنیم.‎ (Dig = D, N D.) 


در مورد g‏ - نیز به همین صورت است. 


مثال: Шаа‏ بست رسم نمودار تابع sinx‏ + × = لاز روی نمودار р(х) = sinx s f(x) = × =l‏ 


1 = (e), (С. (тл), (С) a , -) 


Л үл 
g= {(°,°) ° C) ° (л) ° ( ۲ == 1) ° (їл,°) ° sJ 
f+ g= {(е+е),(У=+\),(л,л+°),(Т=у т—\),(\лул+°),..} 
۰8 را به اندازه‌ی عرض تقاط متناظرشان در‎ f(x) = × عرض نقاط نمودار تابع همانی‎ {+в در واقع برای رسم نمودار تابع‎ 
انتقال داده‌ایم.‎ 


соң‏ رکب رکب دو دي 
سه مجموعه‌ی دلخواه ۸و 8و ) را در نظر می‌گیریم. هرگاه 8 > А‏ :1و B > C‏ :چ دو تابع باشند. به طوریکه ۶4 RND,‏ 
آنگاه تابعی از مجموعه А‏ به مجموعه‌ی C‏ به صورت زیر تعریف می شود که به آن تابع» تابع БОЁ‏ می‌گویند. 


(goD)(x) = g(f()) 
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D, = & € D; f&) € D.) دامنه‌ی این تابع عبارتست از:‎ 
R, N D, # ф آنستکه‎ gof شرط وجود تابع‎ 
EoD = 1)200( به صورت زیر تعریف می شود:‎ ٤08 به همین ترتیب تابع‎ 
یم‎ & € D; вк) € Р} دامنه‌ی این تابع می‌شود:‎ 
R, N D; ۵ آنستکه:‎ fog شرط وجود تابع‎ 
اشتباه نگیرید.‎ (gx f) L gf و‎ Бев) L fg را با توابع‎ gof sfog مهم: بچه‌ها مواظب باشید توابع‎ ‚2 
و ((۱۱,۲۰) , (۴,۳) , (۱-,۵) , (۶:۱۰)) = ع دو تابع‎  4)۲,۵( , )۳,۶( , )۷,۱۱( , )۵,۰( , )۶,۱۴([ مثال: هرگاه‎ 
fof و‎ gof باشند مطلوبست توابع‎ 
D, = Y} > gof و(‎ 
(gof)(Y) = EC) = g0) 2-۱ > ),-۱( 
(LBA) = KO) = g(۶) 2۱۰ = (°) 
(eV) = g(f(V)) = 5011) = ۲۰ = (Ye) 
gof  ))۲:-۱( , )۳,۱۰( , )۷,۲۰(( بنابراین:‎ 
D. = TT} > fof = )0۲,(( , (v?) 
CA) = f(f(Y)) = f(0) = ° > )۲,( 
CEA = f(f(T)) = 7) = ۱۴ > )۲,۱۴( 
fof = بنابراین: ((۲,۱۴) , (ه,1)۲‎ 
تابع 201 و دامنه‌ی آن را بیابید؟‎ р(х) = х'+ × - ۵ و‎ f(x) =N × - ۱ مثال: هرگاه‎ 
ах 1) = (х1) хво 50, = [1, +®) 
(gof) (х) =x+ Î х-\+ Y 
را حساب کنید؟‎ gof ضابطه و دامنه‌ی تابع‎ р(х) =N х 9х) =y × -۱ مثال: هرگاه‎ 


= D a = [Y A: 
. v> x- 24۹2 ۱۰ sot = [0 15] 


%+ و ۱] = D‏ 
روش دیگر محاسبه‌ی دامنه‌ی gof‏ (بدون استفاده از ضابطه‌اش): ) ۱ 
D; =(-®,\]‏ 


0۳۳ = KED :10( برع‎ = KE[1,+0):N х-\Є(-ә, 7]} 
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= {х > ۱:۹ ۲-۱ <Yy= 4 <۱ –- \ 4) 6 <۱: >۱۰(<- ]۱, Y°] 
کدام است؟‎ (fog (E (10حاصل‎ =y х(\-х) збх) = cos'x تست: هرگاه‎ 
5 5 


‚© +“ Ea s 
CNE) =E =(1)= | Ух Т 
باشد یا اينکه یکی از و چ تابع‎ = g (مگر اینکه‎ gof я fog ترکیب توابع خاصیت جابجائی ندارد یعنی در حالت کلی‎ ) 
همانی باشد)‎ 
(fog)oh = fo(goh) ترکیب توابع خاصیت شرکتپذیری دارد. یعنی:‎ © 
اکیداً صعودی خواهند بود.‎ gof sfog هرگاه توابع و چ اکیداً نزولی باشند. آنگاه توابع‎ ۳ 
(foD) = Aof) = f(x) همواره داریم:‎ Іх) = x برای تابع همانی‎ (f 


(б‏ هرگاه " معکوس ؟باشده آنگاه همواره داریم: 


(Е) (х) =x ,(x€D,) 


(fof) (х)=х ,( €D.) 


۶ در حالت کلی داریم: ' ٤٥۴‏ = 01 1 
۷ در تابع هموگرانیک d= • (х) = ED‏ + 2باشد آنگاه ۲۱ = و از آنجا داریم: 
fofofo... of ) (х) = I(x) Е f(x)‏ ( 
зз‏ < 1 مربي 0 1 Aye‏ 
نکاتی راجع به Дах)‏ 
) هرگاه ضابطه‌ی تابع y = f(x)‏ معلوم باشد و بخواهیم ضابطه‌ی ((1)86 را بیابیم» کافی است در ضابطه‌ی ‏ به جای × 
g),‏ قرار دهیم. 
مثال: هرگاه (х) = ۱ - x"‏ مطلوبست )° \(« К\-)=-44 f(Yx + ۱( (cos‏ 
f(cosx) = ۱- cos'x—sin "x‏ 
(үх +\)= \-(Үх +\)‏ 
(Y‏ هرگاه ضابطه‌ی تابع (()۴)8 = y‏ معلوم باشد و بخواهيم ضابطه‌ی LFE)‏ بیابیم» (Х)‏ را برابر t‏ فرض کرده. bX‏ برحسب 
t‏ حساب کرده و سپس جایگذاری می‌کنيم. در حالت خاص می‌توان از روشهای خاص و ابتکاری نیز استفاده کرد. 
مثال: هرگاه ۴ + D f(x) 10 + Y) =x‏ بیابید؟ 
x+ Y= << =t- ۳1 = )-۳( Y>fx)=(x- w) ۴‏ 


لبته می‌توانستیم مستقیماً  - ۳ pas‏ <- استفاده کنیم. در این صورت خواهیم داشت: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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f(x - + ۳( (к) + ۴10 = 6-۲ 


مثال: در هر حالت fx)‏ ۳ حساب کنید؟ 


۲ 
+2) - ۳۲. (кт) f(x) =хї-їх 
Y x x 


a" + 9 = (а +b) - Yab (a + b) يادآورى:‎ 


۱ ۱ 
(x ен +۱( 6+ - \) 
{ї 
۱ ۲ 


кәл < (t) = 


А \ - tan 
à) 11202 ) = cosx + sinx => f (tan ) = —— 
Y ۱ + tanî 


jad -x + Yx) 


F — <f) = т 
\+х \+х \+х 


x! +y) y xY +y X Y ۲ 
L l. О ROEN 
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E 
EN ۷-۴ = x- 


1۲-۴ 


к +!)к-/)=ш{ u Tf) хрх 


f(x +x) =x? + YxT+x" - A 


۱۱( f(sinx + cosx ) = sin Yx 


f(sinx + cosx ) = Ysinx cosx + \- \ = (sinx + совх)' - \> f(x) =×" -۱ 


از طرفین» در مبنای k‏ لگاریتم می‌گيريم: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ора) log) 
a Ъ 
می‌باشند و تساوی وقتی برقرار است (یعنی دو تابع وقتی برابرند) که هر دو‎ a ت چپ تابعی از هو سمت راست تابعی از‎ 


log 0) > b log) = а1ор[®)>‏ = تیدا 


10 f(a 
Ж е Іор (а) = ас ¬+ f(a) = к» f(x) =Kk'° 

۳ هرگاه رابطه‌ای به صورت a(g) + ЫКЫ) = ср(х)‏ داشته باشیم و بخواهيم ضابطه‌ی 2000 را بيابیم بايد عملی 

انجام دهیم که gG‏ و Һ(х)‏ به یکدیگر تبدیل شوند آن گاه دستگاه حاصل را حل کرده و LEE)‏ بیابیم؟ 

مثال: هرگاه ×۵ = (х) + f(-x)‏ مطلوبست ()؟ 


x> -x > Yf(-x)+ f(x) = -àx 


۲ Eere ۳ (x)= - 10x 
f( 


f(x) + YE(-x) = -ôx х) + Yf(-x) = - Ax 


-Afíx) = -Y° x 
۵ 
f(x) = ° 
(к) = ç * 
فرد باشد. تابع نیز فرد است و بالعکس.‎ g تابع‎ af) bf(-x) = 0۵00 مهم: هرگاه در رابطه‌ی‎ у 
۳ f(x) - f(x) = ох > Y f(x) = ох эх) =f х 


(х) مطلوبست‎ ‹ Е sinx ) + ۴۴ (cosx) = cosx مثال: هرگاه‎ 
بت‎ ۰ КЕ . ۲ 
و‎ ө pa + ff(sinx) = sin'x 


ff(cosx) + f(sinx) = cos x 


- ۱۵ f(sinx ) = cosx - Ұѕіп'х 


ОҢ poy Ha 
f(sinx ) = مل‎ KX f(sinx) =X t) 


_ ۵0-0 
۱۵ 


مثال: هرگاه ХТ) + f(-x) =x‏ (100را بیابید؟ 


حل: ×را به «- تبدیل os S‏ دستگاه تشکیل دهید پاسخ х) = Vx‏ خواهد بود. (ضمناً می‌توانید از نکته‌ی مهم فوق نیز 


استفاده کنید) 


مثال: هرگاه МС ) = ох‏ + 3 - =( را پیابید؟ 


x+ ۱ ۱ х \ 
palea Sey Siesau 
тун а Боны چ‎ 
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You + ۵ би + ۵ 
aflu) =+ :رن او‎ ху -5+9 
(u) кол (и) A (x) жо 


۴ هرگاه ضابطه‌های Ї(р(х)) 9х)‏ معلوم باشند و بخواهیم ضابطه‌ی BE)‏ را محاسبه کنیم. gE)‏ را در f‏ به جای ×گذاشته و 
مساوی f(gGO)‏ قرار داده» ضابطه‌ی р(х)‏ سادگی به دست می‌آید. 
مثال: هرگاه ۱ - f(x) =x"‏ و ۲۲+ (Гор) (х) =x"‏ مطلویست $g)‏ 


ык; => (g(x)) =X + їх! + \ = (х! + ۱( => в(х) =+(х'+\) 


(g(x)) - ۱ =x" + ۲‏ 
۵ هرگاه ضابطه‌های )٤و ОҢ)‏ معلوم باشند و بخواهيم ضابطه‌ی р(х)‏ را محاسبه کنیم. ابتدا به جای 1000 در (100) 
مقدارش را قرار داده و سپس از نکته‌ی شماره‌ی ۲ همین قسمت استفاده می‌کنيم. 

مثال: هرگاه ۵ + (Е(х) = ×" + x - ۱ у(х) = Yx‏ ع مطلوبست (۵0؟ 


مثال: هرگاه f(x)‏ تابعی از درجه‌ی اول نسبت به × باشد و داشته باشیم: ۱۲ + х) ۰)101(600( = Yx‏ 1 بیابید؟ 
f(x) = ax +b‏ 
(f of) (x) = f(f (x)) = a(ax +b) + b= a + ab +b‏ 


а - ۴ جa‎ =+ 
ab+  - ۲ 


ax sab +b = x + 11> f 


e +b = Yx +۴ 
а= - ۲ ج‎ b= - ۱۲ к) = ax + b= Yx - ۲ 


چند خاصبت ویژه در چند تایع خاص: 


۱-برای تابع = fx)‏ داریم: 


۲-برای تابع f(x = а‏ داریم: 


برای تابع log“,‏ = 10 داریم: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-هرگاه (۲ 1+ )۲ = ٤)» +y, x-y)‏ حاصل (۱و ۲)]کدام است؟ 

۲ -۴ (r -Y 0 
است؟‎ од) (Сх) + f(0) = Yx + ۲ ۲-هرگاه‎ 

- ۴ - ۱۱ (۴ Yx+ ۱۳ - ۸ + ۱۱ (Y Ax- ۲۱ 0۱ 
با کدامیک برابر است؟‎ СЭ AČ) = 10( - у) هرگاه‎ 

۱+ у) \- f -10«( б -f() 0 


+ ۱ ۶ + ۱ = 
#کدام است؟‎ е Ы Kaf 
د ا‎ а 


باشد. معادله‌ی تابع х)‏ = لاء کدام است؟ 


y = —x - ۴ у = —x + Ya (ї y = —x (Y у = 0 
П (х) ضابطه‌ی‎ ۲+ ۱( + ۵0 - Y) = Yx ۱ باشد و داشته باشیم:‎ X تابعی از درحه اول نسبت به‎ f هرگاه‎ ۶ 
f sia م‎ дез p هر بھی ار در چ اول بجت‎ 
۷ ۷ 


2 ۳۱ 2 ۳۱ EDE ۳۱ 
Қ) = такс) = xt Қ) = )سس بویت‎ 


))۲,۵(( ۴ ))۲,۵(,)۵,۲(( ۳ ))۳,۱(,)۲,۵(( G 
۱ - Yx 


1+ 


(fof)(—cosx) f(x) = |‏ برابر است با: 


—sin Yx (f —cosYx ۳ соѕҮх (Y sinYx 0 
کدام است؟‎ 5 - ۱(,10( + f) = × + ۳ ھرگاہ‎ ۹ 

с; х (ў x+ Y (r x+ Y б 
برابر است با:‎ fat ۵(-160-( آنگاه حاصل‎ 10+ a) = х) داشته باشیم:‎ x > R اگر به ازاء هر‎ ۰ 


х) ۴ f(x+ Ya) ۳ та) ۲ ۰0 
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x+y = ї 
х-у= \ 
x =- > F(0) +0) =- ۱۸ > (0) = - 4506-х) = Yx +Y +٩ = Yx + \\ 


х - ۲۷۲ 5 ҢҚҮх) = -۸ + ۱ 


у=-х-а+а->у=<-х 


f(x) = ax + b> Y [a(x +۱) + 9[+ ۵ [a(x - ۲( + b]= ۱ 


үа = ў 
-ла+ ۷ = \ 


Vax – Aa +Vb = YX + ادا‎ 


g ۲< ۲, Y), (0, 1) fog- = 4(Ү, д), (0, Y) 

(fof) (-cos'x) = f(f(-cos'x)) = f(\- cos'x) = f(sin%) = \-Үзїп'х= cosx 
x= = Yf) < ۴ > f) =Y > 10 =x+ Y - Y =x+ À 

x> x- < (х-\)=х-\+\=х 

х + a) = f) ,x > x- a > f@- a+ а) = {х - a) 


> (х - a) = Қх) > 106+ a)- f&- a) = f(x) - f(x) = ° 


هرگز از آنچه بر زبان نیاورده‌اید پشیمان نخواهید شد. 
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:۲ تست‎ 
آنگاه (1)۳ کدام است؟‎ ۲۲6+ Y) + 1)۲-( = Yx ۱-هرگاه‎ 
-4 ۴ ay N" ۳0 
باشند. (×)ع کدام است؟‎ (fog)(x) = ×+ ۱ у(х) = X'+ ۳+ Yx ۲-هرگاه‎ 
gE) = -۱ +۰ ۲+۲۴ р(х) = -1+ Хт ۵0(-۱- ۲+۲ р(х) = а ۸ 
باشند. ضابطه‌ی (10کدام است؟‎ р(х) = cos'x — sin'x و‎ (fog)(x) = ѕіп'х هرگاه‎ ۳ 


e 9 = 12% (ү қ) = =‏ ا 


(ху) = 150 бә = 15 - 
است؟‎ elas (fog-gof)&) حاصل‎ ga) = |x] х) =x- |x] aT 
° (ў Yx- |х| ۲ |x| 0 
کدام است؟‎ g&) (х) = (foe) = -f(x) هرگاه‎ ð 


۱ ۱ 
— 0 = Хх 
4/ X x 


(л) ۱ 


x=) > f(T) + чоо» 
۳ 


х=-\ > f(0) + 
м) = - = (=r 

Кх) = (x + \)'- \ 

flex) =×" + +(ع) ج۱‎ ۱( - ۱= × "+ ۱< (g(x) +A) ۲ 

с(х) + ۱-۲۲ > g(x) ۱+ xY 

g(x) = (соз'х — 5їп'х) (соз'х + sin'x) = cosYx 


1-cOSTx ۱-۲ 
۲ 


f(gGO) = sinx = f(cosYx) = > х) = е 
(Ғор) (х)-(рої](х)=(1х1!-11х11)-1х-1х11]1 =lx] -Ix] - ه‎ < » 
_ р(х)+\ _ xt) 
Қо(х)) = -f&) = Рат 
)۱ - YE) + | - x = (| + х)о(х) - (\ + x) 
۱ 


(1 -х- \- х) gx) = -\ -х- ۱ + x > - ۲۶ g@) = -Y > ex) = — 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تابع زوج و فرد: 
تابع زوج: تابع را زوج گوئیم هرگاه دو شرط زیر توأماً برقرار باشند: 
Уз! )‏ دامنه‌ی تابع متقارن باشد Vx € D, > -x € Бүл‏ 
GEE (Y‏ تبدیل ×به fE) —x‏ تغییری 095« یعنی ° = Vx є Dg f(-x) = f(x) L f(-x) – f(x)‏ 
تزلره هرگاه دامنه‌ی یک تابع به صورت оо) L (-а,а) L [-аа]‏ +,0=( یا (C e,a]r[a,+ оо) L (= %,a)U(a,+ оо)‏ یا 
ژر 2۳۱ ,۵ وه (а> •) {...,-(а+\), -а,‏ باشد. گوئیم دامنه‌ی تابع متقارن است. 
مثال: توابع x+ «+ Y (х) = cos х) = |x|‏ = 100و ((۱,۲(,)۴,۳-,(۴,۳-),(۱,۲(,)۰,۰)) E=‏ توابعی زوجند. 
تابع فرد: تابع ٤را‏ تابعی فرد گوئیم هرگاه دو شرط زیر توأماً برقرار باشند: 
У 0‏ دامنه‌ی تابع متقارن باشد یعنی: ,2 € Vx € D, > -x‏ 
۲ ثاناً با تبدیل «به × Қ)‏ قرینه شود یعنی: 
V x € р(х) = - х) L f(—x) + f(x) = °‏ 


مثال: توابع x+ x әх) = sinx , fx) = x°‏ = )9 ((۹-,۶-,(۱۰-,۵-),(۵,۱۰(,)۶,۹)) =1 توابعی فردند. 


نکاتی مهم راجع به توابع زوج و فرد: 
\( در توابع زوج. محور ها о h>)‏ = ) محور تقارن تابع می‌باشد (عکس این مطلب الزاماً درست ——( 


1 -X 2.7 Я x a x (гё 
АЕ نیز حتماً روی نمودار تابع‎ A! y هرگاه نقطه‌ی و | ۸ روی نمودار تابع زوج ۴ باشد. انگاه نقطه‌ی‎ (V 


X 
с y 
دراین صورت (۶)کدام است؟‎ d(Y-x) = f(x) عبور می‌کند و‎ ۸ Ñ تابعی فرد باشد که از نقطه‌ی‎ ٤ تست: هرگاه‎ 


.— f نیز حتماً روی نمودار تابع‎ A! روی نمودار تابع فرد ؟ باشد. آنگاه نقطه‌ی‎ A هرگاه نقطه‌ی‎ (f 


-۶ (۴ er -Y0 ۲ Q 


1-۳(-< f(#) = 6-7) = -1)۳(- -Y 
هم زوج و هم فرد است.‎ К) = ۰ توابعی زوجند. به استثناء تابع ثابت‎ 80 = c همۀ توابع ثابت‎ ۵ 
f(x) = + 5їпх بعضی از توابع نه زوجند و نه فرد مانند:‎ ۶ 
هم زوج و هم فرد است.‎ 100 = c تابع ثابت‎ ۷ 
آنگاه » = )6 زیرا:‎ ЄР, در تابع فرد اگر‎ ۸ 
5») +1)۰(- ۰ — ۲)۰( = ۰ -<1])۰( = ° 


fE) = — e ‚2‏ تابعی فرد است. اما о)‏ اصلاً تعریف نشده است که بخواهد صفر باشد. 
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مثال: تابع f(x) =$ + sinz | x]‏ تابعی فرد است. زیرا: 
فرد ی °= x]‏ ]51077 
Y‏ سپس 
مضرب صحیح Л‏ 
n f(x ۳ 2.7 P ۳ 2‏ 
۰ هرگاه y = (х)‏ تابعی زوج باشد. انگاه توابع (к= °)у = +109 у = +kf(x) y = f(x) + k‏ و у = (f)‏ 
(k € R ,n € N‏ همگی زوجند. 
n- — f(x — A 2.7 А х 9 2‏ 2 5 . 
۱ هرگاه х)‏ = ل تابعی فرد باشد. آنگاہ توابع y = жи)‏ لاد = وه (k Z‏ و ۱ К = ([(х))'‏ همگی فردند. 
(КЄК,  ع Мм‏ 
۲ هرگاه دامنه‌ی تابع f‏ متقارن نباشد تابع گنه زوج است نه فرد مانند: SVX‏ ل 
۳) هرگاه f‏ تابعی فرد و وارون‌پذیر باشد. آنگاه تابع وارونش E)‏ نیز تابعی فرد است. در حالیکه بايد بدانیم توابع زوج» 
s n f >= ۲ 2‏ = 
AF‏ هرگاه و ع هر دو زوج باشند» توابع f| иы ш» g‏ او gl‏ | و Махр g” gf‏ و Mintf.gy‏ همگی 
ژو جند. 
Р хина‏ و انکه ریشه‌های مخرج» تقارن دامنه را به هم نزده باشد. 


f `. 2 n+ n+ = А ; €‏ 
10( هرگاه و ع هر دو فرد باشند. توابع f ± g‏ 26و Åg‏ ' و E МАЕ‏ روا 


е ае. ЖҮР Ba ۲ 2‏ | 
Z ас‏ ول فردطروی وان f + P‏ نه زوجند نه فرد (به جز حالت 


استثناء) 

۷ هرگاه g P‏ هر دو زوج باشند. و یا یکی زوج و دیگری فرد باشد. (به عبارت دیگ حداقل یکی از دو تابع ٤و‏ 8 زوج 
باشند)» آنگاه توابع БОЁ sfog‏ نیز زوجند. 

۸) هرگاه و ع هر دو فرد باشند. آنگاه توابع БОЁ sfog‏ نیز فردند. 

(n € N) (х) = ax"+ a + + ax + a, توابع چند جمله‌ای به فرم‎ (۱۹ 

الف) وقتی زوجند که جمله‌ی شامل با توان فرد نداشته باشند مانند: ۱ х) = ×+ xH‏ 

ب) وقتی فردند که جمله‌ی شامل *با توان زوج نداشته باشند و مقدار ثابت آنها یعنی са,‏ برابر о‏ باشد. مانند: 
f(x) = Yx ۵-۷‏ 

۰ کلیه‌ی توابع به صورت fGO = |х-а| + |х+а|‏ زوجند. 

2‚ تابع |х-а| + | х-ы‏ = ل زمانی زوج است که 2 و b‏ قرینه باشند. 


А25 х) = |x-a| -| x+ a| کلیه‌ی توابع به فرم‎ ۱ 
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تزلر: تابع ¿jy = |× - a| - |x- b|‏ فرد است که 4و b‏ قرینه باشند. 
(YY‏ تابع (۱ + "×ط 3+ plj y = Іор(ах‏ فرد است bas‏ < ۸ باشد. 
(ҮҮ‏ توابع y = Arctanx зу = Arcsinx ‹у = cosecx cy = 00 = tanx ‹у = cosx y = sinx‏ همگی فردند زیرا: 


ѕіп(-х) = -sinx соѕес(-х) = - соѕесх 


ќап(-х) = -tanx Агсѕіп(- - Агсѕіпх 


x)= 
cot(-x) = -cotx Arctan(-x) = - Arctanx 


(y f‏ توابع 005 = y = secx sy‏ توابعی زوجند زیرا: 
за»‏ 


sec(-x) = secx 


(YÓ‏ توابع y = Arccotx зу = Arccosx‏ نه زوجند نه o‏ زیرا: 
(-x) = л - Arccosx‏ | 
Arccot(-x) = л - Arccotx‏ 


зу = |x| sy = ах'"+ by = x'cosx y = xtanx y = xsinx y = c. = ° توابع‎ ۶ 
۳ ۲ ۳ ۲ 
ل توابعی‎ = 4 + axa, зу = ٣آ‎ 1+۲ +N К-х! зу = a+ ау = 4 (х-\) +N 6+ ۱( 


زوجند. 


(fos (به شرط فرد‎ y = log(f(x) + (f) + ۱( y = ax y = x|x| y = xcosx y = o توابع‎ ۷ 


=N k+x + К-х" sy- = А = sign(x) К = X Y +N х + ۱ 


Yk +1 ۳‏ = وکوا 
=a, x +... +a x" + ax‏ (1و зу = ора‏ چ7 108 = у‏ همگی فردند. 


۸ تابع | = =[ + |52 da)‏ تابعی زوج می‌باشد. № € (п‏ 


2 -1( + ۸ - П x+n Я 
اثبات:‎ 
са Е 

х -1 + т 

۱ g са. 

x+n 
sP sb а 

(a,b,c € R) ах) + Ы(—х) = ср(х) 25, (ҮА‏ و ع فرد باشد آنگاه نیز فرد است و بالعکس. همچنین اگر g‏ زوج 
باشد» ٤ SI‏ نیز زوج است و بالعکس. 
تست: هرگاه elas f) х) + Yf(—x) = Ох‏ است؟ 


f(x) = ۰ (f х) = ۳ f) = -бх (Y х) = Yx + 0 
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حل: چون ×۵ = g)‏ تابعی فرد است لذا نیز فرد است بنابراین داریم: 

Yf) - (х) = ox = f(x) = -àx 
هميشه تابعی زوج خواهد بود.‎ gX) = f(x) + х) آنگاه تابع‎ AU هرگاه دامنه‌ی تابع £ متقارن‎ ۰ 
هميشه تابعی فرد خواهد بود.‎ (х) = f@) - (х) تالم آنگاه تابع‎ OU £ هرگاه دامنه‌ی تابع‎ ۱ 
نوشت. به‎ hE) و‎ g(x) را می‌توان به صورت مجموع دو تابع مانند‎ f(x) تابع‎ оа هرگاه دامنه‌ی تابع‎ ۲ 
طوریکه یکی از آنها زوج و دیگری فرد باشد در واقع داریم:‎ 


Қх) = f(x) + f(-x) Ex) -fi -Х) 


۳۳( هرگاه توابع و ع هر دو چ باشند» آنگاه توابع 


А ۴‏ تابعی زوج و مشتق‌پذیر باشد. مشتق ОТ‏ تابعی فرد است. به استثناء تابع ثابت که مشتقش هم زوج و هم فرد است. 


dtu: f) = + ×+ ۱ زوج است‎ > Р(х) = ۴+ Yx فرد است‎ 


۵ هرگاه ‏ تابعی فرد و مشتق‌پذیر باشد. مشتق آن تابعی زوج است. 
۶ هرگاه f‏ در فاصله‌ی «[-а,а]‏ تابعی فرد و انتگرالپذیر باشد آنگاه: 


۷ هرگاه f‏ در فاصله‌ی [2,۵-]. تابعی زوج و انتگرالپذیر باشد آنگاه: 


هرگز قبل از فکر کردن حرف نزن و کاری انجام مده. 


هر روز برای مرد عاقل. آغاز زندگی تازه است. 
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١د‏ هرگاه f‏ تابعی زوج و ع تابعی فرد باشد و۲۴ = elas f(x) Дх) + р(х)‏ است ؟ 
ЮРЕ fe = + үү (х) = ۲۶۰ 6۲ f) = Y+ 0‏ 
xY +Y‏ ; 
۲ تابع 3 = ۱ f( у=‏ در کدام رابطه 22 می‌کند؟ 
بتك x‏ 


© زوج ۲ فرد ۳ نه زوج و نه فرد ۴) هم زوج و هم فرد 


۳-کدام یک از احکام زیر همواره برقرارند БӘ‏ متقارن است) 
\( اگر چ زوج باشد. آنگاه fog‏ فرد است. G‏ اگر ع فرد باشد. آنگاه 08]فرد است. 
т‏ اگر چ زوج باشد» آنگاه 8 زوج است. ۴ اگر چ فرد باشد. آنگاه fog‏ زوج است. 
ا plas f(x) = w ер‏ خط است؟ 


y = ۳ x = о ۲ у = ۰ (\ 


۵ در کدامیک از توابع زیر مبد أ مختصات مرکز تقارن نمی‌باشد؟ 


ХА 


\ 
۲۶-۱۸ 


y 
у =log(x +4 ۲ + ۱) Т 

۶ هرگاه تابع {(a-\,b), (°,о) А (\,с-Ү)}‏ = هم زوج و هم فرد باشد » +9 +2 کدام است؟ 
Y (f ۱۳ -\( -y0‏ 


-V‏ هرگاه تابع f(x) = (A = ۱( + ۲x‏ زوج و تابع р(х) = (B+ Y (۵ + sinx‏ فرد باشند. A+B‏ کدام است ؟ 


۴ (Ӯ rë -۱0 


۲ =} 
ay т тр 


٩-هرگاه‏ تابع ] تابعی فرد باشد. کدام گزینه نادرست است؟ 
f(x + tanx) (\‏ زوج 6۲ |х|)‏ زوج ۳( ا۴0 | زوج fof (f‏ فرد 
۰ -هرگاه منحنی f(x) =1од(ах + ۴۲+ Y)‏ نسبت به مبداً مختصات متقارن باشد. 2 کدام است؟ 


° (f Үү 00 ۲0 
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х) = т v> 
f(x) = yx) + үх) 


۲ 


(f) ۲‏ ھم ز ف داس“ X Va‏ ۲ 
-(۴) هم زوج و هم فرد ست. A => - & Š‏ 


zs fog NY‏ است. > (08(0) = (fog)(-x) = f(g(—x)) = f(g)‏ < ع زوج 
Y‏ 
27 )\+ — 
s (т) е‏ = 
үх‏ \ 
үх‏ 
(ву >=‏ محور تقارن تابع l‏ > زوج است. > 


x>-x = {-х)= 


(Y) ۵‏ گزینه‌های (۱) و (۳) و (Р)‏ فردند و لذا مبداً مختصات مرکز تقارنشان می‌باشد. 
ЦЕ )۴( ۶‏ تابعی که هم زوج و هم فرد است تابع ثابت ° = f(x)‏ است. یعنی تابع: 
توجه داشته باشید که تقارن دامنه بایستی حفظ شود. (Y,°) ° (—Y.,°) ° sJ‏ ° ),\-( و (۱,۰) 5 )°,°({ = 1 
а-\= - \ а= ۰‏ 
b= > b= =a+b+c= Y‏ > 


c-Y—° c= Y 
zf > А - ۱ = > А = \ 


эзәр > B+ ۲ < ۰ > B=-YyY 
فرد‎ f >f(-x) = - х) +< g(- Y) = JA 


> (х + tanx), فرد‎ f > fo(x + tanx) = f(x + tanx) >, (\) 4 


توجه داشته باشید که ترکیب دو تابع» زمانی فرد است که هر دو فرد باشند. ضمناً در اینجا ٣ tanx)‏ تابعی مرکب از دو تابع 


فرد است. 
(ў) ۱ ۰‏ (روش تستی) طبق نکته‌ی بیان شده در جزوه ۲۳ a" a=‏ 
f(-x) + ۴) J) =100(-ах +N fx"+ ۱)+log(ax +4 Yx'+A)Y)= °‏ < نسبت به مبداً مختصات متقارن 


log(N ?х" + Y-ax)(N fx'+\+ax)=. >fx"+\-a'x' = ۱< ۴-۵۲ =. »а= +۲ 
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تابع علامت (تابع نشانه) 
‚(х > °)‏ 

تابع вірп(х) = 4. (x=)‏ = لرا تابع علامت × می‌گویند. دامنه‌ی این تابع 8 و بردش 
T = (x <°)‏ 


}\,°,\-{ است و نمودارش به صورت زیر است. 


تایع محدب: تابع Lf‏ در فاصله‌ی [a,b]‏ محدابت (گوز) گوئیم هرگاه: 


X + 


f(x) + f(x.) 


Vx.,x, C€C[a,b] :x, <x, اج‎ г 


) > 
DE- f(x.) + (ху) 


X. 


۹ - ' Y > 
ATTS 


تابع مقعر: تابع را در فاصله‌ی [a,b]‏ مقعر GS)‏ گوئیم هرگاه: 


X, +۷ 


f(x.) + f(x.) 


Vx..,x, C[a,b] :x, <x, اج‎ < 


) < 


DE- f(x.) + (ху) 


06 با استفاده از مشتق دوم می‌توان فاصله تقعر و تحدب منحنی تابع را تعیین کنید. 
تایع йы)‏ صعودی faasi)‏ افزایشی): تابع Lf‏ در دامنهی تعریفش, اکیداً صعودی گوئیم هرگاه (×زیاد شود 7 نیز زیاد 
شود و بالعکس) و Vx.,x, € D. :x, < x, > f(x.) > у)‏ 


به عبارت دیگر از روی نمودار تابع هرچه از چپ به راست حرکت کنیم قد تابع y)‏ تابع) بیشتر شود. 
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مثال: تابع *۲ = y‏ همواره اکید آ صعودی است. 
مثال: ثابت کنید تابع х) =× + | x]‏ در ۸ اکیداً صعودی است؟ 


Yx X €R:x <x > |x, < |х, | 


X, <X, 
| sied >x, + |x] > + |x, | 6х) < fx) 
تابع صعودی (فزایشی): تابع ۴ را در دامنه‌ی تعریفش صعودی گوئیم هرگاه:‎ 

Vx., ED, :x, <x, >f J <f) 
نزولی گوئیم هرگاه:‎ ASI تعریف تابع اکیداً نزولی: تابع را در دامنه‌ی تعریفش‎ 
Vx بای‎ ED, :x, <x, > fx.) > f(x.) زياد شود کم شود)‎ ×( 
کم‌تر شود.‎ (быб y) به عبارت دیگر از روی نمودار تابع هرچه از چپ به راست حرکت کنیم قد تابع‎ 
نزولی اکید است؟‎ m در ازاء جه مقادیری از‎ y = (Ym - ۵(* تست: تابع‎ 

9 > m< 6 ۳ 2{ т> © т > о (\ 


GÉ‏ تابم ax‏ = با شرط ۱ < 4 اکیداً صعودی و با شرط ۱ е > a<‏ اکیداً نزولی است. 


۰2۲۳۵-۵۰۱ бейш +® > <¥ 


مثال: y = Het‏ همواره اکیداً نزولی است. 


تابع نزولی (کاهشی): تابع ٤‏ را در دامنه‌ی تعریفش نزولی گوئیم هرگاه: 
Ух ED, :x , <x, = {х )>f(x J)‏ 
تابع یکنوا: توابع صعودی یا نزولی را توابع یکنوا می‌گویند. 
تایع یک به یک (one to опе)‏ 
تابع f‏ را در دامنه‌ی تعریفش یک به یک گوئیم هرگاه: 
Ухх Єр: f(x.) = у) > x= x,‏ 
۳ 
Ух,х, Є рех Zx, > у) # у)‏ 
به زبان ساده‌تر, تابع یک به یک تابعی است که لآهای دو زوج مرتب. یکسان و های آنها متفاوت نباشند. 
مثال: یک به یک بودن تابع ۵ f(x) = | x‏ را در ۸ بررسی کنید؟ 


تابع یک به یک است. X,+ 20 ۶+۵ <×, + ۵ =×, +۵ х=‏ 10-۰( 1 
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تست: کدام رابطه‌ی زیر یک تابع یک به یک می‌باشد؟ 
g = ))۲,۳(,)۴-۱(,)۲,۷(( G f = ))۱,۲(,/۲,۵(( 0‏ 
u = {NVOC ۴ h = ))۱,۴(,)۲,۵(,)۶,۴(( ۳‏ 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۱ می‌باشد. رابطه‌ی گزینه‌ی Y‏ اصلاً تابع نیست و رابطه‌های گزینه‌های ۳و ۴ تابع هستند ولی یک به 


نکاتی راجع به توابع یک به یک: 
۱) اگر تابعی یک به یک باشد. آنگاه هر خط موازی محور »ها (هر خط افقی به صورت (y = c‏ نمودار تابع را حداکثر در 
یک نقطه قطع می‌کند. 

الف) قطع نکند. یک به یک است. 

ب) در یک نقطه قطع کند. یک به یک است. 

(с‏ در بیش از یک نقطه قطع کند. یک به یک نیست. 


تست: کدام نمودار نمودار یک تابع یک به یک را در فاصله‌ی [۱,۳]نمایش می دهد ؟ 


۳ (Y 
Ё я 


۲ توابع اکیداً صعودی و 1451 نزولی» یک به یک می‌باشند ولی عکس این مطلب» ممکن است درست نباشد. 
۳ تابع ثابت» یک به یک نیست. 

۴ تابع زوج» یک به یک نیست. 

۵ تابع — یک به یک نیست. 

۶ هرگاه توابع و ع. یک به یک باشند. آنگاه 08٤و БОЁ‏ نیز یک به یک هستند. 

۷ توابع خطی به صورت (а ۶ °)у = ax + b‏ یک به یک می‌باشند. 


۸ توابع درجه‌ی سوم به فرم bx сх + d‏ +20 = لبا شرط ° < b- тас‏ یک به یک می‌باشند. 
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٩‏ توابع درجه‌ی دوم یک به یک نیستند. 

۰ توابع هموگرافیک در دامنه‌ی تعریفشان. یک به یک هستند. 

۱ توابع چند ضابطه‌ای به شرطی یک به یک هستند که اولاً تک تک ضابطه‌هاء یک به یک باشند. Ыб‏ اشتراک برد دو به 
دوی ضابطه‌هاء تهی باشد. (مگر در دامنه‌های مشترک) 


x+) ‚(х<>) 
مفروض است. آیا این تابع یک به یک است؟‎ fix) = ۱ ,)۰ >× >۲( :با ضابطه‌ی‎ R < R مثال: تابع‎ 


,(Y<x) |‏ ۲ +۲ 
اولا: تک تک ضابطه‌ها در دامنه‌شان یک به یک‌اند. 


1 > ۰ << + ۱ =R, =(-%,)\] 
۰. >> ۲ >-\<x-\<) >R, =(-\,\] » КПК, = > 


تابع یک به یک نمی‌باشد. )+ ,?( = Y<x >f<x" >?<х'+у >К,‏ 


در واقع ۱ = Қо) = Қ)‏ = ۱ ولی ۲ Æ‏ ° 
تعریف تابع پو شا (برو): تابع Í‏ را از مجموعه‌ی А‏ به مجموعه‌ی B‏ پوشا (پوششی) گوئیم هرگاه: 
به عبارت دیگر هرگاه داشته باشیم: ED; :۷ = f(x)‏ 21 :۰ 61 ۷۷ 


نکاتی راجع به توابع پوشا: 
) هرگاه تابعی پوشا باشد آنگاه هر خط موازی محور »ها (هر خط افقی به صورت E 8 y = c‏ ) نمودار تابع را حداقل در 
یک نقطه قطع خواهد کرد. 
۲ در یک نقطه قطع کند. پوشاست. 
۳ در بیش از یک نقطه قطع LS‏ هم» پوشاست. 
)هی ep‏ هر تابع از دامنه به بردش (نه به هم دامنه‌اش) پوشاست. 


۳ توابع چند جمله‌ای از درجه‌ی فرد. از ۸ به ۸ پو شا هستند. 


| d Р +b 
پوشاست.‎ R-(-—J > R- С (تابع هموگرافیک) از‎ y = s (f 


۵ توابع خطی Ly = ax + b‏ شرط la Zc‏ ۸ به ۸ پو شا هستند. 


@ تابع گلدون | + a-b| + co) (х) = |x-a|‏ |[ > ۸ پو شاست. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۶ /انديشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


تابع صندلی R > ]-| a-b] а-ы] 1) = |x-a| - |x-b|‏ پوشاست. 
۸ توابع y = x" sy = |х]‏ ... از А ЫК < [° + eo)‏ هستند. 
٩‏ توابع cosx sy = sinx‏ = از [۱,۱-] > ۸ پو شا هستند. 
e‏ توابع R < R у= сох sy = tanx‏ پوشا هستند. 
۱ توابع ay = Атссовх зу = Атсыпх‏ ترتیب از[ ] > [۱,۱-]و [ел]‏ < [۱,۱-] پوشا هستند. 
۲ توابع Га чу = Arccotx уу = Arctanx‏ [۱,۱-]و [sz]‏ > [۱,۱-] پوشا هستند. 
۳ تابع Іов"‏ = راز R‏ > )00 +,ه) پوشاهستند. 
۴ تابع оо) (а ۱,۵ > °)у = a“‏ +,ه) > ۸ پوشاست. 
تست: تابع x| x|‏ = (1 در کدام گزینه صدق می‌کند؟ 
0 فقط پوشا (Y‏ فقط یک به یک 
۳ نه پوشانه یک به یک ۴ هم پوشاو هم یک به یک 
حل: با توجه به شکل» تابع فوق از R > R‏ هم پوشاو هم یک به یک است. 


FEE 


تناظر دوسوئی (تناظر یک به یک): هر تابع یک به یک و پوشا را یک تناظر دو سوئی می‌گویند. 


تابع معکوس aa)‏ وارون): تابع را در دامنه‌ی تعریفش, وارون‌پذیر (معکوس‌پذیر) گوئیم اگرو فقط اگر که یک به یک 
باشد معکوس تابع را با نماد "8 نمایش می‌دهند. تابع معکوس f‏ از تغییر جای ЭХ‏ ۷ در زوجهای مرتب به دست می‌آید. 
مثال: تابع معکوس ((۱-,۱,۳(,)۲,۰(,)۴)) = hf‏ بیابید؟ 

ЧО) 


] مهع: من = (تو) ۴ > تو = (من)‎ sl 


نکاتی راجع به: بایع مکو 


\( نمودار توابع و ' ۴ نسبت به نیمساز ناحیه‌ی اول و سوم متقارن هستند. 
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۲ برای تعیین ضابطه‌ی تابع معکوس یک تابع» ابتدا bx‏ برحسب y‏ حساب کرده» سپس جای ×و y‏ را عوض می‌کنيم. 
۳ هرگاه ۸ روی ]باشد. зА! x‏ است و بالعکس. 
مثال: هرگاه ۸ + × + = LE'O o) E)‏ بیابید؟ 
Єї>\+=х'+х+А®х = Е ۱)۱۰( = \‏ .| | مج A! | ۰ ЄК‏ 
۴ جهت تغییرات و یکسان است. یعنی اگر ٤‏ صعودی یا نزولی باشد. ' ۴ نیز چنین است. 
۵ هرگاه تابع ۶پیوسته باشد آنگاه تابع "نیز پیوسته است و بالعکس. 
۶ هرگاه شیب خط مماس در نقطه‌ی م | ۸ واقع بر نمودار үй‏ 4 برابر ۳ باشد. ИЙ‏ شیب خط مماس در نقط‌ی 
А! i‏ واقع بر نمودار ' ڳ برابر سل می‌باشد و بنابراین حاصلضرب این دو شیب برابر ۱ می‌باشد یعنی: 
Mb‏ 
а f'(a‏ 7 
(V‏ هرگاه شیب خط قائم در نقطه‌ی م | ۸ واقع بر نمودار d ый‏ برابر ۳ بشد. انگاه شیب خط قائم در نقطه‌ی 
A‏ واقع بر نمودار تابع d‏ برابر سے می‌باشد و بناباین حاصلضرب این دو شیب برابر ۱ می‌باشد. 
۸ هرگاه خط y = x‏ محور تقارن یک تابع مانند ۴ باشد آنگاه و بر هم منطبقند. 
x =  هاگره ٩‏ محور تقارن تابعی باشد. تابع روی دامنه‌اش. معکوس‌ناپذیر است. 
19( معکوس تابع فرد. تابعی فرد است. در حالیکه توابع زوج» معکوس‌پذیر نیستند. 
\\( هرگاه توابع و g‏ معکوس‌پذیر باشند. آنگاه توابع 108و БОЁ‏ نیز معکوسپذیرند و ضمناً داریم: 
(go) = # og"‏ 
(fog) = g of‏ 
۲ هرگاہ f‏ معکوس ع باشد آنگاه g‏ نیز معکوس ؟است. 


(f) = ۳ 


۴) هرگاه A! 9 А],‏ دو نقطه به ترتیب روی ]و f)‏ باشند. آنگاه AA' = Y| a-b]‏ 
a‏ 


۵ ترکیب هر تابع با معکوسش. یک تابع همانی می‌باشد. یعنی: 


مثال: هرگاه × fa) = X'+‏ حاصل )° ' (f‏ جند است؟ ۰ = (К\ої)(\°)‏ 
۶ به طور کلی در توابع هموگرافیک. اگر o‏ =4 ۳ھ باشد. آنگاه ضابطه‌های توابع ۴و "با هم برابرند. 
۷( هرگاه ЭЁ‏ #معکوس یکدیگر باشند» آنگاه: 
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٨۸‏ دو تابع `of‏ و 808 به شرطی با هم برابرند که R‏ ,1 باشد. 
تست: هرگاه [(۱,۲(,)۲,۳(,)۳,۴(,)۴,۵)) = باشد. توابع 0۶و 108در چند نقطه با هم برابرند؟ 


0 یک نقطه (Y‏ دو نقطه ۳ سه 4 ۴) هیچ نقطه 


0,1), (к), (8,9), (0,9) И Р ТЕЕ 
fof = 1۲, 1), (7, Ү), (9,9), (0,0)} 
ممکن است تابعی معکوسپذیر باشد ولی نتوان ضابطه‌ی تابع معکوسش را به دست آورد مانند:‎ (14 
.... э) = ۵+ x + ۱ L (х) = Yx + sinx 
ФО а) =f Ug (т 
(ру NAg 
G = 1 2 (Т 
به طوری کلی نمی‌توان گفت که تمام نقاط تلاقی دو تابع و ' ۴ روی خط × = ل قرار دارند. ولی می‌توان گفت که نقاط‎ (YY 
لبا خود تابع نقاط تلاقی ٤و ' ۴ می‌باشند.‎ = x = تلاقی‎ 


مثال: آیا همه‌ی نقاط تلاقی تابع Ú f(x) = х"‏ تابع معکوسش روی خط × = ل قرار دارند؟ 


>A | ° В| 


\- 
همان طوری که دیده می‌شود. فقط نقطه‌ی A‏ روی نیمساز قرار دارد و نقاط 8و C‏ روی نیمساز قرار ندارند. 


| دیده می شود که 


۳ 
= -X o 2 
у >х\+х— >х(х\+\)= >x=.:>Ą ضمنا با توجه به اینکه:‎ 


نقطه‌ی تلاقی تابع با خط ×  <‏ روی تابع معکوس انیز قرار دارد. 
(Y Y‏ معکوس تابعی که یک به یک نیست. تابع نیست. 
۵ هر تابع اکیداً یکنوامعکوسپذیر است. 
تست: برد تابع معکوس تابع plas (х) = ۳ + | × - Y‏ است؟ 
[1,F o) ۴ [° + o) ۳ R Ç (o, o0) (|‏ 
حل: оо)‏ + \[ = دامنه‌ی خود تابع = برد تابع معکوس 


۶ هرگاه تابع f‏ در بازه‌ی بسته‌ی se [a,b]‏ سته و اکیداً صعودی باشد. آنگاه تابع ۴ در بازه‌ی بسته‌ی [f(a),f(b)]‏ پیوسته و 
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E нА 
پیوسته و‎ [f(b).f(a)] پیوسته و اکیداً نزولی باشد. آنگاه تابع ۴ در بازه‌ی بسته‌ی‎ [a,b] در بازه‌ی بسته‌ی‎ ٤ هرگاه تابع‎ (ТУ 
اکیداً نزولی است و برعکس.‎ 
دو یا چند ضابطه‌ای باشد. هنگامی معکوسپذیر است که‎ f هرگاه تابع‎ (YA 
اولاً: تک تک ضابطه‌ها معکو سپذیر (یک به یک) باشند.‎ 
ثانیاً: اشتراک برد دو به دوی ضابطه‌هاء تهی باشد.‎ 
در این حالت برای تعیین ضابطه‌ی تابع معکوس» ابتدا معکوس هر یک از ضابطه‌ها را به دست آورده سپس به جای دامنه‌ی‎ 
هر ضابطه بردش را قرار می دهیم.‎ 
مثال: ضابطه‌ی تابع معکوس توابع زیر را بیابید؟‎ 
۱( х) = ۲-۰۷ ۰-۱ 
۲-۲-۰-۱ х-л (у-у!) х= E 


Ү) (х) = ۶۴+ FAX + YYx+ Y 


۲ 


۱-۱ 


۲ 
(۲+۱ ۷-۲-۸ ES 


۴ 


(С^ х-\-\) 


© х) =хух +x + Vx 


+f y+) =>x=|y+) >f (۱‏ 
у= Х{х-\ >у'=х-\>х=у'+\ >f (۱‏ 
توجه کنید که تابع معکوس هر ضابطه را به دست آورده‌ايم 


و سپس برد هر ضابطه را به عنوان دامنه‌ی تابع معکوس همان ضابطه قرار داده‌ایم. 


#) Кх) +۱ x] >у=х++хї!х| لا باب‎ 
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۱ ۱ - 
ре [у | эхе уе |y] >f (=x - = 
Vf) = Yx - |x - \| 


х-\ 
Y 


=| k) gea- ۱ 
۴۲-۱ (x<) - 


y 


Ex - = созу => созу +: 606۷ = \ - x` 


jax! 
Л) у = Arccos —— > 
۱+۲ ۱+ 


۱ - COS ۱ - COSY Xx >° 
(۱ + cosy )x' = ۱ - cosy $X" = У چچ‎ У "x 
۱ + COSY \ +соѕу 
>f (х) = Кс жү 
۱ + COSX Y 


аф) = D , معکوسپذیرند)‎ hf) < y = (QD) > 


x = (у) > y = ۶f) > h R) = # (х) 


x 


r: = Г\(у) 


وحدان صدای خداوند است. 


مردمان مردد هرگز موفق نیستند. 


«ناپلئون» 


مطالعه‌ی کتاب یعنی استحمام مغز. 


«ژنرال گالینی» 
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ا تابع f: R > R‏ 
х) =x- | x|‏ 
) یک به یک است. pC‏ شاست. ۳ تناظر دو سوئی است. ۴) نه یک به یک است و نه پوشا. 
:R>R :‏ : 
s В ш ë 8‏ 
ї(х) = | x] h(x) = - ۷۰-۱ | о(х) ۲۱ (x) =x"‏ 
۳ تابع ( 2 -) - fR- {I} +R‏ با کدام ضابطه می تواند پوشا باشد؟ 
ХЕТ — x+Y‏ — ×+ _ 
с=т са. 0 >‏ 
۴ کدام تابع پوشا نیست؟ 


E А 


f(x) = sinx 


(\ 


ш 
f(x) = Lnx 
()1قرار ندارند؟‎ =x" х- | یک از نقاط زیر روی تابع معکوس تابع‎ plaso 
)۲۸,۳( (f (А) )۱,۱( 6۲ )-۱,۰( 0 
باشد . جه ضریب زاویه‌ای دارد؟‎ ۲ < x < ۵ (100وقتی‎ = |x - Y| - |x - ۵| تابع معکوس‎ ۶ 
AY ۲0 ۰0 
۷-کدام یک از توابع زیر از ۸ به ۸ء یک به یک است؟‎ 
у= ۳ y=x- |х| ۲ у = + ۱۱ 0 


۸ چند تا از توابع زیر یک به یک نیستند؟ 


y = sinx (> y= |х | الف)‎ 


О‏ مورد (Y‏ ۲ مورد 


x -۱ [X > Y ER 
( ) هرگاه تابع‎ ٩ 


=f‏ )۴ یک به یک باشد. حدود a‏ کدام است؟ 
х+а ,(x<Y)‏ 

a € R (* a = ۲۳ a < ۲ a> ۵ 
n 


Е زوج)‎ n) 


ا j=‏ ([ مفروض است. در این صورت: 


۲ 
0 هم پوشاو هم یک به یک است. G‏ انه پوشاو نه یک به یک است. 


(о әп) 


۳ پوشاست ولی یک به یک نیست. ۴ یک به یک است ولی پوشانیست. 
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ax+ b 
сх+ а 


А И 5 


(ў) -f 


> Үх-\>\ Фур \ 
برد \ = رج‎ = )-00,-۱( U [\,+ co) برد‎ Z هم دامنه‎ 
- ۳۲-۴ > - ۱7۷ >-0 


هم دامنه 
f(T) = ۲۹۲۸ S(r, УЛ) Е (A, TEE ` )۴( ۵‏ 
< 


x< ۵ > f@) = (к Y) + (к 0) = yx - v مج‎ = XF = Leg ج‎ т = ا‎ 


Y ий 
Y Y Y Y 


*-)©( 
S‏ ره аш л‏ سید که تام عفن کار یی سید > T< -Jx‏ 
۳(۸ توابع (الف) و (ب) و (د) و (ه) یک به یک نیستند. توابع (الف) و (ب) با توجه به شکلشان یک به یک نیستند. تابع (د) 
به یک نیست. درواقع برد ضابطه‌ی بالائیاش ۱ < لو برد ضابطه‌ی پائینی اش ۲ > لاست و لذا اگر به عنوان by > Ji‏ 


یک به یک نیست у)‏ -),€(3,2) + 


\ 
ў? 


لبته با رسم شکل تابع (ه) نیز بسادگی دیده می‌شود که تابع مزبور یک به یک نیست. 


(РДА‏ چون تک تک ضابطه‌هاء در دامنه‌اشان یک به یک اند لذا برد دو ضابطه نباید اشتراک داشته باشند بنابراین بايد داشته 


X>Y —YX>Y Ix -\> Буў 
۲+ 4>۳ a> باشيم:‎ 
x<Y —x+a<Y+a>y<Y+a 


۶( ولا есеи‏ زیراتک ЧИСИ РИМЕ‏ تهی انسته انیا #بوشا نبه هست 


زیرا برد تابع 2 است که با هم دامنه‌اش برابر است برد ضابطه‌ی بالائی 7و برد ضابطه‌ی پائینی (([۰) О‏ است) 
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اد تابع معکوس تابع sin(cosx)‏ = (]کدام است؟ 
f’) = Arccos(cosx) (Y ۲۱0۵۸ = Arcsin(cosx) 0‏ 
f(x) = Arcsin(Arccosx) (f f (x) = Arccos(Arcsinx) ۳‏ 
۲-هرگاه I), f) =x- [х1‏ -) ا کدام است؟ 
A 21 _Ү =À‏ 
Y zY т“‏ ` *( = 


PER 


(х) = 10( | f(x) = 6 ш‏ «کدام است؟ 
Y (۴ - (۳ ۳۹ 4 0‏ 


۵ تابع معکوس ie‏ = (٭)طکدام است؟ (توابع ٤و ss ah‏ معکوسپذیرند) 


ВЕ) Вк) = (FZ) 0 


х + Y+x 
-\ -\ 
х) = БАА h) =H х) < 
Y+f (x) ۲- f (x) 
کدام است؟‎ cy = Arccos(log,(x + ۱(( تابع‎ — ‚5-7 
\ × (f у = _ 40% \ ۳ у = ace \ (Ү у = aco% \ 0 
؟وارون‌پذیر باشد. (۱)' ع کدام است؟‎ Л) = ۲ ۷اگر (( )۴)۳۴ = (20 و ۱ = (1)۶و‎ 
۳۶ ۴ л Y (Ү ۱) 
E CAE SP aA 
+ ۳ <y) 
2 = =Й 


ç است‎ plas fof’ داده شده است. نمودار تابع‎ f(x) = үх تابع‎ ٩ 


yx y=x y=x 
(f (т (Ү 
у= х, 


۰ -هرگاه ] تابعی وارون‌پذیر بوده و £ = g‏ وارون آن باشد و (۱ – р(х) = ۳ - 1) Yx‏ باشد و ۱ = (Р)‏ آنگاه (۱)۲ 2 
کدام است ç‏ 


۱۴ Y (r 50 Z0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۲ /انديشه برتر www.riazisara.ir‏ 


у = sin(cosx) => cosx = Arcsiny >x = Arccos(Arcsiny) >f (x) = Arccos(Arcsinx) 


ج = ×< Case‏ ی 


ax+ b 


сеа باراوری: در تابع هموگرافیک‎ (۱ Jef 


d =  هاگره‎ (х) =‏ +2 شود آنگاه معکوس تابع با خودش برابر می شود. 


۱ +7 2 و‎ > у= 0 


= эшне т+{х)=(\+у)Ңх) = Yy- 
Е Yy- Y r 


0 у+\ 


у = Агссоѕ (loga ®*) >log¥ +) = cosy >x + \ = a 


х= а -\ =>у= асоз _\ 


f(x") = 
(л) = Y 


۱ = (f(x) > (xT =F (1) = ۶+ | 


-۷ < ۲+ ۱ 2х = -۴ ۔- = × < ۳ + ×= ۷-, غیرقابل قبول‎ ٥ 
{(х) = ۳ >f (x)= log 

(fof ')(к) =х (кєр) »у=х ‚хє(+,+®) 

])۴( = ۱ > f(0) = ۴ 

о(х) - ۳-1)۲-۱( у= ۳ -])۲-۱( << (1х -۱( = ۳- 


М 
ET =>y = 


20 -\ 
>g =L IU => 6 (y) = +f (\) _ 


M 


که بدانم همی که نادانم 
«ابوشکور بلخی» 
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مجموعة اعداد طبیعی ( N= fy...‏ 

۲) W اعداد صحیح حسابی [... ,۰,۱,۲,۳) = 1یا‎ ie yama 

مجموعة اعداد صحیح نسبی [.. , ۲ و ۱ وه راد ,۲-و.] = ۳(2 
مجموعة اعداد گویا 0Q = ۳: 9۰۹ € 2 ۰9  ۰(‏ 

۵( 0۳ = R-Q اعداد اصم یا گنگ‎ is paze 

۶( 8 = Q U ۵" مجموعة اعداد حقیقی‎ 
VNCWCZCQCR 


NR = (-œ , + co) 


٥ эдей‏ عددی گویاست. زیرا ے = o‏ ضمناً عددی زوج است زیرا ۱ عددی فرد است از طرف دیگر о‏ ۷ ۲ = ه 


me ۳/۱۴ می‌گویند) ۸ ددع و‎ ЗЯ را عدد نپر یا عدد‎ 6 эде) اعدادی اصم هستند‎ 6 ул اعداد‎ ٩ «АЎ 
کسر اعشاری متناوب ساده: هر کسر به صورت ۴ /۰ ۰/۲۵ یا ۰/۴۷۳ و... را یک کسر اعشاری متناوب ساده می‌گویند.‎ ٥ 


(اين کسرها فقط دوره گردش دارند) 


فرمول تبدیل کسرهای اعشاری متناوب ساده به کسر متعارفی: 
رقم با ارقام گردش = کسر اعشاری 


9 به تعداد انها ٩‏ 


۱ کسر اعشاری متناوب مرکب: هر کسر به صورت ٩/۳۲۷ L ٥/۲۸‏ و ... را یک کسر اعشاری متناوب مرکب می‌گویند. 


(این کسرهاء علاوه بر دورۀ گردش» دورهُ غیرگردش نیز دارند) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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فرمول تبدیل کسرهای اعشاری متناوب مرکب به کسر متعارفی: 
رقم یا ارقام غیرگردش - رقم یا ارقام گردش و غیرگردش 
به تعداد گردش ٩‏ می‌گذاریم و جلوی ol‏ به تعداد رکز دشن ° می‌گذاریم 


مثال: 


عددی است گویا >= о/ооү‏ >— (مختوم) متناهی 
عددی است گنگ > ...۳/۱۴۱۵۹۲۶۵۴ یہ چ > (نامختوم) نامتناهی 


عددی است کر با > ۰/۱۲ > ساده 


عددی است گویا < ۰/۳۲۷ مرکب 


سورها: علائم یا نمادهائی هستند که در جلوی یک گزاره قرار می‌گیرند و آن گزاره را به یک گزارة سوری درست یا نادرست 


سورها بر چهار نوع‌اند. 


6 سور عمومی (سور کلی): علامت این سور به صورت V‏ می‌باشد. نماد ۷ یعنی «ه ازاء هر» یا «به ازاء جمیع» 


(Y‏ سور وجودی: علامت این سور به صورت 2 می‌باشد. نماد یعنی «به ازاء بعضی» L‏ «وجود دارد» 
۳) سور صفر: علامت این سور به صورت A‏ می‌باشد. نماد езй‏ «به ازاء هیچ» يا «وجود ندارد» 


(Р‏ سور وحدت L‏ سوریگانه: علامت این سور به صورت !3 می‌باشد. نماد !3 یعنی «فقط و فقط یکی وجود دارد» 


نامساویهای مهم 
€C R:x' =o‏ 7 ۷ (۱ 
< : 8 6 ۲ ۱۷ (۲ 


а> ه << وا‎ < 9 
و‎ = > bc 
a<b,c< ۰ << Бс 


a<b,c> ° 
б) 
a<b,c< ° 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۲۳۵۰ اندیشه پریر‎ www.riazisara.ir акшы кашар 


= ac > bd 

Y ۱ Ynt} Үп +) 
4){а<Ь >а“ < bt, "Уа <` Nb 
a ۲ > > ۳ج‎ <b" , Ма < Nb 


a<b<.+>a™" >b" 


۱۵( x < a, (a> °) x< -abx> a 
۱۶( اه‎ > xî > 9 , (ab > °) > -b< x< «ala < > 0 
a> ۰ هچ‎ + 2 <۲ > Min(a + 3) = Y Фа= \ 


\У) b 
متحد العلامه‎ ba 5ج‎ + >Y 
b а 


a< ۰ دب وج‎ >-۲ > Мах (а+4)=-т Фа=-\ 


YA) 


Y‏ -< بش ج هه مختلف العلامه 


۱ ۱ ۱ 
\4) [= > | h 3 y нес» +) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir رر‎ ЕЭЗ 


۲ ۳ + b'>vab 
аї + 9 + c">ab + ac + be 


а,Б> -—a+b> YN ab 
3 
۲۲( 4а, Ы, с>• >a+b+c>Yy abc 
۴ 
a,b,c,d> بع ب+ وا + و۰‎ 0< ۴ х 0 
a>. > Уа»: 
асе Va تعريف نشده‎ 
a>. => “уа 
a<. =>"  Va<° 


«برای تربیت اراده. بهترین وفت ایام حوانی است .» (لا برویر) 


"<a <... —+c 
SS <a' < + 


a>Va > Va >... + 


عدد بزرگتر از \‹ هر چه به توان برسد بزرگ و بزرگتر می شود و به سمت 90 + میل می‌کند و هر چه از ОЇ‏ ريشه گرفته شود. 


کوچک و کوچکتر می شود و به عدد ۱ (البته از راست) میل می‌کند. x‏ 
lim at= +%‏ 


n— o° 


lim Va=\' 


П о 


ج 2<۱ (۲۵ 


а>аї>а*>..—°' 


а<уа < уа <... 


عدد بین »و ۱. هرچه به توان برسد. کوچک و کوچکتر می شود و به سمت ۰ (البته از راست) ka‏ می‌کند و هر چه از آن ريشه 


Ү#) ۰ > ۸ >f 


ҮҮ) ۰۱ > 


۲۸( 2۷ bx cx ..xz= о = a= 
vya)|a + |b + |c] + ... + | zJ 

; زوج زوج‎ 
те) + b +... + Z=0 = a=b= 


زوع زوج زوج 
YUVa rb +... Z=. >a b=c=...=z‏ 


е 
۳۲(۱۷ ۵ (۷ : صصر]‎ > ۲ <пї < ۲۳ > ۳ <n! <n" > (n!) 


تست: ریشه‌ی معادله‌ی S ۳-۱ +» - |= e‏ + (۱- ۲ کدام است؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۲۶۷۱ پزدر‎ sassa www.riazisara.ir акшы кашар 


x= 5х + 


«تواضع نردبان بزرگی و بلندی است.» 


۳ نامساوی «کشی - شوارتز» در حالات خحاص: 


حالت خاص دوتائی: 


Va,b,x,y ER: (ax +by) < (a+ b (x+y 

تساوی وقتی برقرار است که: 2 = 
حالت خاص سهتائی: Va,b,c,x,y 261+: (ax + by + e2) <(а' + b' +c") (x+y + z)‏ 
تساوی وقتی برقرار است که: > = 


۴ نامساوی کی شوارتز در حالت کلی: 


هرگاه за, за,‏ ...و sb sa‏ ,و ...و ,0 اعداد حقیقی دلخواهی باشند آنگاه: 


"(х а; 
і = \ і 


(аї + al +... + af ) (bÎ + bY + ...+ Ы) پا‎ 
P= == а ЖИ О 
b, b, 7 b. وی ونی برفرار است‎ 


۵ 4 در حالت خاص دو تائی و سه تائی داریم: 
۲ 
if axıby =k =x'+y'>—É >Min (x+y) =‏ 
a+b a+b‏ 
k'‏ 


ах +by +cz=k =>х'+у'+х'>——— 5 Мір (х! +۷۲ +21) = 


تست: حاصل ...+ ۰/۰۰۰۲ + ۰/۰۰۰۲ + ۲ کدام است؟ 


YAA YAA Y ۵۴۲ ۱ 
45 ( АА" 


جل 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست :گر % < a‏ + "و و ۲ - b< Yb‏ کدام نامساوی زیر درست است؟ 
b < ۵‏ +2 > ه b< ۱ -<a+ b< 2-۷۱ ۳ ۱ > a+ b < Y (Y‏ +2 > ه 
حل: o‏ > |- > 5 >ج + اج 


b -Yb+ +<. > \<b< Y 
+ 


تست: اگر а за > b‏ > . آنگاه کدام حکم زیر همواره درست است؟ 
|b-d| 6 ac < bd 0‏ > امه | ۳ > 2 
с‏ 


а 


(a-b)(d-c) < ° (f 


> (а-Ь)(а-с) > ° 


d-c> ° 
x+ \ 


a<b> ° 
c< d> 


تست: هرگاه ۰ < »رو c‏ کمترین مقدار خود را داشته باشد. مقدار عددی Y‏ + ۳۵ کدام است؟ 


x 
\ (Ӯ ۵ (۳ -۱ ۲ Y O 
۲ ار‎ ٣ ر‎ Y е 
=X жа = эш =) > حل:‎ 
° + Y = ó 


x ۱ ۳ + А & €< < - 
کدام است؟‎ x + ار ی و‎ ышы ылык = ۵ تست: اگر‎ 
-۲ (Y ۵ Об 


x< ۵ = х-ф < o حل:‎ 


لذا گزینه‌ی (۳) صحیح است. 
تست: اگر ۱ a<‏ < ۰ کدام گزینه درست است؟ 
Va> vat уа <а(ї a> а\(\‏ 


حل: گزینه ۳ درست می‌باشد. 


تست: با فوض ۲-۱۵ + ن (1 + Mn)‏ کدام است؟ (۰ > (ку‏ 
x y‏ 


\ (y 
e 


۴ 
۱۵ 
تست:اگر ۰ < ر ,×و ۷=ر۴ + ×( ل Min(x'+‏ کدام است؟ 


YO w та tg "4 (л 
Fa pT ۳ ۶ 


k' ۴۹ fa 
Min(x' +у") = = = ` : 
e a+b АЧ? YO حل‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


санка www.riazisara.ir сааи ده‎ 


«دانستن توانستن است. Š)‏ دوسی») 


atb 
a-b 


[т [ү - ۲0 


Y Б 
аї-?аЬ+Ьї > Jà + Yab+b = Лаб > 


a" - Yab + b` = fab 


تست:اگر a> o‏ < هو a- fab + = o‏ آنگاه حاصل پرابر است با: 


š 
(a+b) = Aab = ) 22 
(a-b) = fab 9 


> = Y 


а - +۰] ۲  لوبق غیرقابل‎ 

a-b 

a+b 7 قابل قبول‎ _ | | 
a-b کدام است؟‎ ‹у = tanx + cotx تست: برد تابع‎ 
у<-\ Үһу> ۲۴ y= -Tly> (r - <y < Y @ -4 ۲ >۷ > 0 


y = tanx + ۱ حل:‎ 
tanx 


o tanx > о = y> Y 


tanx < о => y < 21ү‏ = در А-0‏ دوم یا چهارم باشد. 
= کدام است؟ 


S اش‎ ss 
Poza Т 


y> Y Ç y> о 0 


СОЛЕ 5, 


фе 2 7 27 ما‎ 
N x`) A xti Й{х'+\ 


مجموعه‌های شمارا: به هر مجموعه می‌گویند که اعضایش قابل شمارش باشد به عبارت دیگر با مجموعة اعداد طبیعی و 
یا قطعه‌ی از اعداد طبیعی N. = )۱, ۲, ۳, ... , KEAL‏ در تناظر یک به یک باشد مانند N‏ , 2 , 0و 15 مجموعه‌های 
КЕЕ‏ 

مجموعه‌های ناشمارا: به هر مجموعه که شمارا نباشد ناشمارا می‌گویند. 

مانند [۴,۷]و 8 و ... 

مجموعه‌های متناهی: به هر مجموعه می‌گویند که تعداد اعضایش» پایان‌پذیر (تمام شدنی) باشد» حتی اگر بسیار زیاد 


باشد مانند: \ооо‏ و ,۰1۱,۲۳ Ае зака‏ انسانهای روی 4,5 زمین» مجموعه موهای سر یک انسان و ... 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۰ /اندیشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


مجموعه‌های نامتناهی: به هر مجموعه می‌گویند که متناهی نباشد مانند [VY] S R , 0۵ , N‏ 
مجموعه‌های از بالا کراندار (محدود از بالا): به هر زیر مجموعه‌ای از اعداد حقیقی مانند ۸ می‌گویند که AJS‏ اعضایش از 
عددی حقیقی مانند b‏ (که الزاماً ممکن است در А‏ نباشد) کوچکتر (و یا کوچکتر مساوی) باشند به عدد هو هر عدد حقیقی 
بزرگتر از آن» یک کران یا یک بند بالای مجموعه می‌گویند. مانند [۲,۴): ә)‏ , 0-) و هر مجموعه‌ی متناهی . 
تست: مجموعۀ کرانهای بالای مجموعة (۰,۶,۷,۸,۹) کدام است؟ 

е Т (f [A+ о) (Ў (4,+ о) (Y 4,1,11, .} 0‏ 
گزینه‌ی ۳ صحیح است. 
а rA‏ او ао оа‏ ات نم 
مجموعه‌های از پائین کراندار (محدود از پائین): به هر زیر مجموعه از اعداد حقیقی مانند ۸ می‌گویند که АД‏ اعضایش 
از عددی حقیقی مانند а‏ (که الزاماً ممکن است در А‏ نباشد) بزرگتر (و با بزرگتر مساوی) باشند به عدد за‏ هر عدد حقیقی 
کوچکتر از آن» یک کران یا یک بند پائین А‏ می‌گویند. 
مانند )© + °[ PN‏ (۲,۸) و هر مجموعة متناهی . 
مجموعه‌های کراندار (محدود): به هر مجموعه می‌گویند که هم از بالا و هم از پائین کراندار باشد به عبارت دیگر LS‏ 


اعضای مجموعه. بین دو عدد حفیقی باشند. مانند [ ۲,۷ \оо} „(о,\о)‏ و و و 


РТ‏ متناهی» کراندار است ولی عکس O|‏ همیشه درست نیست به عنوان JU‏ مجموعة A]‏ °( کراندار هست 


مجموعه‌های بی‌کران (نامحدود): به هر مجموعه می‌گویند که حداقل از یک طرف УШ‏ یا پائین) کراندار نباشد. مانند Q’,‏ 
n (4,+ ©) ‚О ‚2 М‏ [۰ 00,۱-) و )© + , %-( R=‏ 


تعریف سوپریمم یک مجموعه: به کوچکترین کران بالای یک مجموعه (در صورت وجود) سوپریمم آن مجموعه 
می‌گویند توجه داشته باشید که سوپریمم یک مجموعه می‌تواند متعلق به مجموعه باشد و يا نباشد. 
ѕ0р(Ү,#) =? $Ор{\,ї,...‚\°°}= 1°‏ 
p(Y,?) | К‏ 
وجود ندارد = ( sup(Y,*]= * sUp(:,+‏ 
تعریف اینفیمم یک مجموعه: به بزرگترین کران پائین یک مجموعه (در صورت وجود) اینفیمم О!‏ مجموعه می‌گویند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


YY зады www.riazisara.ir CATS ек шаш 


B ,۶( ۰ inf(N) =) 


وجود ندارد = (۶, с‏ - )101 °= (۶و *] inf‏ 


تعریف Мах‏ با عضو انتهای یک مجموعه: به بزرگترین عضو یک مجموعه (در صورت وجود) ОЇ Max‏ مجموعه 
می‌گویند. به عبارت دیگر هرگاه» عددی مانند M‏ متعلق به ۸ وجود داشته باشد به طوریکه M Vx E A x < М‏ را Max‏ 


A‏ می‌گویند. توجه داشته باشید که Max‏ یک مجموعه حتماً متعلق به آن مجموعه است در واقع ماکزیمم A‏ کوچکترین 


کران بالای А‏ یا همان سوپریمم ۸ است به شرط آنکه عضو آن نیز باشد. 4 -[۲,۹) Мах‏ 
مثال: وجود ندارد = )4 Max (Ү,‏ 


Мах (-№ = ۱ 


з‏ هميشه Мах‏ یک مجموعه (در صورت وجود). SUP‏ آن مجموعه نیز هست. اما سوپریمم یک مجموعه (در صورت 
وجود) ممکن است Мах‏ آن نباشد. چرا که ممکن است متعلق به مجموعه نباشد, لذااگر سوپریمم یک مجموعه متعلق به آن 


и Кя ا‎ 


Мах (-ә, 1) = وجود ندارد‎ )Max)-, ء٠‎ 


تعریف Min‏ یا عضو ابتدای یک مجموعه: به کوچکترین عضو یک مجموعه уз)‏ صورت وجود) Min‏ آن مجموعه 
می‌گویند» به عبارت دیگر» هرگاه عددی مانند m‏ متعلق به ۸ وجود داشته باشد به طوریکه: 1 > Min m V x € Ax‏ 
А‏ می‌گویند. توجه داشته باشید که Min‏ یک مجموعه حتماً متعلق به ОТ‏ مجموعه است. در واقع می‌نیمم A‏ بزرگترین کران 
پائین L) А‏ همان اینفیمم (А‏ است بشرط آنکه عضو آن نیز باشد. وجود ندارد =( ,۴-) Min‏ 
Min[-¥,%)= -f ЫШ‏ 
Min(N)= \‏ 
Gf‏ هميشه Min‏ یک مجموعه (در صورت وجود) inf‏ آن مجموعه نیز هست. اما اینفیمم یک مجموعه (در صورت وجود) 
ممکن است Min‏ آن نباشد. چرا که ممکن است متعلق به مجموعه نباشد. لذا اگر اینفیمم یک مجموعه متعلق به آن باشد 


این اینفیمم می‌نیمم مجموعه نیز هست. 
Ый‏ ۳ 
Min ]۱, #)= \‏ وجود ندارد. 


«ارزنده ترین А» уа‏ خرد. خودشناسی است.» «امام رضا Ca‏ 


GÉ‏ در مجموعه‌های متناهی sup > Max‏ یکی هستند همچنین Min‏ و удїпЁ‏ یکی هستند. جهت درک بهتر تعاریف فوق به 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۲ / اند پشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


جدول زیر توجه کنید در این جدول × به معنای خير و V‏ به معنای بله و -- به معنای ندارد می‌باشند. 
Sup Мах in Min‏ مجموعه کرانهای پائین مجموعۂ کرانهای بالا کراندار کراندار از پائین کراندار از بالا متناهی شمارا مجموعه 
x x м V V ]۵ ,+ о] )-00,۳[ ۵ ۵‏ [۲,۵) 
[00,۱-) کت N v‏ 
о) 2‏ + °[ 4 (00,۰-) 
о) (-°o,Y]‏ + ° ۲] 

х 22 == 

{nEn} м м [Y+ о) (-о „] 


a-b 


sup {a,b} = Max {a,b} = atb + 7 


inffa,b}= Min fa,b}= =P -Bl 


Max {-a, -b}= - Min{a, b} 


‚(х >) 
< \ 


х 


) 


بنابراین گزینه‌ی (Y)‏ درست است. 

ویژگی با اصل ار شمیدسی اعداد حقیقی: برای هر دو عدد حقیقی ×و ابه طوریکه о‏ < × باشد عددی طبیعی مانند n‏ 
وجود دارد به طوریکه ۷ > anx‏ عبارت معادل: Яп € N:nx> y‏ 
چیستان ریاضی: عددی حقیقی هستم. منفی نیستم و از هر эде‏ مثبتی. کوچکترم. من کیستم؟ واضح است که эде ОЇ‏ 
صفر است. 

این چیستان را می‌توان به صورت زیر نیز بیان کرد که یکی از تمرینات کتاب درسی حساب و دیفرانسیل و انتگرال نیز هست. 
(هرگاه به ازاء هر ° > E‏ داشته باشیم: 2 x<‏ < ثابت کنید: ۰ = 0 

از این چیستان در حل مسائل و تستهای مختلف استفاده می‌شود. 


تست: هرگاه به ازاء هر n € N‏ داشته باشیم: 1 > + < ی مقادیر «کدامند؟ 
n‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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о (\‏ (\- يا 1- 
حل: طبق چیستان یا تمرین فوق (با فرض (Е = L‏ نتیجه می شود که: 
۱-یاه х'+ x = Ф х=‏ 


n+) 


تست: هرگاه به ازاء هر п € N‏ داشته باشیم: > Yx‏ + "×> مقادیر <عبارتند از: 


n 
۳-یا‎ ۴ ERE YL- -Y Lo 0 
حل: از طرفین نامساوی فوق ۳واحد کم می‌کنيم لذا داریم:‎ 
۱ 


° > + ۲۰۳ < — 
n 


با فرض پا = » طبق چیستان یا تمرین فوق داریم: 


قضیه: بین هر دو عدد حقیقی зда‏ 
الف) حداقل یک عدد گویا وجود دارد. ب) حداقل یک عدد اصم وجود دارد. 
اثبات الف: فرض می‌کنیم 2 و 9 دو عدد حقیقی متمایز باشند به طوریکه ا > 8 لذا ° < 2 - ¿job‏ خاصیت ارشمیدسی 
اعداد حقیقی (و البته با فرض 2 - K = b‏ عددی طبیعی مانند 7 وجود دارد به طوریکه ۱ > (2 - (b‏ 1 (در اینجا مقدار ۷ را 
در خاصیت ارشمیدسی برابر ۱ فرض کرده‌ایم) 

= Dua e Ыз. = Бета г: (т) 

n n 

بنابر ویژگی (V xC К; dn € 2: n < x < п+\‏ نتیجه می شود که عددی صحیح مانند m‏ هست به طوریکه 


10-۱1 < na < m 


na<m>a < ۲۱) 
m 


m- ۱> 8 1 دلج وب‎ са к (Y) 
n n n n 


واضح است که عددی است گویا. حال ادعا می‌کنیم که همین عد گویای aeta‏ ثابت کنیم س بین bsa‏ 
است. 


ие ETES saet казу Бр 
п п (۳ А بوص‎ 


Коза ж сл 
b 
اصم‎ м ль иы өү عددی گویا مانند ۲ وجود رو رکش‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تعریف: زیر مجموعه B‏ از مجموعۂ (B C ۸ C R) А‏ در ۸ چگال گوئیم هرگاه بین هر دو عضو متمایز از A‏ عضوی از 
B‏ واقع باشد. 

نتیجه: با توجه به تعریف فوق و قضیهة قبل» هر دو مجموع؛ Q‏ و Q'‏ در R‏ چگالند. 

قضیه: هر زیر مجموعة غیر خالی از اعداد حقیقی که از بالا کراندار باشد Sup‏ دارد. 

قضیه: هر زیر مجموعٌ غیر خالی از اعداد حقیقی که از پائین کراندار باشد. уба‏ 


تعریف: А ‘s pamo‏ را کامل گویند هرگاه هر زیر مجموعۀ „е‏ خالی و کراندار از بالای آن» sup‏ داشته باشد. 


قضیه ر. ر کینر: ås parea‏ اعداد حقیقی یعنی R‏ کامل است. 
اصل دد کیند (اصل موضوع تمامیت با اصل کمال): گاهی از 428 فوق به عنوان اصل د.د. کیند و یا اصل JLS‏ یاد 
می‌کنند. اصل JLS‏ در واقع بیانگر آن است که هر زیر مجموعٌ غیرخالی کراندار از بالای sup R‏ دارد. 


за‏ 0 کامل نیست زیرا مجموعة (ХҮ, Р) ПО‏ ۸ زیر مجموعه‌ای از اعداد گویاست که غیر خالی و کراندار از بالا 


بوده ولی» SUP‏ ندارد. (توجه داشته باشید که EQ‏ ۲ |( در واقع مجموعة A‏ مجموعۀ تمام اعداد گویای موجود در بازه‌ی 
ҮҮ, ۳(‏ له) است. 
تست: کدام مجموعة زیر کراندار ولی نامتناهی است؟ 
РИИ OF ]*,۱۰[ ۳ )-00,۲( (Y ۵‏ 
گزینه‌ی )1( صحیح است. 
تست: کدام گزینه راجع به مجموعة -N‏ (مجموعة š š‏ اعداد طبیعی )نادرست است؟ 
(Ó‏ این مجموعه از پائین کراندار است. sup (-N) = -۱ G‏ 
۲ ان نو SE Ма‏ ۴ این مجموعه Min‏ ندارد. 
حل: گزینه‌ی (۱) صحیح می‌باشد. 
تعریف تابع کراندار: تابع ۶ را کراندار گوئیم» هرگاه بردش کراندار باشد. 


تست: نمودار چهار تابع در زیر داده شده است. کدام نمودار مربوط به یک تابع کراندار می باشد؟ 


CEFE 


حل: گزینه‌ی (۳) صحیح می‌باشد. 


۱ 


۱ ۱ ۱ 
و‎ <x< Yol (f Сух Є (-о,-т)} ۳ تما‎ х < ۲ ۲ [ку °}(\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۶ ۶ > >Y ۶-۴۶ > حل: > پل‎ 
x РИД 


РРР‏ ۱ از بالا کراندار نیست زیرا: 
مجموعۀ گزینه‌ی Y‏ از پائین کراندار نیست. زیرا: 


مجموعة گزينة ۳ از پائین کراندار نیست. زیرا: 

تست: مجموعة (۱۸ > A < x‏ :سس = ۸ مفروض است. کدام گزینه نادرست است؟ 
А ۲ sup(A) = =Q‏ کراندار است. 
Max(A) = > (e Min(A) = =‏ 


حل: لذا گزین‌ی چ است. 5х -Y < YP > к=‏ ۱۸ > ۸ 


XY ?‏ 
تست: کدام محموعة زیر متناهی است؟ 

B= 18 آظ ع‎ : 2!< ۲۳ 6۲ A = fn € : > п") (\ 

D = {n € N :Lnn < n} (f C=fn€N:YvYn< n 


Q ` 


YA, NE, YY, n. 


همسایگی 

تعریف همسایگی باز یک عدد: فرض می‌کنیم a‏ عددی حقیقی باشد. هربازة باز شامل ра‏ یک همسایگی باز عدد а‏ 
می‌نامیم. در شکل زیر بازه‌ی (٥,ط)‏ یک همسایگی ۵ است. زیرا a Є (b,c)‏ 

در = — 392« 

لزومی ندارد که 2 وسط بازه باشد. 

مثال: هر یک از بازه‌های (۳,۵) (۰,۱۲)و (۴/۰۱ ,۳/۹۹)و ... یک همسایگی باز عدد ۴ هستند. در حالیکه 856 (۶,۹) یک 
همسایگی باز عدد ۴ نیست زیرا (F.A)‏ @ ۴ 

تعریف همسایگی باز متقارن یک عدد: در = — فوق, اگر ه وسط باز؛ (b,c)‏ باشد باز؛ (b,c)‏ را یک همسایگی باز 
متقارن عدد а‏ می‌گویند. در حالت کلی هر همسایگی باز متقارن эде‏ 2 بازه‌ی بازی است به صورت (a£,a tE)‏ که در ol‏ 


به شکل مقابل توجه کنید. 
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به عنوان مثال بازه‌ی (۳,۵) یک همسایگی باز متقارن эде‏ است ۴ مرکز این همسایگی و эде‏ ۱ شعاع همسایگی است. 
(۴+۱ , ۴-۱) = (۲,۵) 


PHA‏ هرگاه بازه‌ی باز (а,Ь)‏ یک همسایگی متقارن U‏ مرکز و شعاع آن به صورت زیر به دست می آیند. 


مثال: مرکز و شعاع همسایگی متقارن (۳,۱۱) را بیابید؟ ۳۷ 
GEE E ОК ЖОЕ.‏ زان e‏ ماش > -a|‏ | نیز نمایش داد. 
در واقع داریم: R| a£ > ۶ a+ EJ‏ ع 6 = g€)‏ + 2 , ۶ - 2) 
-€<x-a< г}‏ | 1۶ ع x‏ = 
а}‏ < و - | : 15۴ 2 x‏ = 
در نامساوی € < a |x - a|‏ مرکز همسایگی و E‏ شعاع آن است. 
مثال: مرکز و شعاع هر یک از همسایگیهای متقارن زیر را بدست آورده و سپس آنها را به صورت بازه بنویسید. 
۲ = مرکز 
۱ = شعاع | < ۱> Dix- Y‏ 
(۱,۳) = (۲-۱,۲+۱) = بازه 
еы‏ 
۳-شماع ]> ۲ > ۴۱ + »|(۲ 


G t-Y > =) = )-۷,-۱(‏ = بازه 


۳ = مرکز 


+Ү 
y ۶-۶ |>۵ > |: -۳| > < شعاع‎ = ۵ 


= )۲-۲/۵ , ۳+۲/۵( = )۰/۵,۵/۵( 


2- = مرکز 
xó‏ 
لے = شعاع К+‏ 5 > | ۵+ | © 
чр еә‏ رپچ بار 
تعریف همسایگی باز متقارن محذوف (حذف شده یا سوراخ شده با سفته) یک عدد: 
هرگاه از همسایگی متقارن a эде a‏ را حذف کنیم همسایگی متقارن به دست آمده را یک همسایگی باز متقارن محذوف 
عدد a‏ می‌گویند. به عبارت دیگر هر همسایگی باز متقارن محذوف A эде‏ یک مجموعه به صورت (a-€, atë) - {а}‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: مجموعة (۱۰) - (۴,۱۶) یک همسایگی باز متقارن محذوف эде‏ ۱۰ به شعاع ۶ می‌باشد. 

)۴,۱۶( - ۱۰۱ = (10-7, ۱+۶۲ - {\o} 
р ۲ от мы 2 Z. 
تزلر: هر همسایگی باز متقارن محذوف  را به یکی از صورتهای زیر می‌توان نمایش داد.‎ 


نمادهای مختلف نمایش همسایگی متقارن محذوف а‏ 
є)-{а}‏ + 6,۵ - 6) (۱ 


۲( (а - 6 , لا(‎ )2 , 2 + ë) 
۳( x€ ۴:۵ 8 > ۶ 24 е, х # а! 
۴( 6 2 15 : و - ۶| > ه‎ <e} 
می‌باشند؟‎ ۵ эде تست: کدامیک از محموعه‌های زیر یک همسایگی باز متقارن محذوف‎ 
)-۵, 10) - {0} ۲ {ХЄК:°< а < \}(\ 
لا (۱,۵-) ۴) هر سه گزینه‎ )۵,۱۱( ۳ 
حل: پاسخ صحبح گزینه‌ی ۴ می‌باشد.‎ 
باز هم یک همسایگی باز آن عدد است.‎ оде اجتماع و اشتراک هر دو همسایگی باز یک‎ GÉ 
اجتماع و اشتراک هر دو همسایگی باز متقارن یک عدد باز هم یک همسایگی باز متقارن آن عدد است.‎ PAA 
اجتماع و اشتراک هر دو همسایگی باز متقارن محذوف یک عدد باز هم یک همسایگی باز متقارن محذوف آن عدداست.‎ GÉ 
یک همسایگی باز (باز متقارن یا باز متقارن‎ озде لته تفاضل دو همسایگی باز (باز متقارن یا باز متقارن محذوف) یک‎ 
محذوف) آن عدد نخواهد بود.‎ 
نیز نمایش می‌دهند به عبارت دیگر:‎ Мав) شعاع را با نماد‎ sa هر همسایگی باز متقارن به مرکز‎ ¿É 
№ )۵ , (ع‎ = ЄЕК: |х-а| < g) = )2- е, 2+ £) 
به معنای همسایگی است.‎ (neighbourhood) حرف اول کلمه‌ی‎ N 
کدام است؟‎ N, ۲۱ N, ]و (۱۷)۲,۱/۵ ,№ باشند حاصل‎ = NOSY) تست: هرگاه‎ 
(۷)۲/۲۵,۰/۲۵( (f ()۲/۷۵,۰/۲۵( ۳ ()۲/۲۵,۱/۲۵( ۲ N(/۵,1) 0 
N, = )۳-۲ ,۳+ Y) = (1,۵) 
>N, ON; = )۱,۳/۵( = آ‎ )۲/۲۵, ۱/۲۵( 


Nr = )۲- Va, + уа) (а). 
! م است‎ о/о \ تست: همسایگی محذوف متقارن عدد ۲ به شعاع‎ 


ER: <| їх? < (ү (таат) ел) 0 


(f )۲/۹۹,۳/۰۱( - (Y) ۳‏ هر سه گزینه 


پاسخ صحیح هر سه گزینه می‌باشد. 
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۱- بزرگترین کران پائین مجموعه‌ی Ix € R: A > |x - Y| > Y)‏ = ۸ کدام است؟ 

° (ў Y ۴0 
درست است؟‎ ۸ = )۳۳: € Z ,n > ۱۰( Ае game ۲-کدام گزینه راجع به‎ 

MinA = ۰0‏ ۲ ۸ فقط از بالا کراندار است. 

inf(A) = à (f SUP(A) = ۳ 
برقرار است؟‎ (Va,b E R) ۳-کدام نامساوی زیر همواره‎ 

a++ Y (a+ (+ > ۴ (r а > а(\ 
۴-کدامیک از مجموعه‌های زین در مجموعۀ مورد بحث. کوچکترین کران بالا ندارد؟‎ 

fn € Z: > (۴ KERK YC 0 € Q:q< \\}(Ү {а € q: > 3Y ۵‏ 
هاگر Q‏ € هو Q' sQ) b EQ‏ به ترتیب مجموعة اعداد گویا و اصم می‌باشند ) کدام گزینه‌ی زیر همواره صحیح 
است؟ 


ъ69“ аъ € ۳ ы E 7 ab € QG 


عهرگاه[ ۲+۳ ,2 -۱] = AD А,‏ دنباله‌ای از (lasu‏ حاصل Ú A,‏ کدام است؟ 
к= \‏ 


[sy] @ [01 ۳ [91 0 Ја 
کدام است؟‎ n A. ۷-در تست فوق. حاصل‎ 
[1.1] ],۵[ ۲ ФО 
کدام است؟‎ x € R : > 4} مجموعه‌ی کران‌های بالای مجموعه‌ی‎ ۸ 
(Y+ о) (f (4, + о) ۳ ]۳ ۲ о) )۲ [A+ eo) (1 
گزینه‌ی زیر درست می‌باشد؟‎ las. E) 5 - — 
ه‎ <s < 


(f ° <s < (۳ o > و‎ > ۱ Ç 


BE 9 
۴ ۲ 


۰-هرگاه[ ۳ + ۵ , 3 -۳] = و[ حاصل ر1 N‏ ,1 کدام است؟ 


Гугл, ۱۳۱۵۶۳ [Y/۸,۵/ ¥] (Т [Y/۵,۵/۴] О 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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А „ы, > A= )۱,۲( ۱۲۴, ۵( (۴-۱ 


۱> ۳-۲ > (0 


- ۲ > - ۳ > ۰-۸ ۱> ۰۲ 


لذا بزرگترین 01,5 پائین A‏ عدد ۱ می‌باشد. 
رس S sup Aje y.‏ ری ی و و ی وحم 


ae A m оар i >Y —a + À > ۱ 
a+) a+) 


q€Q:-N Y\<q<y \\} کوچکترین کران بالا ندارد.‎ (Q این مجموعه در‎ (Y ) -f 
а= هم > ۲۵گویا‎ 
> Ya - Yb = اصم‎ 


]U...= [° , 0]‏ , ؟] د[۳/۵, 3[ نا[۵ , -] 


۳ + П - y+ 
ЕЕ Б А, =[ YC] A ] 


۲۲ > ٩2-۳ > > ۲ <]۳, + о) 


i. ۷ ۲ ۱ -< > ۱ 25. <5 <} 


x 


KnL = яп ۳ ۳ = [VA ó/*] 


اگر مرتکب خطائی شدید. فوراً اعتراف کنید. 
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۱-هرگاه y ух‏ مثبت بوده و Minx ty) X + у= ў‏ برابر است با: 
ЕЗ ۳ < (۲ ©‏ زک 
۲ هرگاه بازه‌ی (Ym-*,.n+ Y)‏ یک همسایگی باز متقارن به مرکز ۱و به شعاع ۳ باشد. п‏ +۳ کدام است؟ 
A ۴:0۳ Y G ۳0‏ 
۳-کدامیک از گزاره‌های زیر نادرست است؟ 
) اگر A‏ متناهی باشد. ۸ کراندار است. 
۲ اشتراک دو همسایگی متقارن «а‏ یک همسایگی متقارن а‏ است. 
۳ اگر ۸ کراندار باشد» A‏ متناهی است. 
۴) هر زیر АР yaza‏ غیر خالی کراندار از بالای R‏ سوپریمم دارد. 
۴ اگر + a = b‏ آنگاه حاصل c"‏ - 0 - 2 کدام است؟ 
-Yabe (ї о (Y Yabc (\‏ 
هاگر ۳ у'=‏ + ×و A = ×+ yt‏ باشد. آنگاه همواره داریم: 


A > 1 G А < (ү А < 20 


واگ + بش = ۸و уа‏ وه سه عدد حفیقی مثبت باشند. همواره داریم: 
c a‏ 


A < ۳ (۳ A > f(r А < ۸ 0 
باشد. آنگاه همواره داریم:‎ b= a! "و و‎ Ы ۷اگر‎ 


xt = yz (f zt = xy ۳ xz = yt (Y x+ 72 < ۷ ۲ 0 


۸ اگر ух‏ لدو эле‏ حقیقی باشند و داشته باشیم x < ° > y‏ آنگاه کدام گزینه صحیح است؟ 


х-у< ۴ х-у> o x+y < о (ү x+y> 0‏ 
٩-اگر N‏ مجذور کامل باشد. اولین عدد مجذور کامل پس از N‏ کدام است؟ 

N-W N+ ۴ ۲ + ۲۸ N+ ۳ {М +\( N+ ۵‏ 
۰ -کدامیک از اعداد زد > مربع کامل است؟ 


۴۲+ ۵۲ (Ӯ ТҮҮ (Ү 5° (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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x'+ y= (x + y)'- Yxy = ٩ - xy 0 
۳ 
لذا باید: بسح‎ +7 = Y شود اما چون‎ Max xy می‌نیمم شود بایستی‎ X'+ y" برای اينکه‎ 


Міх! + y) = 4- OD = + 


NOT) = )۱-۳, 1+7۳) = )-۲,۴( = (Ym-? , ntọ) 


uya as )۳( ۳‏ [۱:۱] = هر کرانداراستاما نامتناهی است, 


۳۵)-0(-۵0( > a"- b" - с" = ۰ )( 


(\)-0 


š 
+ > x'+yt=( +y = 


аал (Y) ۶‏ واسطه‌ی حسابی эдеп‏ مثبت از واسطه‌ی هندسیشان بزرگتر است. 


a b с 

А>‏ ج ۱ < شج گ 3 .| p‏ > و 
x y y‏ 

а =b - 9-7 


t 
b = at >b = a 


X< o < у = X< y > X-y< o 
۱۲-1 مج‎ 3 - 1+ )6+۱( =N 3 + ۱( SN. ۳ ۱ 
٩ - ۳۲ ج‎ ۲ + A = Af مثال عددی‎ 


۳ = 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-در A = ۲× x × ٩× ۱۱۳ элде‏ جند باشد تا عدد A‏ مجذورکامل شود؟ 
Yr (r ۲۲0‏ ۶ 
۲_اگر*(۲ - ×) و "(۲ - (x‏ معکوس یکدیگر باشند. آنگاه × برابر است با: 


° LY ۴ - ا‎ C 


۲ 


А = ۰ (f A > ۳ А > 0۲ A > Yoo (\ 
×۵×)۵کدام است؟‎ - \)(дх + ۱( حاصل‎ vt "+۷ ۲-۷ — ۴۳ ۲-هرگاه داشته باشیم‎ 


۱ ° 
+ © ó \ (т 0 


ху ۱‏ 
۵ هرگاه ×و y‏ هر دو مثبت بوده و داشته باشیم: y‏ .حاصل у'‏ + رکدام است؟ 
x+y ۲ = ۹‏ 
(f YY Y YY G ۲۵ 0‏ ۳۶ 


۶ 
۶ ھرگاہ ۸ +۱ > 7-۳ > ۱ به ازاء هر ° ۲ برقرار باشد. حاصل "> کدام است؟ 


Yo (f yvy ۳۶ 6۲ ۱۸ 0 


еш 


x+ ۱ ۳ х'+ x (Y x - (\ 


x =‏ کدام عبارت زیر عدد صحیح است؟ 


۸هرگاه ۲  <‏ باشد. کدامیک از اعداد زیر در فاصله‌ی (e)‏ واقع نیست؟ 
n‏ 


۱ ۱ ۱ 
п+ \ т т a 
کدام است؟‎ + У Z باشد. کمترین مقدار عبارت‎ Yx + Yy - ۶2= ۷ هاگره٩‎ 
۱ ۴۹0 ИШ, 
l i ۳3 
نتیجه می‌شود:‎ > - y> -۱ ,x + y < ۱ ۰-از نامساویهای‎ 


۶ > ۵ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


UREA TER wwwi.riazisara.ir 5 a дона 


А = xxx Tx" )۲( ۱‏ 
برای آنکه عدد مربع کامل شود باید توان همه‌ی عاملهای اول آن زوج باشند. پس کوچکترین عددی که می‌توان در نظر 


Yx ۱۱ — £‏ یعنی ۲۲ است. 


my 


(1927 


мра + ۱-۷( - ۴۳ 2۷۲۱۴۳ - ۴۳ (۴ 


М ا‎ ١ چھ ج‎ = 55 ۵× (Ох -۱( (ох + ۱( = ° 


\ 
ЕТ? 


J ۵-۱ 


; 
: =>. б=їх+\>б=(Үх+\) ج‎ ۲ х +۱ Ух! х= 7 


)2( ع —> ——< دج و < وج п>‏ 
1 


(W + Y+ )-۶(( (xY+yY +z") <)۳ + Yy- ۶2) 


۴۹6۲ +۷۲ +21) < ۴۹ xyz a) 


۲۲ > Y >ус< | 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ЕТ РЕ‏ > ۵ + ط۴ - 9۳-۲۵ <a‏ ° برای هر ۸ > × برقرار باشد. ab‏ برابر است با: 
(f Y (ў < wA‏ \ 
۲-کدام نادرست است؟ 
Max {a,b,c} > Max {b,c} (Y Min {a,b,c} < Min {b,c} 0‏ 
Min {-a,-b,-c} = Max {a,b,c} ۴ Max {-a,-b,-c} = -Min {a,b,c} ۳‏ 
۳-کدام حکم نادرست است؟ 
۾ ا = Min {а,°} = GET Мах {а,°}‏ 
|Ы < |a+b| + |a-b| (f Max{a,-a} = | a| ۳‏ + 2 | 
۴ هرگاه از رابطه‌ی ۴ > Y > x‏ رابطه‌ی l. |x + | > B‏ نتیحه گرفته В.‏ + کدام است؟ 
(f ۵ (Ў Y G vO‏ - 
ههرگاه A= {уа, Va, Va, ,• <а<\ ,aCR‏ آنگاه: 
\( ۸ کراندار است و Мах уа‏ مجموعه است. (Ү‏ ۸ کراندار است و Min ya‏ مجموعه است. 
۳ ۸ کراندار نیست ولی Min «уа‏ مجموعه است. ۴ ۸ کراندار نیست ولی Max Va‏ مجموعه است. 
۶کدام مجموعه از بالا کراندار است ولی عضو Ll‏ (ما کزیمم ) ندارد؟ 
f € R :۵- + x+ ۷ = o} 6۲ 6 615: <x > \°} 0‏ 
(f {ХЄх>:\<х< A Y‏ ۳۷ ۶ 16 


۷-کدام تابع کراندار نیست؟ 


E‏ سلو 


о АЛ‏ ۲ < »× بزرگترین کران پائین مجموعه‌ی A= 6» + —: x C€ R]‏ کدام است؟ 


A (Ӯ F YG ۲ 0 


ç 
کدام است؟‎ A= = хек) کوجکترین کران بالای مجموعه‌ی‎ x > ۳ هاگره_٩‎ 


X- 


o (۴ -Ү (۳ Y ۳0‏ 
۰-هرگاه • > ۲۵ +2 , ۲ b< b+‏ آنگاه کدام نامساوی زیر درست است؟ 


-۴ < a+ b < -|\ (f - > a+b < ۳ 2+9 < ۳ (ү a+b < ۵ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Y ۲ 
-\) +) - Y) = ° 
l ) b=Y 


, -с) = -Max{a,b,c} 


(۲ 


b= $ m sa ym ۱+۱ ай مثال‎ (Р) т 


۲ >> ۴ —>k-v|< > 
= \ 


x- ۲+ + ۲<۴ << A= ]۴ , +о) 
Xx -۲ 


х -۳ 


۳ + ۲۵ > ۰ << -۲ >> ۰ 
9۳ --۲ 2 ۰2-۲ 


-۲ > a+ b< Y 


| 
(к-т). +- | را‎ =x 5-۲۸۵ 
X- 


>4a-+ßp = - Y (f) f 


(Y) ۵‏ از اعداد بین » و ۰۱ هرچه ریشه بگیریم. بزرگتر می شوند. 
7027( 


)۲( ۸ 


)- ,هه‎ -۲[ ٩ 


اگر می‌خواهید حرف شما را باور کنند از خود سخن نگونید. زندگی یعنی جستجوی دائم. «لامارتین» 


تمام شأن و عظمت انسان در فکر است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-هرگاه за Є R‏ ۱ < 2و A = a, a", a‏ آنگاہ: 
Q‏ ۸ کراندار است ولی ما کزیمم ندارد. ۲ ۸ کراندار نیست ولی ما کزیمم دارد. 
۲-هرگاه برای هر سه عدد حقیقی ۵ و sc sb‏ به ازاء هر N‏ € ۱ داشته باشیم: 


+ ۵ > > آنگاه: 


а= ۳ а а = nb (\‏ 
n‏ 
۳ کدامیک از محموعه‌های زیر یک همسایگی متقارن عدد ۳ می‌باشد؟ 
0 (۳,۴) ل۵(۱, ۱ -( C ۱ ,۳ (۱ )۳,۵( (f (0)00 ۶ ( (۳ )-۲,۱()۱)۰,۴( (y‏ 


۲ 

2 + 
۴_هرگاه к | 2х > о‏ می‌نیمم باشد.مقدار عددی عبارت x‏ + کدام است ç‏ 
x‏ 


۱ 
то" Y (ў Y Ç Y O 


۵ هرگاه A= е‏ باشد. کدامیک از احکام زیر درست می‌باشد ؟ 


) برای کلیه‌ی اعداد ° > G‏ ۱ > ۸ است. (Y‏ برای کلیه‌ی اعداد ° > » ۱ > ۸ است. 
AL AG‏ مایت ۴ برای کلیه‌ی اعداد ° > G‏ ۱ > ۸است. 
۶از جهار عدد 2 , 0 ,۰ , 4 سه عدد منفی و یکی مثبت بوده و ل b > c<‏ > 2 در این صورت کدامیک از اعداد زیر 
منفی است؟ 
bcd (f аса (ї abd (Y abc (\‏ 
۷-کدام مجموعه سوپریمم دارد ولی ما کزیمم ندارد؟ 
Мо‏ ۲ [۲,۵] ۳ ۱) لا(ه,ه0-) (f‏ (۳,۷) ل۰,۲(۱) 
۸ سوپریمم مجموعه‌ی A= {Ysin"x + fsinx cosx + Ycos'x :x ER}‏ کدام است؟ 
Yio ۲ ۳ Y+ 0۲ ۳ 2] 00‏ 
A= ) 61:۱ -۴۱ > ۶[ 15-4‏ به ازاء کدام مقدار k‏ برای هر А‏ € :نامساوی ‏ < |× | برقرار است؟ 
A (f \° (ў Y (۳ а‏ 
۰-کدام حکم درست است؟ 
0 هی زیر شخمرغه‌ی ناتهی از خآ دارای کونعکترین کران بالاست: 
۲ هر زیر مجموعه‌ی ناتهی از Е‏ دارای عضو ابتدا است. 
۳ هر زیر مجموعه‌ی ناتهی و کراندار از بالای R‏ دارای ما کزیمم است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۲۲۲۱ انیس پرتر‎ www.riazisara.ir RS E 


a a <b a<a +É a ()-Y‏ >5 +۵ > که 
-а<= =€ >b-a= > b=a‏ 0 > ۰ 


)۰,۵( ۲۱ )۱,۶( = )۱,۵( (ў) 7 


>Min (xk +1) = Y>x= ۱ їх'+х=ї ۲ 


)۲( ۵ 

۶ () با توجه به صورت تست نتیجه می شود که d‏ مثبت و 2 و C sb‏ منفی‌اند لذا ° > abc‏ 

(f) 

Р = \ - cos Yx + YsinYx + Ү(\ + cos Yx ) = Ysin Yx + cos Yx + Y (Р) ۸ 

-q| a" +b" < asinx + bcosx A 2۲ + ۲ بارآوری:‎ 
>Y- ۵ > > ۳+۰ ۵ >sup(A) = ۳ ۵ 

-۶ > -۴ <р» -۲ >> << -\e<X<\> |x|< ۱۰-7 ۰ 4 

نتیجه می شود که: (۳) = 1 > ۲۳ (n:‏ در واقع فقط به ازاء [yn < n'an=Y‏ 


۴(۰) اصل کمال است. 


زياد در فکر عبادت خداوند که نمدانی خواست او جست مباش بلکه به خدمت خلق بپرداز که میدانی 


مشکلاتشان جیست و جه می‌خواهند. ) کنفو =+ (Ó‏ 


خود را فدا سازیم بهتر است تا دیگران را نابود کنیم. «گاندی» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تعریف دنباله: هر تابع که دامنه‌اش اعداد طبیعی و یا قطعه‌ای از اعداد طبیعی ((....,۱,۲,۳) ,)و بردش زیر 
مجموعه‌ای از اعداد حقیقی باشد را یک دنباله‌ی حقیقی b‏ به اختصار یک دنباله می‌گویند. 

هرگاه دامنه‌ی دنباله» مجموعه‌ی اعداد طبیعی باشد دنباله را یک دنباله‌ی نامتناهی می‌گویند. و هرگاه دامنه‌ی دبال قطعه‌ای 
اژ اغداد طبیعی باشده دنباله را یک دنباله‌ی متناهین می‌گویند. 

ما در اینجا بیشتر با دنباله‌های نامتناهی سروکار داریم. چون دامنه‌ی همه‌ی دنباله‌ها؛ مجموعه‌ی اعداد طبیعی می‌باشد, لذا 


دنباله‌ها را معمولاً با polis‏ برد آن» به صورت پی درپی» به شکل زیر نمایش می — 


ba,‏ جمله‌ی еіп‏ یا جمله‌ی عمومی دنباله می‌گویند. 


مثال: در زیر جمله‌ی عمومی چند دنباله نوشته شده است. جملات آنها را به صورت پی در پی بنو 


مه 


گرگ رل ج а=‏ 
ТИСЕ‏ 


7 E А я ۲ 3 1 ۳ i Z. 

تزلر میم: در هر دنباله مانند (,۰12 n‏ هميشه عددی طبیعی است و لذا جملاتی از قبیل و و Z‏ 
q‏ 

“Жы Gea 


«Ё‏ چون دنباله» در واقع یک تابع می‌باشد لذا دنباله‌ها را می‌توان با ازواج مرتّب نیز نمایش داد. 


مثال: دنبال‌ی 2 = an‏ مفروض است. این دنباله را به صورت ازواج ә‏ نمایش دهید. 


نمودار دنباله: چون دنباله‌هاء رده‌ی خاصی از توابع هستند لذا رسم نمودار آن‌ها؛ همانند رسم نمودار توابع می‌باشد. 


مثال: نمودار دنباله‌ی 2 = 1 را در صفحه‌ی دو بعدی رسم کنید. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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‚| € š rep az ۱ А ате А 
در واقع می توان گفت. نمودار دنباله‌ی [ ۰17 بخشی از نمودار تابع هموگرافیک‎ 


۱ ۱ 
می‌باشد.‎ y = E 


2‚ چون دامنه‌ی همه‌ی دنباله‌ها. مجموعه‌ی اعداد طبیعی (N)‏ است. لذا می‌توان نمودار یک دنباله را روی محور اعداد 


حقیقی و فقط با نمایش مقادیر بُردش یا جملاتش نمایش داد. 


تست: جمله‌ی چندم دنبال‌ی ا (z‏ برابر ۳ است؟ 
я‏ ۳5 
О‏ پنجم (Y‏ نز ششم © هفتم 
حل: 
تست: در یک دنباله. tya =п'‏ است. جمله‌ی هفتم دنباله برابر است با: 
(Т 4 (y ۴۹ 0‏ ۱۶ 


حل: 


انواع دنباله‌ها 

\( دنباله‌ی همگرا (متقارب): هرگاه با بزرگ شدن n‏ جملات دنباله به سمت یک эде‏ حقیقی منحصر به فرد مانندءنزدیک 
شوند. دنباله را همگرا به 1 می‌گویند. به عبارت دیگر دنباله‌ی {ап}‏ را همگرا گویند هرگاه lim ап‏ برابر یک عدد حقیقی 
منحصر به فرد مانند 1 شود در این حالت 1را حد دنباله می‌گویند و می‌نویسند. |= lim an‏ 


n— + о 


ЕИ akata i Г Е T مثال: دنبله‌های }= و‎ 
n+ 


(Y‏ دنباله‌های واگرا (متباعد): هر دنباله را که همگرا تاش واگرا گنود به عبارت دیگر دنباله‌ی {ant‏ را واگرا گویند» هرگاه 


Jim аһ‏ برابر L+‏ 0 -و يا دو عدد» سه عدد و ... باشد. 
n— +o‏ 


С Y 
هر سه واگرایند زیرا حد اولی +( حد دومی 0 - و حد‎ 2, = )-۱( за =-Мп‹а = مثال: دنباله‌های‎ 


سومی ±۱ می‌باشد در هر سه مثال. گویند دنباله‌ی ,2 حد ندارد. 

1⁄6 در صفحات بعدی با مثال‌های بسیار متنوع و جالبی از دنباله‌های همگرا و واگرا آشنا می‌شویم. 

۳ دنباله‌ی ثابت: هر دنباله که جمله‌ی عمومیش به صورت (c € R) t, = c‏ باشد را یک دنباله‌ی ثابت می‌گویند. 
توجه‌داشته باشید که دنباله‌ی ثابت t. = c‏ دنباله‌ای همگرا بوده و حذش برابر » است. 

تست: جند تا از دنباله‌های زیر ثابت‌اند؟ 


an = )-۱( cosnz مه ج)‎ =l п] + -n] ب)‎ ael ا‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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аһ = nsinn л (а аһ = cos (Yn + \)л G 
Үт ۶0 
جواب گزینه‌ی ۱ است.‎ 
رو‎ (23) ۳ E 
a=l n] +L -n] =° 
an = )-۱( cos nz = )-۱( (- 3) 
an = cos (Yn + 1)7 =- \ 


= NSINNT =N x °= ° 


k 


۴ دنباله‌ی اعداد طبیعی: جمله‌ی عمومی این دنباله به صورت n‏ = ,ه می‌باشد و جملاتش به صورت زیر است: 
این دنباله» دنباله‌ای واگرا است و у j>‏ 90 +است. Va aY Ө шз‏ 
۵ دنباله‌ی تصاعد حسابی (عددی): جملات این دنباله به صورت زیر می‌باشد: 

...و (n- \)а‏ + هو ...و a atd за+ Yd‏ 
جمله‌ی عمومی این دنباله به صورت (۱ - a + (n‏ = مه می‌باشد. 


مثال: دنباله ... و ۱ ۸و ۵و Y‏ یک دنباله‌ی تصاعد حسابی است. 
۶ دنباله‌ی تصاعد هندسی: جملات این دنباله به صورت زیر می‌باشد. 
sar” ,...‏ ...و a sar „аг‏ 


جمله‌ی عمومی این دنباله به صورت a = ar"‏ می‌باشد. 


kal r= ГРУ‏ خملات د نالي قوی به یو ریت 


аш;‏ خملات ¿Us‏ قر ق به اصو رت 


در می‌آیند. 


GÉ‏ در حالتی که ۱ < ۲ باشد» مجموع n‏ جمله‌ی اول تصاعد فوق از دستور 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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به دست می‌آید. 


GÉ‏ در حالتی که ۱ = ۲ باشد» مجموع n‏ جمله‌ی اول تصاعد فوق از دستور: 


به دست می‌آید. 

(V‏ دنباله‌ی متناهی: به دنباله‌ای می‌گویند که تعداد جملاتش متناهی (تمام شدنی) باشد. 

مثال: 

(А‏ دنباله‌ی نامتناهی: به دنباله‌ای می‌گویند که تعداد جملاتش نامتناهی (تمام نشدنی) باشد. 

٩‏ دنباله‌ی کران‌دار (محدود): به دنباله‌ای می‌گویند که هم از بالا و هم از پائین کراندار باشد به عبارت دیگر همه‌ی جملات 
دنباله» از عددی حقیقی مانند k‏ کوچکتر (کوچکتر L‏ مساوی) و از عددی حقیقی مانند m‏ بزرگتر (بزرکتر یا مساوی) باشند: 
پعنی: VWnEN:m<a Sk‏ 
در این حالت sk‏ هر عدد بزرگتر از آن را یک کران بالای (یک بند بالای) دنباله و sm‏ هر эде‏ کوچکتر از آنرا یک کران پائین 
)< بند پائین) دنباله می‌گویند. 

مثال: دنبله‌ی | = هھ کراندار است زیرا با توجه به جملات دنباله یعنی ... , ۳ ,۱ می بینیم: 

Vn EN ><a S) 

عدد ۱و هر عدد حقیقی بزرگتر از ۱ را کرانهای بالای دنباله و эде‏ » و هر عدد حقیقی کوچکتر از ° را کران‌های پائین دنباله 
می‌گویند. عدد ۱ را سوپریمم دنباله و عدد ° را مینیمم دنباله می‌گویند. 

تست: کدام دنباله‌ی زير فقط از پائین کراندار است؟ 

{n} ۴ EDET ۳ С) 0 

پاسخ صحیح گزینه‌ی Y‏ می‌باشد زیرا: Vn € ۱:۱ < Y< +O‏ 
کلته‌ی بسیار بسیار مهع: هر دنباله‌ی همگرا کراندار است (ولی عکس این مطلب در حالت کلی. درست نیست) بنابراین برای 
تشخیص اینکه یک دنباله کراندار است يا نه» کافی است حدش را حساب کنیم اگر همگرا بود که کراندار است اما اگر حدش 
oo Ú + oo‏ - شد بی‌کران است. ضمناً اگر حدش دو عدد یا ۳ عدد یا... شد (متناهی) باز هم کراندار است. 

تست: کدام دنباله‌ی زیر بی‌کران است؟ 


y. ñ Yn 
д" 1C Af G هه‎ А 


n 
жолу 
E Í 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۴ می‌باشد. زیرا: هب مس نز‎ 
دنباله‌هائی‎ а = دزد‎ sa, = (1)? دنباله‌های‎ JU عکس مطلب فوق در حالت کلی. صحیح نیست به عنوان‎ еда К; 
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کراندارند که همگرا نیستند. 


цел “©‏ دنباله‌هائی نظیر (Artan ‹{созп!} {sinn}‏ و {ArccotN п}‏ و {asinn+ bcosn}‏ کراندارند. 


-Z сАгдап<7 ‚-\<со$п!<\ زیرا: \ و‎ 
۲ n ۲ A 


Y ; Y 
-q4 аї+ 6 <asinn +b совп<4 а +6 ,۰ <Arccoty Yn <r 


JÓ‏ مهم: دنباله‌ی ثابت. دنباله‌ای کراندار است. 

کلته‌ی موم؛ دیدیم که هر دنباله‌ی همگرا؛ کراندار است. لذا هر دنباله که کراندار نباشد (چه از بالاو چه از پائین) واگراست. 
۰ دنباله‌ی بی‌کران (نامحدود): هر دنباله را که کراندار يا محدود نباشد. بی‌کران يا نامحدود می‌گویند. به عبارت دیگر هر 
دنباله را که حداقل از یک طرف کران‌دار نباشد بی‌کران می‌گویند. 


۲ 
مثال: دنباله‌های fn")‏ | - 


у . s . . . . ТЕ ۱‏ 
бзи! { а‏ بی‌کران‌اند. اولی از بالا کراندار نبوده. دومی از پائین و سومی از هر دو طرف 
n‏ — 1 — - 
۱ دنباله‌های نوسانی همگرا: دنباله‌هائی نظیر а b= ۱ + ЖШ а= б)‏ ( = نظایر آنها را که جماشان 
n n n‏ 


دائماً در حال نو سان هستند و ضمناً همگرا نیز می‌باشند دنباله‌های نوسانی همگرا می‌گویند. 


lim а= • 
n — + 0 
lim 


n— + 


Y 
ан в CY) зс = соѕп b = ده‎ уа = )-۱(" دنباله‌های نوسانی واگرا: دنباله‌هائی نظیر‎ ۲ 


آنها را که دائماً در حال نو سان هستند و ضمناً واگرا نیز می‌باشتد دنباله‌های توسانی وا گرا: می‌گویند. 
موجود نیست = نامنحصر به فرد a= (—\)"+\ эго. w а л lim a=‏ 
X — + о‏ 
зп > КОККО Їйї Б мб мае кейын‏ = 
П + о‏ 


موجود نیست = نامنحصر به فرد = عددی بین ۱و ۱- کو СОЗҮ", ... lim‏ و cosy‏ و C, созп > cos)‏ 


n—> + 0 


موجود نیست = نامنحصر به فرد = 00+ 1 d = CY) > -۳ ,A.-YV,... l‏ 
۲ 

са Š 5 t 2 е 

n n+إ‎ ITT ү 

еда И;‏ توجه داشته باشید که دنباله‌هائی نظیر {соѕ(Үп+ \)л} {sinn}  ((- A)‏ و نظایر آنهاء دنباله‌هائی نوسانی 


موجود نیست = نامنحصر به فرد = +оо‏ 


نبوده» بلکه دنباله‌هائی ثابت‌اند (و لذا همگرا) که به ترتیب به ۱- ۰و ۱-میل می‌کنند. 

۳ دنباله‌های صعودی (افزایشی): دنباله‌ی {а}‏ را صعودی می‌گویند هرگاه با بزرگ شدن n‏ جملات دنباله یا تغییری 
نکنند و یا بزرگ شوند (کوچک نشوند) به عبارت دیگر: هر جمله از جمله‌ی بعدیش کوچکتر یا مساوی باشد یعنی: 
VnEN:a Sa‏ 


n+ \ 
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سس 4 В А — n — — e‏ 
مثال: دنباله‌هائی نظیر a = s E Lnn a = Y"‏ دنباله‌هاتی صعودیند. 
و دنباله‌ی ثابت. دنباله‌ای صعودی است. 


2‚ اگر جملات دنباله‌ی a,‏ مثبت باشند. برای اثبات صعودی بودن دنباله می‌توان ثابت کرد: 


! 
E هن مک ا تا‎ ЛЕУ ТС СУДУ, 
n 


Y 
صعودی است؟‎ a = مثال: ثابت کنید دنباله‌ی  مب‎ 
n 
ç 
УпЄМ :a <a, ج «ب‎ 
n 


| 
sD n(n) en'n (n ۱( + (n+ > n< (n+ ۱( 
۳1 (п + \) +\ 

۲ 


تزلر (ма‏ برای تشخیص اینکه یک دنباله مانند س = ٩,‏ صعودی یا نزولی است. می‌توان از مشتق نیز استفاده کرد در واقع 


b fx) =‏ حساب می‌کنيم. 


x` 


پس تابع 100 = لبه ازاء ۱ > »و لذا نمی A‏ = ره صعودی است. 

S ابا دم مس‎ asya ЫЗ دی‎ S se 

۴ دنباله‌های اکیداً صعودی (صعودی اکیداً): دنباله‌ی {а}‏ را صعودی اکیداً گویند هرگاه: 

Vn € маа. 
فقط صعودی است و اکید آصعودی نیست.‎ a, = ۵ دنباله‌ی‎ Шу ره اکیداً صعودی است‎ n" مثال: دنباله‌ی‎ 

تزلر: هر دنباله‌ی اکیداً صعودی. صعودی نیز هست ولی عکس این مطلب همواره درست نمی‌باشد. به عنوان مثال دنباله‌ی 
ثابت. دنباله‌ای صعودی است ولی اکیداً صعودی نیست. 

۵ دنباله‌های نزولی (کاهشی): دنباله‌ی {а}‏ را نزولی گویند هرگاه با بزرگ شدن n‏ جملات دنباله یا تغییری نکنند و یا 
کوچک شوند (بزرگ نشوند)» به عبارت دیگر هر جمله از جمله‌ی بعدیش, بزرگتر یا مساوی باشد. یعنی: 


Vn 2 ۱ : ج‎ >a 
n n+ 


۱ 


چا شته با شید که ای تدولن همشته ازبالا کراندار است» زبرا همفی عملات دنله از لای اول کر کت با شار اند 
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n 


+ 
دنباله‌هائی نزولیند.‎ a = а aa = (108')" а = | А مثال: دنباله‌هائی‎ 


n 
ات‎ Кыз шы дад تزلره دتیالی‎ 
کزان ابت کرد:‎ айды باشتله برای اثبات رول بودن‎ Zula کر کات دنباله‌ ی‎ 
п! 


ч Í Я š 5 x Z. 
a = аи تزلر: یک دنباله ممکن است از مرتبه‌ای به بعد نزولی باشد.‎ 


n 


که به ازاء n < Y‏ نزولی است. 


- ۰ = y? . . - e. ь 
نزولی است؟‎ a = юге? А25 مثال: ثابت‎ 


چون جملات دنباله مثبت می‌باشند کافی است ثابت کنیم: 


х» ۲۲ +۱ ۵ 


۶ دنباله‌های اکیداً نزولی (نزولی اکیداً): دنباله‌ی {а}‏ را نزولی اکیداً گویند هرگاه: 


مثال: دنبله‌ی — = A ya‏ اکید است. ولی دنباله‌ی ۱۰ = ha‏ نزولی است و نزولی اکیداً نیست. 
5 هی دبای une sp‏ تین هو کو Шш жа‏ کل تاد besh asum s‏ دیهش 
ثابت» دنباله‌ای نزولی است ولی اکیداً نزولی نیست. 
ЗАЙ‏ یک دنباله ممکن است هم صعودی باشد هم نزولی مانند دنبال‌ی ثابت» همچنین یک دنباله ممکن است نه صعودی 
باشد نه نزولی مانند: "(۱-) a=‏ 
۷ دنباله‌های یکنوا: هر دنباله را که یا صعودی باشد یا نزولی یا هم صعودی باشد هم نزولی» دنباله‌ی یکنوا می‌گویند. 
۸ دنباله‌های غیریکنوا: هر دنباله را که یکنوا نباشد. غیریکنوا می‌گویند. به عبارت دیگر هر دنباله را که نه صعودی باشد نه 
نزولی» غیریکنوا می‌گویند. 
تست: کدام دنباله‌ی زیر غیریکنواست؟ 

Үп+ \ 


(997 © بل‎ е o {Aretan 0 


پاسخ صحیح گزینه‌ی ۳ می‌باشد. 

n+a 

n+b 

| . , пк +a мыл 2 

نلته: دنباله‌ی [ l‏ )° < 0). با شرط 0 > 2 صعودی است و با شرط 9 < هھ نزولی است. 
n` +‏ 


کلته: دنباله‌ی } ۰1 < (ab‏ با a< bk‏ صعودی است و با شرط 9 < هھ نزولی است. 
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بیشتر از یکی) از جملات ما‎ L) دنباله‌ی بازگشتی (تراجعی): به دنباله‌ای می‌گویند که جمله‌ی عمومی آن» برحسب یکی‎ ٩ 
داده شكه باشد.‎ of قبل‎ 


مثال: دنباله‌های زیر. همگی دنباله‌هاتی بازگشتی‌اند. چند جمله‌ی اول هر کدام از آنها را نوشته‌ايم. 


сарыл ИРА‏ کرت 

فیبوناتچی ریاضی دان ایتالیائی بوده است. 

(Y °‏ = — حد دنباله‌ها: فرض می‌کنيم (а)‏ یک دنباله و ایک эде‏ حقیقی باشد اگر برای هر эде‏ حقیقی و مثبت 8« эде‏ 
طبیعی (M € N) M‏ وجود داشته باشد به طوریکه به ازاء هر n €  یعیبط эде‏ با شرط n < M‏ داشته باشیم: 
all > 8‏ )4 عبارت دیگر: )9( е)‏ > |1-ه| M>‏ > م) ۱ ع № : ۷( ع ۱۲ 3 ۰ (М>‏ 
در این صورت می‌گوئيم دنباله‌ی {а}‏ به عدد حقیقی 1 همگراست و یا حد دنباله‌ی ,ره است و می‌نویسیم: 
lim a=l‏ 


n— +æ 


مثال: با استفاده از تعریف حد Ú‏ — کنید: 


n-i 
п'+ \ 


Кызы ий ۲ 
пошу: Tue ЫН БГ E о Т дү ышы d (пЄ№) 
Би ۲ ү € 3 3 £ 


g> ع ۱۲ 3 ه‎ ۱ ۷ 2 N(n> M> | \| > ë) 


لذا کافی است эле hM‏ طبیعی بزرگتر یا مساوی ۱ - 2 |راختیار کنیم یعنی: 


м | a + \ 
E 


۲۱) هرگاه ]= R) Jim ап‏ € 1( این بدان معناست که به ازاء هر همسایگی آبه شعاع дыё‏ :)+1 1-8 جز تعداد 


متناهی از جملات دنباله» بقیه‌ی جملات دنباله» درون این همسایگی هستند (همانطور که زنبورهای یک کندوی زنبور عسل » 


دور ملکه جمع می شوند» جملات دنباله‌ی همگرا هم دور حدشان یعنی 1جمع می شوند)» در واقع جملات از مرتبه uM‏ 
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بعد و خود M‏ یعنی جملات ам‏ د ее) ыша Ыы u q as am‏ 1-6) قرار دارند. اما ممکن است همگی و با 
برخی از جملات 8۱و аму 3а;‏ داخحل همسایگی فوق نباشند. 


: И ; ۳ КОС _ Ynti ЧАР", 
داشته باشیم‎ n > М به طوریکه به ازاء هر‎ M مفروض است. کوچکترین عدد طبیعی‎ а = үг تست: دنباله‌ی‎ 


۰۱ > ره > ۱/۹۹ کدام است؟ 
боо (f ۳۹۷۳ ۴۹۶ (ү ۴۹۸ 0‏ 
а > ۲/۰۱ = ۲-۰/۰۱ > a > ۲ о/о)‏ > ۱/۹۹ 


۳۲۰+ 


Jan -Y|< —— =>‏ ج 
oo n +Y‏ \ 


a <l > < ۳۵۰وج‎ =n> ۷ 
уз. “пч Та 


с=\ زمانی همگراست که ۱ > |یا‎ (YY 
pe دنباله‌ی‎ 


در واقع داریم: 


ава atap Ды‏ اما سکع 
همگرا (۱ < (l e|‏ 


در این حالت دنباله واگراست. < (۱ > | ), 
همگرا (۱ = {е‏ 
در این حالت نیز دنباله واگراست. <> (۱- = (c‏ 
مثال: حد دنباله‌ی زیر را حساب کنید. 
Оа (0) > lim a= А 01 > 0)‏ 
Эв = (7)‏ 


"A Шш! BS EG TEN) 
n + +% е 


о = (0)" > lim s = ونل‎ (2) = +91 


n— + © 


а = (-Y) > lim dn = +оо واگرا‎ 


п — +o 


واگرا = موجود نیست = نامنحصر به فرد ۱+ = وه lim‏ > (۱-) = مه (۵ 


n — +%‏ 
تست: هرگاه دنباله‌ی ( (۱ - I" (Ym‏ همگرا به صفر باشد. حدود әт‏ کدام است؟ 
Y° \‏ ۶ ۵ ۴ 


Ó ۱ 
سب‎ < m < ست‎ )۴ — < m < ° < m < —( -— < m < — (\ 
4 ۹ 4 40 Ç Y v 


аии) هه‎ n EST aS حل:‎ 
4 ç 74 ç ۹ 4 


(ҮҮ‏ هرگاه دنباله‌های la‏ و lb ur‏ به ترتیب به دو عدد حقیقی ,1و L‏ همگرا باشند. 


lim аһ =l, 
lim b, =l, А 


n— د‎ 
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در ©з!‏ صورت 

۱-مجموع و تفاضل دو دنباله همگرایند و = Jim, (an‏ 

lim حاصلضرت دو دنباله نیز همگراست و‎ -Y 

۳ تقسیم دو دنباله نیز همگراست و 

lim са = cl TARS چند برابر یک دنباله‌ی همگرا؛ همگراست.‎ (Y Y 
n دب‎ 00 


(YÓ‏ هرگاه دنباله‌ی зар‏ عدد حقیقی 1 همگرا باشد. آنگاه: 


А 2 Z 
> о باشد» بایستی‎ zk نز لر: در ابنحالت هرگاه‎ 


مثال: حد دنباله‌های زیر را حساب کنید؟ 


> lim مه‎ = |-۲|-۲ 
n — +% 


y?‏ گاه = | آنگاه: 
lim, „э =la‏ 


im sin(an) = sinl 


) 
) 


im a = tanl (lkr + 7) 


(an )= соп (=k) 


) 
im Жын = Arcsinl ,)- ۱>1> ۱( 
= Arccosl ,)- ۱>1> ۱( 
‚ „Arctan(an) = Arctanl 


| Arccot(an) =Arccotl 
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مثال: حد دنباله‌های زیر را حساب کنید؟ 


iyim Arsi Ац їн 7 
i Re fn Y °? 
An + ۱ 


= 10 =Y 
1 +۵ 8 


Y lim log, 
مقایسه‌ی سرعت رشد چند دنباله:‎ (V V 
جملات چند دنباله» در زیر با یکدیگر مقایسه شده‌اند. جمله‌ی دهم هر یک از آنها نیز نوشته شده است.‎ 
Lnn > o ...و ۲/۳۰ و ...و ۱/۰۹ و ۰۶۹و‎ 
n > ۱ ۱و ...و ۲و ۲و‎ ә... 
n — و .و ۹و۴و۱‎ 
=n رو ۲۷و ۸و اج‎ \ооо و‎ 
۲۷۸ ۲ج‎ Y ی‎ 5... 
۳۳ ۲۷و 4و۳ ج‎ з... 30474 ...و‎ 
= n! > ۱ ۲و‎ f و .و‎ ۳۶۲۸۸۰۵ 5... 
= n” > \ .و ۲۷و ۴و‎ у\оооооооооо j... 
بزرگتر شود. جملات دنباله‌های فوق در نامساوی زیر صدق‎ n همانطوریکه مشاهده می‌شود. از مرتبه‌ای به بعد. هرچه‎ 
می‌کنند:‎ 
Inn <n > ۳ظ > ۳ظ‎ > ۳ > ۳ < n! > m 


ضمناً همه‌ی دنباله‌های فوق واگرا بوده و حدشان برابر ۵ + است. اما بزرگی جملاتشان, یکسان نیست. لذا خواهیم داشت: 


n + +e p n— +e p! 


гда 2‏ حد دنباله‌های خارج قسمت. از چپ به راست به یکدیگر برابر »و از راست به چپ به یکدیگر برابر оо‏ + است. 


i ED بمب‎ АБАН 7 


HE an+k +p" tk 


(Max {a,b}" 


n n 


++ - 


۳+۲ n+ 
„© ۹ L ۴0 
9 т چ‎ ) ( 


n — +e 


پاسخ صحیح طبق نکته‌ی فوق گزینه‌ی (۲) است. دقت کنید که وقتی + < ,n‏ ۳۳ > ۲۳ 


= i میم:‎ «Ў ۹ 


(Min {a,b} 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Пт _‏ برابر است با: 
On‏ - — 1 


۴۳۹ 


lim Мп=\ 


n — +o 


توجه کنید که ما در زین جملات دنباله را با ماشین حساب. حساب کرده‌ايم تا ميل کردن این دنباله به عدد ۱ را به وضوح 


۱, ۱/۴۱۴۲۱۳۵۶۲,۱/۴۴۲۲۴۹۵۷, ۰. ۱۸۰۴۷۱۲۸۵۴۸... ۶ 


lim vVa=) ,(a>:) ۳۱ 


n — +o 


مثال: حد هر دو دنباله‌ی زین برابر ۱ است . 


N| Y... л‏ و و؟ Y, | Y,‏ الف 


در واقع جملات این دنباله» رفته رفته کو چک شده و به عدد یک از طرف راست میل می‌کنند. 


AS too 
اه ,۰/۱ ,۰/۱ (ب‎ 9 Yuspa А ef Noys >\ 
یک» از طرف چپ میل می‌کنند.‎ эде جملات این دنباله هم رفته رفته بزرگ شده و به‎ 
تست: حد کدام دنباله. نادرست نوشته شده است؟‎ 
lim ۷ lim | - له‎ ۵ 2-0 
п > +9 n — مود‎ - 
Га | een lim ۴ 
п — + 0 s s S Y 
پاسخ درست. گزینه‌ی ۱ می‌باشد. چون‎ 


-- |ه له -| э-\[{б<-\ ә |- 40| =- > tim‏ \>0{: (ع۷۵ 


n— +o 


(Y 


е 


۱( lim )۱+ 


n — +o 


1 
5 


Y) lim 


5l- Bl — الط‎ 


۳( lim 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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lim (>‏ برابر است با: 


1 +оо N+ 


e" (Ү 


+ ++ a او‎ Ba I: _ ar 
+ Y+ ۳ к ое 


= 


š 
۴و ,+ ,ر‎ ПЛ Yn=+\)(Yn' +n -۱ _ 


š А P 
lim a~ lim بت‎ 
n + +% п» +o Үп? 


п + +% 


۱ + Y+ ۵+ ..+ ۲۵-۱ = n` 


lim‏ کدام است؟ 


п + + 0 


+ co ۳ 


دی + +۴ +۲ 


lim аһ = lim 


п — +% n — +o 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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li =- -\ 
= Hm لت‎ — 
nə+e ۳۲ ¥ 


۱ 


lim an = lim = lim ——= راه حل دوم:‎ 


пежо  n— +e Yn +Ó n +e ۳0 + ۵ 
lim ات مه‎ ‚т а, =li dim а =1 هرگاه‎ ۴ 
n — +% 


۱ n — +% n — +% 
an=- >lim а= ۰ 
n n n مثال:‎ 


n — +% 


2 ا‎ >lim a, 2۰ (п=\) 


n+ وب‎ Еи И 


<< lim а= ۰ 


\ 
п- \ n= + 

۵ حد دنباله ... (a> ۰( 2 ‚| ауа, а ауа,‏ برابر است باه 

A EE ы ре s а+уа, 4 а+\ а+уа,... دنباله‌ی‎ д> ۶ 


y 


a =y а < 
a 


n4) = Vara,‏ نت 
lim 4, =1‏ بنابراین: a+l‏ لاح اج lim a,,, = іт va+a‏ 
n — +% n — +% п — + 0‏ 
fa‏ +۱ ۱+۰ 


Y 
چون جملات دنباله مثبت‌اند لذا حدشان نیز مثبت است. قابل قبول‎ 


تست: حد دنباله‌ی ..., ۶ N ۶,۸ ۶+] ۶, РА‏ برابر است با: 
r ¢ ۶۳ ۳ ۶0‏ 
YAN ۱+ ۴ ۱+ ۲۵ og‏ 
NT‏ ۳ ۲ 
۷ حد دنباله‌ی ... + "ظط ЪЪ‏ + 9 لهبرابر است با: ) М‏ 5 


Y 
«کدام است؟‎ YN A+A V+... تست: حاصل‎ 
q (۴ ыл, ۳ [YO 


۱ 
р с Ес 


1+1 eS] 1-9-۰ =l = 
۱ + ۱ + fa 


۲ 


] = 


]= 


ЖЕЙ р. Sq e AS‏ سر 
l Y‏ 


۸ هرگاه ta‏ و (b‏ دو دنباله باشند به طوریکه la y‏ همگرا به ٥‏ و 463 کراندار باشد آنگاه حد حاصلضربشان صفر 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Ë‏ لزومی ندارد که {b}‏ حد داشته باشد. 


خد شا را حاب کد ааыа‏ ۳ 


А‏ قضیه‌ی ساندویچ (اصل فشردگی): هرگاه دنباله‌های Íb‏ و {с}‏ هر دو به عدد حقیقی 1 همگرا باشند و از مرتبه‌ای به 
بعد مانند M‏ (و یا به ازاء هر (n € N‏ داشته باشیم c. S a, S b,‏ آنگاه دنباله‌ی {а}‏ نیز همگراست و حد آن» همان 1 
است: 
ы, РИВНЕ АА‏ کا SS EE‏ و زا بیان کی 
n‏ 

Ет‏ تون 

n n n 
y2 
n 
مجموع و تفاضل یک دنباله‌ی همگرا با یک دنباله‌ی ,4,1 همیشه دنباله‌ای واگرا است.‎ ۰ 


مثال: دنباله‌ی {е 2 у)‏ دنباله‌ای واگرا است. 
۱ 2 
مثال: دنس باله‌های ")\ -( = «bq = (- J ‚аһ‏ هر دو 251—513 اما دنباله‌ی مسجموع یعنی: 


n+! 


l شاه که همگرانه‎ 1۰۱ сый ال‎ + = (A = (W (у 


lim а = \ و ( ۰1117 لذا طبق قضیه‌ی فشار داریم:‎ lim (Y+z)= YO 


n — +o 


۲ قاعده‌ی هوپیتال (لوپیتال): هرگاه b = g(n) , a,= п)‏ دو دنباله باشند و داشته باشیم: 


کت = s‏ برای رفع Ф!‏ می‌توان از دستور زیر استفاده کرد. 

1 g(x 
lim = lim Ңх) _ lim f'(x 
п ga) g'(x) 


Y 
را به کمک قاعده‌ی هوپیتال حساب‎ 2 = П ؟ مثال: حد دنباله‌ی‎ 
Ч n en . 


іт £ ` =‏ = مه lim‏ 
n= 00 хә=рехХ 00‏ 
(FY‏ هرگاه دنباله‌های {а}‏ و {Б}‏ هر دو کران دار باشند. آنگاه دنباله‌های {a b} ›{а ± b.)‏ نیز کراندارند. 
(f Y‏ هرگاه } а,‏ کراندار و 1 fb‏ بی‌کران باشد. آنگاه دنباله‌های ) fa, ± b‏ بی‌کرانند. 
۵ هرگاه } {а‏ کراندار و {Б}‏ بی‌کران باشد. آنگاه دنباله‌ی {а b.)‏ ممکن است کران‌دار باشد. ممکن است بی‌کران. 
(ff‏ هرگاه {а}‏ و (,0) هر دو بی‌کران باشند. آنگاه دنباله‌های {а ЖЬ}‏ ممکن است کران‌دار باشد. ممکن است بی‌کران. 
۷ هرگاه {а}‏ دنباله‌ای صعودی L)‏ نزولی) باشد. =a y‏ نزولی (صعودی) خواهد بود. 
fa y а ۸‏ و {Б}‏ هر دو صعودی L)‏ هر دو نزولی) باشند دنباله‌ی {а rb y‏ نیز صعودی L)‏ نزولی) خواهد بود. 
(РА‏ هرگاه la‏ (,0) دو دنباله با جملات مثبت بوده و هر دو صعودی Ы)‏ نزولی باشند) دنباله‌ی {а Б}‏ نیز صعودی L)‏ 


نزولی) خواهد بود. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۰ هرگاه [,2) دنباله‌ای صعودی L)‏ نزولی) بوده و ۶ تابعی صعودی باشده آنگاه دنباله‌ی }) (а‏ صعودی L)‏ نزولی) 
خواهد بود. یعنی تابع صعودی. صعودی را به صعودی می‌برد و نزولی را به نزولی. 
(б\‏ هرگاه la‏ دنباله‌ای نزولی L)‏ صعودی) بوده و ؟تابعی نزولی باشد» آنگاه دنباله‌ی fa)‏ صعودی L)‏ نزولی) خواهد 
بود» یعنی تابع نزولی» نزولی را به صعودی می‌برد و صعودی را به نزولی. 
تست: کدام دنباله‌ی زیر نزولی است؟ 
۱ 
۱ 
\) \ + 
у‏ را +1( = а = tan FA -) (f a‏ 
n+ \ п п‏ 4 


\ 
пї+\ 


2 \ ۳ = 
а= Шш күсе, ( а= Arctan( 


бш ۱ о. = А Е 2 .‏ ره ره 
پاسخ صحیح. گزینه‌ی | است. زیرا: ) | نزولی و Arctanx‏ = (×)٤صعودی‏ است Arctia TN‏ ره نیز نزولی 
است. 
©“ موع: مهمترین ون دنباله‌هاء همگرا بودن آنهاست در زیر دنباله‌های بسیار متنوعی ارائه شده است. ضمن 
محاسبه‌ی حد آنهاء دنباله‌های همگرا و واگرا را مشخص کرده‌ايم. برای محاسبه‌ی حد برخی از دنباله‌ها؛ از هم ارزی استفاده 
نموده‌ایم» برای درک بهتر چگونگی محاسبه‌ی حد آنها مبحث هم ارزی را در بخش حد و لیست هم ارزیهای مهم را ملاحظه 


کنند. 


۱ 
\)а = — 
Е 


\ 
Y)a = = = +o واگرا‎ 
буага +  ارگاو‎ 


واگرا؛ (نامنحصربه فرد) موجود نیست 0)а = (== =\ PA) PA и‏ 


واگرا؛ (نامنحصربه فرد) موجود نیست ")\—( a = соѕпл=‏ (۱۰ 


пл А . 2 2 
Е оз тыта (نامنحصربه فرد) موجود نیست‎ «1,519 


YY)a = Ўрол = ° go зә з... 
۱ 


۱۳(  < ۱+ — 
n Үпл 


. аЛ А я 2 
\№а = Ыя ۱و‎ зо (نامنحصربه فرد) موجود نیست = 1 بو‎ «1,519 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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\б)а = cos(Ynt \ул=-\ ,-\ ای‎ 5... 


۱۶( 2 ЕЕ sann 
n 


ware 

۱۸( ره‎ = (AT او ۱و۱‎ ә... 
\4)а = (—\)"созпл 

ї°)а = Vn 

۲۱( ۵, - Ñ Y 


سل + 1( = و۲۷ 
n‏ 


+ 
Ya, = و‎ Л I 


n 

۱-٩ ۳ 

Кун ыйын ООП 
Үп 

Үд) a, = Атсіапп 

۱۳ = 

YV) a, = 

YA) a, 


үа) a, 


Yo)a 


n 


YA)an 
YY)an 
YY) a, 
YY) a, 
YA) a, 
“e)a Š] (sinn + cosn) 
(- ۱ + (- ۱ Jm 
a 
e 


aT 
۴۰( مه‎ =Vn(N n+1Y- уп) 


Yy) a, 


اک دک ات 
со‏ 


+o “> ۱ واگر؛‎ 
е 
j= 


a = )-۱(۳)-۱(۳< )۱( = ۱1 = ۱ 


1 = logY 
1 = Arccos (- 


r 
Y 


1 = Arctan(+ ©) = 
= sino = o 


1 = соѕ о = | 


واگرا» مو جود نیست = عددی نامعلوم بین او \ – = sin%‏ = 


واگرا. موجود نیست = عددی نامعلوم بین ۱و 2۱ = cos%‏ = 1 


1 = о (سرعت‌رشد)‎ 


1 = ў = 4 


1 = ќар | Z. —tan اد‎ 
۱۶ ۴ 


1= lm a~ lim ах. = \ 
n — + œ n 


n — +% 


l= ۱۰ || =۱ 


a аа =° > 1= 

» = کراندار × ۰ -کراندار × | *۰| = 1 

sS SS e =s 
== En) چ‎ 1 = о 

ка т, 


акты ыг; 


(n+ ут 
Мп 


an = ÀÁ-. 


WZ. 


>l = lim vn 
nı y/n 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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\ 
Y 
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ی‎ 
лар, 


_ Yn+sinn! 

а= Үп соѕп! 
_ Sinn+ ۲۲-۱ 

On +, 


(т + YD 


ке 
nsıin— 
n 


niee Үп xZ = Үл 
n +оо n 
Y Y 
СОВЕТА [ - бт ملگ‎ lim 
Yn+ Y бп п +ب‎ 0 Yn + V бп П — +% Үп! 
۱ و ر‎ 
EA Е ۱ (сэ) n) 
| == 


л فرد)‎ 0) (2,5 п) 


— ]i ۱ 
I=lim (n+n)xX+ 


= Y 
[ < (o > logY < à) 


(Y+ °) = A 


۱۳۳ و‎ == ° 
Y 
lim an = ((\+ 


n — +% 


n 


واگرا, مه = “)° +0( = 1 رل + 0( = 
n‏ 


۲ ۴ 
=nY(1+Z) sin( Ê) lim an~ lim n(Y +Z) 


n — +o n — +% 


lim an lim() +) =e 


n — +% 


(сов--+ віп)" 
п n 


. 7 пл э Sy _ ۱ . 
SI C COS COSIT a = نک‎ >= сз a کران‌دار‎ = ° 


_ |(т-Ул)(/п+ї) 


Ап - ۴ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۲ 
۶۰( a, = Aretan 1 = Arctan(- ©) Si 


] = YArctan 


Vn Xx 
۱۰۰ п Y 


= YArctan = 
y| n 


۲| ۲) ۳+۱۱ ۳۵ 9) 


۵0۰ ۳+۲۱ +N ۳8+ ۴( 
Y 


x 


q пў + Yn -y ۱۳ 2-۷ 1= lim ([п+\]-[п-\|)= 
П — +% 


N п+\ +N n+ Y 0 n 


Үп+ \ 
Y 


ч زوج)‎ n) 
۳ فرد)‎ n) 


n! 


۱۲+ ++ ...+ n Y 


п'(пї+\) 


Van =N п+Үуп-4 п-Үуп A= lim nin nin _ m سل‎ 
Бетен ЗИ п т eia 


M 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


1 اندیشه برتر / ۳۶۷ 


۷۴( 2 = (CA 4 л. 


n)‏ زوج) 


TEE n +۵ 
n+ ۵ n زوج)‎ n) 


n+0ُ 


-\)"п 
ү?) a = с درحه‌ی صورت از مخرج کمتر است.‎ 


аууу ۳ 


_ ٣+ (۳ 
yn 
+N >n 
+N An 
rn + ۱( (n+ ۷( " 
Reya TEY. REVE 


(en+4) 


۸۱( هد = وج‎ ۷ o Ynt) 


12+. ۲ 


AY) ó, A 0, له لاه‎ 


VA) a, 


АЕ. УЫЗ РА А ТАА ۱-۱۲۱ ۰/۲۰۱ = 


...+ +\, ی 
و ۳ a‏ و ۱( 


۴ 


м) CO , СӘ", CO, - 


пў +4 Anř+y n^ 


n 


лу) a, - 22+ |Yn- v| l= lim ۵0+ ۲۸۲ - Jim 


۱-۳۵ |е fn потр ۱+ fn + ауп 


А?) аһ — 


AA) an = 


Таут ПТИ Е 
م٣۱‎ а) 5 ۳ 


\ 
q 


Е 
۸4) a, = 0+1) п. 


п+ \ n + \ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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li‏ = 1<- ۱۰ بار هوپیتال 
x‏ 


— + о 


lim an = lim (۳ 


9:790 8 — + % 


قاعده تلسکوپی را در مبحث سری» در ویژگیهای > ملاحظه نمائید. 


حقیقت گرانبهاترین چیزی است که ما داریم. بهتر است در مصرف آن صرفه‌جونی کنیم. 


«مارک تواین» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-حد دنباله‌ی an = Vn (Vn+a-V n)‏ کدام است؟ 


а (ў \ (ў о (\‏ 
Y _ ۲‏ 
۲- کوچکترین مقدار دنبا‌ی 1-۳ an = t‏ برابر است با: 
n‏ 
Y ($ ۱ ۳ Е 0‏ 
۳-جمله‌ی عمومی یک دنباله به صورت | — = аа‏ می‌باشد. جندمین جمله‌ی دنباله. بیشترین مقدار را دارد؟ 


. Үп + |ўп- \ 
ابر است با:‎ lim -f 
e ЛЛ зҮ» у роп 
موجود نیست.‎ (Р о (ў -۱ (y ۱0 


ه چند جمله‌ی دنباله‌ی {а}‏ که به صورت ا = وه تعریف شده است در نامعادله‌ی ۰/۰۳۵ > - ы Pa‏ 
n+‏ 


$255 ы 
۹۸ ۴ ۹۷ (۳ 44 (Y 47 ۵ 


+ : ۲ 
a = a EE.‏ به ازاء چه مقادیری از نامساوی ۲/۰۱ > ,۵ > ۱/۹۹ برقرار است؟ 


n > ۵۵۲ (f n > ۵۵۲ ۳ n > ۵۴۴ ۲ n > ۵۵۱ 0‏ 
۷ صد مین حمله از دنباله‌ی Єз‏ ۱۳ "4 ۵ ۲ کدام است؟ 


۴01" (f ۳4۷" y yay" (Ү Yor" 0 


n 


i -- 11 
۳۷ ۱۳ 
= Y a+ a= ت‎ 0 
сту Шуру: 


ta ۳‏ نزولی است. ۴ لت + + سل + = :بر 
4 دنبال‌ی ( | -ут‏ | ) = مه چگونه است )| | به معنی جزء صحیح است) 

\( صعودی اکیداً ۲ نزولی اکیدا ۳ صعودی ۴ نزولی 
۰-هرگاه С‏ یک عدد حقیقی ثابت باشد. کدام حکم درباره‌ی دنبال‌ی (07) صحیح نیست؟ 

0 اگر ۱ > | باشد آنگاه {P}‏ همگراست. ار ۱ < له | باشده آنگاه {P}‏ واگراست. 


۳ گر ۱ = 6 | باشد آنگاه {с‏ همگراست. ۴ فقط به ازاء دو مقدار صحیح «С‏ دنباله‌ی {с°}‏ همگراست. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir بر‎ зи ۵۳ 


(\)-ї 


\ 2.7 2 72 
а+— > ۲ 51а < o о(5 باراوری: هر‎ 
a 


(t) Y 


10 


ai sh =s q (т) ж‏ هرز 
noto позе Y+ \ бу‏ 
Tn - \-їп -۶‏ 


| Үп \ ы, ы TON ت‎ (f) ۵ 
Yn+ f ooo 


Yn+Y Y \o oo 


این مقادیر در نامعادله صدق می‌کنند. << =>=n>%A‏ 


لذا ۹٩‏ > یا ۹۸ < рәп‏ نامعادله صدق نمی‌کنند. 


۱/۹۹ > an > ۲/۰۱ >- +. са -Ү< efe) > faa -۲|> سب‎ ту 


үп + \ | 


=> Yn+Y-Yn+ ۰ 
Yn- ۵ 


۱۰۰ Yn- ۵ 


> ۲8 ۵ < ۱۷۰۰ п> ۵۵۲/۵ n> ۳ 


۳ هی‎ ГАЛ ھوک و‎ A N حصا‎ деш 
п-\)а 21-۱ ۹4۴) = "у ۷۲ 
۱ 
۱ ۱ ۱ 


tn — 6 + 


n+) n+Y n+% 7” Yn 
Yep Ро Р 
Y F 


Куа ЕЧ E a 


ас‏ و و و 


A 


A 
۳ 


این دنباله صعودی است. +e‏ 
(РЫЯ‏ ۱ 


۰( این دنباله به ازاء ۱- ۵2 به صورت (۱-) در می‌آید که واگراست. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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اد جند G‏ از دنباله‌های زیر هم صعو دی‌اند و هم نزولی ؟ 
الف) Ea‏ -\ ب) Ca‏ ج( ۲ (۱-) >( ۹10۳7 si Á (a‏ ی) cos(Yn+ \)л‏ 


Y (f Y (ў ۵ ۲ ۶ 0 


۲ کدامیک از دنباله‌های زیر یکنوای ASI‏ و بی‌کران است؟ 
{зїп т} (f‏ 


CES (>) 1 


КО ۱ ۲+۳ ۴۳+ ۵-۶ + .. + n 


n" + Yn +n‏ له 


۱ 2 
т «т са 


-Y‏ هرگاه } {а‏ و lb;‏ دو دنباله‌ی مشبت و صعودی باشند. کدام حکم زیر نادرست است ؟ 
{a 6 (Y‏ صعودی است. 


‚шә! صعودی‎ {a t b; (\ 
\ 
و نزولی است.‎ 6 


баре‏ صعودی است. 


۵ حمله‌ی عمومی یک دنباله به صورت = بر است a ta,‏ پرابر است با: 


n)‏ زوج) 


۶۳ ۶۵ ۷ ۶۴ 0 
وی‎ Ут“ 20 


۶ دنباله‌ی {Атссо5 ) 1 + V 1 - V n))‏ به plas‏ عدد زیر همگراست؟ 
T T‏ 
N T‏ 


۶۱ (т 
هر‎ 
ЫЕ 


о (\ 
. {N n+ {| n+yn- ۱ 
همگرا به چ است.‎ ۲ СР 


) همگرا به صفر است. ۲) همگرا به ۱ است. ۳ همگرا به (۱-) است. 


٩‏ برد دنباله‌ی (сок)‏ جند عضو دارد؟ 


v (r ۶ 0‏ 
۰ دنباله‌ی ... و ۰/۲۳۵۵۵و ۰/۲۳۵۵ و ۰/۲۳۵ 


0 همگرا به ۰/۲۳۶ است: (ў‏ همگرابه 5 SP д.‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(Y) ۲‏ دنباله‌ی ۲ + 1 .= аһ‏ صعودی است. زیرا مشتقش مثبت است و + = ۲ +ظ lim ٩‏ 


n — + 0 


۱+ ۳ +... + 0 


اه دوم: = lim‏ = = 
راه دوم Y‏ ۲0۱ ۰+ + و n+ ۱۱+ п‏ 


(F) -*‏ مشتق گزینه‌های (۱) و (۲) مثبت و لذا صعودی‌اند و مشتق گزینه‌ی (Р)‏ منفی و لذا نزولی است. 


08 


ш )۲( ۵ 
۶۴ 


)۳( ۶ 


теш {К ДЕ 
YYÓ 


خودستائی جان من. برهان نادانی بود. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-کدام دنباله‌ی زیر واگراست؟ 


{nen} (ү [C po совал } 0 


n n 
беа [e] КЕ, 
همگرا به ° ۲ همگرا به ۱- ۴ واگرا‎ (Y ۱ همگرا به‎ (\ 


| | دنباله‌ی‎ ۳ 
T" 


\( همگرا به ۱ б‏ همگرا به چ (r‏ همگرا به ° ۴ واگرا 


_ n" +Y " 
u, Î دنباله‌ی‎ ۴ 


C‏ نزولی است و OLS‏ بالای آن ۱ است. ۲ صعو دی است و کران بالای آن ۱ است. 
۳ نزولی است و کران پائین آن ۱است. (f‏ صعودی است و OLS‏ پائین آن ۱ است. 


Š 
m  ی‌هلابند ه در‎ 


4 کمترین مقدار M‏ به طوری که به ازاء هر n < M‏ داشته باشیم ل > 
)+ 


n 


۹ (۲ ۷۰0 


۶ اگر دنباله‌ی ۱ ша‏ | همگرا باشد. آنگاه: 


Ост 

| > 6۲ | > 
п (тап -sind دنباله‌ی‎ ۷ 

n n ji 

0 همگرا به چاست. 0 همگرا به + است. дыз a leey Ée‏ 
۸کدام دنباله نه کران YL‏ دارد و نه کران یائین؟ 

۱۳۲۵۱ ۴ К у ۳0 

{С A n} ( FE E Бе 


тє} کوچکترین 01,5 بالای مجموعه‌ی‎ ٩ 


М; АИС‏ ۴ ندا 
74 .2 ( وجود ندارد 


۰-کمترین فاصله‌ی بین کرانهای بالا و پائین دنبالة me‏ = وت کدام است؟ 


۱ Y ° 
= Т (Ү YO 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-(۴) سرعت رشد ۳۳۵ از ۲۳۷۲ بیشتر است. ضمناً حد گزینه‌های (۲) و (۳) صفر و حد دنباله‌ی گزینه‌ی (۰۱ ۱- است. زیرا 
а‏ کب ی 


(f) 


(Y 
سرعت رشد )از ۲۰ کمتر است.‎ 
پائین ,ا است.‎ OLS ۱ 2де (F) ۴ 


(Y) ۵ 


(f) 


]6]< ۱ slim ае іт - 
n — + o n + +e cn 


c= <> Im 


n— + وه‎ 
Ya 


с=-\ >ш a =lim 
Үп 
б+(-\) 


n — + Ф n — o0 


: \ 
tanx - sin хум xY 


X — o 


: Р ۱۶۱ 
lim an > lim xo 


)۴( ۸ 

(Y) -A‏ چون دنباله صعودی و همگراست پس سوپریممش» همان حد دنباله а‏ است. به ياد داشته باشید که вир‏ دنباله 

همان کوچکترین کران بالای دنباله در صورت وجود است. 

۰-(۴) چون دنباله صعودی و همگراست. sup (а) = Y‏ = کوچکترین OLS‏ بالا 
inf (a) = —‏ = بزرگترین کران بالا 


بناب ین = - ۲ = بزرگترین کران پائین - کوچکترین کران بالا = کمترین فاصله‌ی بین کرانهای بالا و 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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- 


A ылын 


ادحد دنباله‌ی ..., ۶ ۶+۰ ۶+۸ ,۶ f. PAN‏ له برابر است با: 
-yY (۴ Y (r 26 ۶ 0‏ 


۲-کدام دنباله‌ی زیر کراندار و یکنواست؟ 
п" ۲-۱ )-۱۳‏ 

-— 2 
n+ Y Шш n+ Y i n+ \ | 


s (Y 
Y 


۲ n 
کدام‎ М برقرار باشد. حداقل مقدار‎ МЄ Nn < М به ازاء هر‎ | ۵ ۱ > ۱ за СУ هرگاه‎ 
n 


\o (۴ ۱۰۱ (Т \oo (Y ۱۰۲ 0 


,(n= ۲+ ۱( 


jsf‏ دنباله‌ی )= an = (б‏ مجموع حملات پنجم و دهم برایر است با: 


ыы sls وا‎ Иа یک الهش‎ sue РЕ ای دان اک‎ 
К = 
a, = ۴(۱ @ 
Ei ۲0 ۰0 


! 
ات صحیح است؟‎ EERTE ЕУ. 
Бе Еа ЕТЕН 5 م‎ 


\( صعودی و واگرا ۲) صعودی و همگرا ۳ نزولی و همگرا ۴ نزولی و واگرا 

۸ هرگاه ۵ = lim (an +Y)‏ و برای هر Є N‏ داشته باشیم: ۱ + 1 cAn Sbi > V‏ کدام عبارت زیر صحیح است؟ 
(b. 0‏ واگراست (Y‏ 59 واگراست ۳ )  (Y+Yb‏ همگراست ۴) tp‏ همگراست 

: چند تا از دنباله‌ی زیر کراندار و نزولیاند؟‎ ٩ 

Eho ملع‎ Mome He 960 eih اف‎ 
Y (۴ ۳۳ ۴ (۲ ۵0 

۰ دنباله‌ی ["(108۵)) دنباله‌ایست: 


۱) واگرا و نزولی © همگرا و نزولی ۳ صعودی و بی‌کران © نزولی و بی‌کران 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Zap sapaqa ег сш ААА ۳‏ | 
قابل قبول 1-۳ 
چون جملات دنباله همگی مثبت‌اند. لذا حدشان مثبت با صفر است» و منفی نیست. 


اب )ون دتباله ДОКЕ изд! Sua‏ اش مسا gun‏ دنله ستاو لذا ذال SG ере зуда‏ 


۲ 7 n _ n 
n ICU \ -\| < \ > u E ADAN 
۳۳ amam її Vao ya 


= n > \оооо > n> Yoo > n> jo) 


п= ۵ -< ۲۶+ ۱<1- ۲ —a,=Y+Y=—fY 


8 - ۱۰ ۲۵ روج‎ =— = 
۵ + ۳ A 


هر دنباله ۱(۳-) = sa‏ واگراست ولی کراندار است. 


lim а=1 > іт as, =1 یارآوری:‎ (Y) ۶ 
оо ج‎ + оо 


n— + n 


lim 


n — + 0 


ух) (ут (Yxa 


lim (а +7) =0 =» іт а =Y 


n — + о п + + 0 


۲= و lim‏ قضیه‌ی فشار an << Vn+ Y>‏ 
۹ (۴) دنباله‌های (ج) و (د) کراندار و نزولی‌اند. 
۵-(۲) نزولی است ")1060( = an‏ >= ۱( °> 1081۰ > 108۵ > 108۱ 
زیرا عدد بین »و ۱را هر چه به توان برسانیم» کوچکتر می شود و به صفر میل می‌کند بنابراین: 


lim (logo) = ° 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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:۵ تست‎ 
. ۳ n+b Й зг 
b> ۲ b> ۲0 


b< ۴ b< ۳ 


۲-کدام دنباله‌ی زین همگراست؟ 


{sinn - cosn} (Y 1 B (cosn + sinn)} (\ 


1 ۳ (соѕп + sinn)} (f 1 ЕЯ (соѕп + ѕіпп)} ۳ 
است؟‎ sf tA Ya + <) ۳حد دنباله‌ی‎ 
+ ۵ ë Fe E 


y 


۳+۰ ya )0 


\ \ 


 , =‏ جمله‌ی عمومی یک دنباله باشد. آنگاه lim Xn‏ برابر است با: 
п + + о‏ 


- هرگاه‎ -Ý 


L 


۱ 
үшү 
` ۱ 
۳ ٩ 


АШ, М, 
1; ۳ А 
چگونه است؟‎ {Yn + cosn) دنباله‌ی‎ ۵ 
هم صعودی و هم نزولی است. ۴ نه صعودی و نه نزولی است.‎ ۳ 
AN ۰ А 
$5 کمترین مقدار را‎ ‹ Мп + 12 جند مین حمله‌ی دنباله‌ی‎ ۶ 
بیست و پنجم ۳ پانزدهم ۴ پنجم‎ (Y دهم‎ 0 


11-۱ е 
— n 
تعریف شده است. کدام عنوان زیر را دارد؟‎ an = TEP талыш ырк 
sy 5 
Үп 


О‏ یکنوا و بی‌کران © یکنوا و کراندار ۳ غیریکنوا و همگرا © غیریکنوا و بی‌کران 
۸ دنباله‌ی {sin‏ کدام وضع زیر را دارد؟ 

\( صعودی و همگرا ۲ نزولی و همگرا ۳ نزولی و واگرا ۴ صعودی و واگرا 
٩‏ دنباله‌ی | )sin‏ ۲-۷۲ :9 6 چگونه است؟ 

\( همگرا به Y‏ است. ۲( همگرا به چ است. Y‏ همگرا به ٥‏ است. ۴) واگرا است. 
° ۱-کدام دنباله‌ی زیر واگراست؟ 


۱ пл р. | 
\ ۴ = Y ۱ 
T زا‎ } ( f cos " J Y | === ۱ ( fnsinnz] ) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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1 (۲) چون نمودار رسم شده نزولی است. لذا دنباله نزولی است پس مشتق دنباله منفی است. بنابراین: 
ad- 06 2۶۱-9 5 > b> ۱‏ 


lim ۳ (cosn + sinn) = °x کراندار‎ = o (Р) -Y 


n — +æ 


an =y Yey YaN (л مدا‎ Y+...) MY 


lim \+ y+ [| Ar. هه‎ -l-e 
۱+۰ ۵ ۱+ ۵ 
۲ ۲ ) 


<< = (قابل قبول)‎ > lim a=. ) 


از فرمول حد مجموع استفاده کرده‌ایم. 
۸۵ )1( واضح است که: a,‏ زیرا )\ + Үп + cosn < Үп + Y + cos(n‏ 


همواره برقرار است ۲ < (۱ + cosn - cos(n‏ 

t= x „2% Y (х>\) 

\ ON ۰ x X- joq 1° 

wx x үх" 5 
۹ 
Р(х) 
х) 


f'(x) = 5х = je 


۲ 2 ЕА ۵ 291 
همگراست‎ {а < а= 7 = а че 


چون а > а,‏ > ,و لذا دنباله غیریکنواست. 


lim їп =. > همگراست‎ )۲( ۸ 
n 


lim a= 


n — + Ф 


۱ زوج)‎ n) 
[| فرد)‎ n) 


n — + Ф 

‚л | ۳ . л лл „О. 
با‎ т кызы а ы ИВ лы ы е е гт او‎ а 
lim an = lim E їп =o × دکراندار‎ ° (т) 
L тууп ۲ج‎ 


۰( این دنباله یک دنباله‌ی نوسانی واگراست در واقع مقادیر برد دنباله عبارتند از: 


...واو уо‏ ا-وهواوهوا-وە 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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К - 


n +‏ 
БО ЖаШ ۳‏ [ چگونه. است؟ 
\( همگرا به ۳ (Y‏ همگرا به ۸ (т‏ همگرا به ۴ ۴ واگرا 
۸ ۸ 
ا اکر عدد گر دای | اا ا راربا هدام است؟ 
an‏ 
ҮК ۱۶ (۲ ۰0‏ ۴( ۳۲ 


۳ در مقدار حملات دنباله‌ی п}‏ + کدام عدد وحود ندارد؟ 
Ao @ ۵۶ (۲ ۳۰0‏ 


lim‏ برابر است با: 


n—+e@ ٩ i 


5 ЗА е 


zi ۱۹ (Y 
КА, ( 


۵ در یک دنباله داریم: Мы» a... T n"‏ پنجم برابر است با: 


(Ү ۲۵۶ 0‏ ۲۵ تک 
ла үкү ызы £u O‏ 
ны Аңа ш Со‏ 

PP V AY +4" + ۳‏ 
\( همگرا به islo‏ 1( همگرا به چ است. ۲ همگرا به است. ۴) واگراست. 


n +۴ 1 г 
تشن ]| کدام است؟‎ meN} بزرکترین کران پائین محموعه‌ی‎ ۷ 


۶ دنباله‌ی 


۲0 50 وک $( وجود ندارد 


۴-0 Y? үп 
برابر است با:‎ lim Л 
n 


о ۷ т\п‏ + ج 


Үү (\ 


٩-کدام‏ گزینه در مورد دنباله‌ی 


\( صعودی و همگراست ۲ نزولی و همگراست ۳ واگرا است ۴ همگراشت ولی یکنوانیست 


п (сот) 


۰ -هرگاه an = ш б» п)‏ کوجکترین مقدار n‏ که به ازاء آن نامساوی — > |۱-,2 | به ازاء هر مقدار بیشتر از آن 
оо n+‏ 


n 


n> ۴۰۱ ۴ n> joo (Y n> 44 (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir а 


lim а = lim 
оо 


n—> + n — +æ 


۷ 
lim `n _, >f 


n ++ 


b= v 
a, = n(n + 1) حاصلضرب دو عدد صحیح متوالی‎ YEN 


تنها عدد ۰ است که حاصلضرب دو عدد صحیح متوالی نیست. 
IT‏ 


AR , ۳۵+ ۱- وج‎ =} >а = ( )۳( ۵ 
۳ Y Y 


Q lim )(” = 0) 


1 n— +e ү 
است.‎ Z چون دنباله نزولی و همگراست. لذا اینفیممم دنباله همان حد دنباله یعنی‎ )۲(۷ 
۴-0 


Йй. йкы Шс AA MA 


n — +% пты леп 


توجه داشته باشید که: ۳۳ < ۲۳ (п + со)‏ 


. Үп + \ 
lim а= lim — =° 
1 — + о п — + о n" 


پس دنباله همگراست اما یکنوانیست زیرا: a,,‏ < . 


e Mio 


(f) 24‏ چون e‏ + > ۸ است لذا: 


a, 2 a, 
> 
n+! 

=> د اشتراک‎ > {оо 


Тш. => N> f° 
Ho Na 


1 
n 


| < > 
Ко 


خوشا به حال زحمت کشان برای عدالت. زیرا ملکوت آسمانها از ایشان است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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lim —n‏ است (۰ < (k‏ در این 


=k یف شده‎ 5a 
п +ب‎ 0 а 2 ر‎ 


= ay 2 Тау а, за = а, = \ با شرط‎ {а } -اگر دنباله‌ی‎ 
n 


صورت ‏ برابر است با: 
N Y-Y | Y+ YG ۲0‏ + 
۲-کدام حکم زین درست است؟ 
) هر دنباله‌ی نزولی و کراندار از پائین همگراست. (Y‏ هر دنباله‌ی غیریکنواء دنباله‌ای واگراست. 
۳ هر دنباله‌ی صعودی و کراندار از پائین همگراست. (Р‏ هر دنباله‌ی نزولی و کراندار از بالاء واگراست. 


۳-کدام دنباله‌ی زیر همگراست؟ 


ОРИ: [еу Yn" ре [еу от (т а 0 


Үп + ۱ Yn" + \ п + \ 


۴ هرگاه برای دنباله‌ی la‏ رابطه‌ی | = o- a‏ 2 برقرار باشد. حمله‌ی عمومی دنباله با شرط Y‏ = ,2 کدام است ؟ 


п+\ 


_ п+4 ۳ _ _ ntà 
a = — (# a, = Yn- À (۳ a = fn-Y (Y a = s 0 


a ۵ 


Y Y 
دنباله‌ی س - س ) چگونه است؟‎ ۵ 


۵ به ۸ همگراست. „(ү‏ صفر همگراست ۴ به ۶ همگراست. 

۶ حد دنباله‌ی || کدام است؟ 
(n + Y)!‏ 

\ (ў ۲ 0 
{n созпл} دنباله‌ی‎ ۷ 

0 کراندار است. (Y‏ بی‌کران است. 
۸هر دنباله‌ی واگرا 

0 اگر یکنوا aiL‏ کراندار است. گر کر д5]‏ تاش بکنوآست: 

۳ اگر یکنوا باشد کراندار نیست. ۴ اگر یکنوا نباشد. کراندار هم نیست. 
از کدام جمله به بعد. فاصله‌ی جملات دنباله‌ی را از حدش کمتراز ۰/۰۰۲ می‌باشد؟ 

۴۵۱ (f ۵۰۰ ۳ ۵۰۱ ۲ ۴۵۰ 0 


۰ - دنباله‌ی (( {Агсїап( Y+ а.‏ دنباله‌ایست: 
n‏ 


0 صعودی و کراندار ۲ نزولی و کراندار ۳ همگرا ولی غیریکنوا ۴ واگراست ولی غیریکنوا 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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2 . adaty ۲ 
= > lim == = іт 
بسك‎ n= +% dit) П +æ 


53 = так >k’ + ۲۰۱-۰ >k=)\i 


چون جملات دنباله همگی مثبت‌اند پس حدشان نیز مثبت یا صفر است و بنابراین جواب ٩| Y)‏ + ۱) قابل قبول است. 
۲ 

и 9 چون درجه‌ی صورت از درجه‌ی‎ 0 )-Y 

توضیح اينکه دنباله‌ی دوم به دو عدد ± و دنباله‌ی سوم به ± ميل می‌کنند و لذا واگ 

(*)-Y 


تنها گزینه‌ای که جمله‌ی دومش لد 


۲ ZAN z% ۲ ۲ 
lim an = % - о = Hm an = lim n (n+v)-n'(n-) ~ lim An A )۱( ۵ 


п + о п — + о п — + о (п-\) (n + У) n+ مب‎ př 


(Р) ۶ 


(Ү) ү 


گزینه‌ی (۳) درست است. زیرا اگر دنباله‌ای یکنوا کراندار باشد آنگاه همگرا می شود. 


ШЕ‏ ودوج سل دج 


\ 
n дӧ. 
(06 -و لذا کراندار است‎ E< Arctan (\ + D< уу (\)-\° 
n 
f(x) = Arctan( ) +>), (х) = <. > او اس‎ 
Yx ۱ 
۱+)۱+ —) 


روش دوم برای نزولی بودن: É‏ 


بارآوری: هرگاه f‏ صعودی AU‏ ×زیاد شود لاهم >L)‏ می شود کم شود هم کم می شود جون Arctanx‏ = (16صعودی 


۱ ۱ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۳۶۲۳ / انديشه برتر‎ www.riazisara.ir 


این قاعده godel b‏ لغزاندان می‌گویند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۳ قاعدۀ تلسکوپی (ادغام): 


р (а ۱ب‎ - 8:( = a, +۰۱ - âm 

1= m 

تزگر مهم: در godel‏ تلسکوپی. اختلاف دو جمله از لحاظ اندیس همیشه بایستی | واحد باشد (یعنی هر جمله باید با قرار 
دادن ۱ - 1یا ۱ + 1 به جای n‏ در جمله‌ی دیگی به دست آید به این نکته بایستی حتماً توجه کنید) نه اينکه دو جمله با 
مخرج دو جمله» یک واحد اختلاف داشته باشند. ضمناً مهم نیست که جمله‌ی با اندیس بزرگتر اول باشد يا دوم !© بین دو 


جمله باید علامت منها وجود داشته باشد. 


E И 
Y ۳ 


> 
к=\ ۲1+ ۱ +۳ 


(k+ ۱) (n+ ۷ 
بت‎ — 
к=\ Ккал) (кал) (кет) (лал) (п+\)(п+) 


рм | ее 
\ХҮ YxY YxY 
\4 (ү 
Yo 


۱ ۱ ۱ 
+——  +——ə—— +... + —— 
۳+۰۲ ۰۳ +۸۳ ° ۰ ۲۰۰ ۹ 
۱ 


۱ 
=. ۹ == i 


> Гах уп) ات‎ ۹۲۲-۲24 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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n 
З = ۱+ ۲+۳ a و‎ = ШШ) 
i=, 
ү" Е n = Dn + U(Yn+ \) 


y“ ү 


مثال: ,5 ۳ محاسبه کنید؟ 


Е ) “|. r 


=x F ye × Amr, ye X 


۳ 


Y = 
ціп + \) (Yn + \) (ўр + Yn \) شا شاه گر ون‎ 


۶ 
تست: حاصل (۲۱ xY)+(YxY)+(Yx ۴( + ...+ (Yo x‏ ۱)کدام است؟ 


۲۸۸۰ ۴ YA Y ۳۰۸۰ (Y ۳۱۸۰ 0 


Yo Yo Yo 
NE p о ЧИО ж e 
i=, {= \ i=, ۶ ۲ 
تعریف سری: یک سری نامتناهی و اه اختصار یک سری» مسجموعی نامتناهی به صورت‎ 
مطلب‎ Ze ساخته شده است. برای درک‎ {а } است. که از جمع کردن جملات دنباله‌ی‎ 2 ал=а,+аү+..+аһ+... 
п =\ 
به تعریف دقیق سری» که در ذیل می‌آید. توجه کنید.‎ 


دنباله‌ی tay‏ را در نظر بگیرید» از روی این دنباله. دنباله‌ی جدید }5{ را به صورت زیر می‌سازیم. 
at at .. + a‏ وت at at а,‏ 


| | 
Sy Sa › 


seee‏ و 


دنباله‌ی (,5) را که به صورت فوق ساختیم یک سری نامتناهی می‌گویند» a,‏ را جمله‌ی عمومی سری L)‏ جمله‌ی ام سری) 
و ٩,‏ را aS)‏ مجموع n‏ جمله‌ی اول سری است) مجموع جزئی еШ‏ سری می‌گویند. 

گاهی سری Ís?‏ را با Ха bolim s‏ ویا... + +a + ...+ а‏ م2 نیز نمایش می‌دهند. 

سری همگرا و سری واگرا: در سری an‏ 2 هرگاه دنباله‌ی {з}‏ به عددی حقیقی مانند s‏ همگرا باشد. سری را همگرا 
می‌گویند و می‌نویسند: 5 = Ж an‏ دراین حالت ورا مقدار سری می‌گویند. در غیراین صورت. یعنی اگر دنباله‌ی (,5) واگرا 
باشد سری را واگرا گویند. 


تعریف ساده‌ی سری همگرا و سری واگرا: هرگاه مجموع جملات یک سری برابر یک эде‏ حقیقی منحصر به فرد شود 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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سری را همگرا می‌گویند و هرگاه مجموع جملات سری برابر 0 + يا 00 -و يا دو عدد» سه عدد و.. شود سری را واگرا 
می‌گویند. 
مثال: کدامیک از سریهای زیر همگرا و کدامیک واگرایند؟ 


۱( ۱+ ۲+ ۴ ۸ ... 


این سری نیز واگرا است. زیرا مجموع جملاتش برابر 00 - می شود. 


۱ + ۱(+ 2۱ + ۱(+ )۱ + A )+..=o+o+o+..=o 


اما از طرف دیگر: 


|= = بو دب دح +(۱-) +(۱-۱) +(۱-۱) + ۱- 
لذا بسته به اينکه تعداد جملات سری فوق زوج یا فرد باشد حاصل سری برابر L°‏ ۱- خواهد شد بنابراین این سری نیز 


واگزاست از طرفن: 


واضح است که }5{ واگرا بوده و بنابراین بجر من ы» узы‏ 


> G k+ -[k)=N n+ ٩ ۱ 


۱ 
== У — "  ə — 
k=W k+1 +. k E 


توجه کنید که در سری فوق دنباله ,445 صورت زیر است: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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که می‌بينيم به عدد ۱ همگراست. 


این سری همگراست و مقدارش برابر ۲ است. 


یعنی جمع همه‌ی جملات سری» تقریباً برابر ۲ است. 
به مق ار تد salam‏ ازل سر یو DLS emsa‏ که باه ده است توه کنل ° а £5710 s‏ وه \ 
Y‏ =... + ۱/۸۷۵ 
قضیه (شرط لازم همگرائی یک سری): هرگاه سری an‏ همگرا باشد و یا بخواهد همگرا باشد. حتماً حتمنی حد 
جمله‌ی عمومیش صفر است. به عبارت دیگر, شرط لازم برای همگرائی سری an‏ > آنستکه dim an=.‏ شود (یعنی یک 
سری هنگامی همگرا می‌شود که جمله‌ی عمومیش از حیث قدر مطلق کوچک شود و به صفر میل کند) 
تست: کدام سری زیر شرط لازم همگرائی را ندارد؟ 
=Q с э‏ 227 @ 
оп(п+\) z. 1‏ >= | ۲ 
پاسخ صحیح, گزینه‌ی (۴) می‌باشد. زیرا در این سری: ۲۶۰ = lim an‏ (شرط لازم همگرائی را ندارد) 


y> I+! ç y> ۱ 
п = \ n п = \ үп \ 


. > an شرط لازم همگرائی است ولی. کافی نیست یعنی در سری‎ lim an =° مهع: توجه داشته باشید که شرط‎ Л 

п = \ a 

هرگاه ИШ an‏ » صفر شود لزومی ندارد که حتماً سری همگرا باشدء در این حالت شری ممکن است همگرا باشد 
п + о‏ 


مثال: در سری 2 ,7 ° = lim an‏ است ولی با این وجود این سری واگراست و مقدارش 0 + است . 


این سری راء سری هارمونیک یا توافقی یا همساز یا موزون می‌گویند. 
توجه کنید که در سری 2 < » جمله‌ی عمومی همگرا به صفر است نه اینکه سری همگرا به صفر است. در واقع بدیهی 
n=!‏ 


+. А Éo است که:‎ 
Y ۴ 


+ ۱ 
علت واگرائی این سری را در قسمتهای بعدی خواهید دید. 

sal‏ بسیار مهع: (عکس نقیض قضیه‌ی فوق): در سری an‏ = هرگاه حد جمله‌ی عمومی سری, مخالف صفر شود 
یعنی: ۰ dim an‏ سری فوق حتماً حتمنی واگراست. 

بنابراین مخالف صفر شدن حد جمله‌ی عمومی هر سری» شرطی کافی برای واگرائی آن است. 


ضمناً این شرط لازم نیست. یعنی یک سری می‌تواند واگرا باشد با وجود اینکه حد جمله‌ی عمومیش صفر باشد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۸ /اندیشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


تست: جند تا از سریهای زير واگرایند؟ 


پاسخ صحیح. گزینه‌ی (۳) می‌باشد زیرا: 


шыны 


واگرا ° موجود نیست = نامنحصر به فرد = = (۱-) a) lim‏ 


п + 


` 
> lim = - =- واگرا += هه‎ 
— + 0 -n 


واگرا In? \ ат.‏ ونا (ز 


ap 2 К Я Р 
تزلر موم در هر سری, منظور از جمله‌ی عمومی. یعنی عبارتی که جلوی زیکما قرار دارد.‎ 


مثال: جمله‌ی عمومی سری‌های زیر را مشخص کنید؟ 


ап + ۱ ©‏ 
> همگرا به ۳ باشد. حاصل lim an‏ کدام است؟ 


aE n=) ај + 


تست: هرگاه سری йз!‏ 


۳۳ \ (т о (\ 

پاسخ صحیح گزینه‌ی (۴) است. چون سری فوق همگراست لذا: 

از آنجا ۰= (۲- li‏ و بنابراین i = Y‏ 

Jim аһ ۲ براین‎ ss lim (аһ y) و از انج‎ 

تست: هرگاه سری аһ‏ < ۰ همگرا به و باشد. سری L‏ > چگونه است؟ 
п = \ dn п = \‏ 


) همگرا به ° ۲ واگرا ۳ همگرا به $ ۴) همگرا به ` 
S‏ 


پاسخ صحیح گزینه‌ی (۲) است. چون سری an‏ > همگراست لذا lim an=.‏ و بنابراین 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ыа ысы а‏ ی "Las‏ و بنابراین سری‌واگراست. 
n‏ 


— + о Qn 


سری هندسی (سری تصاعد هندسی): هر سری به شکل زیر را یک سری هندسی می‌گویند. 


o0 оо 
а+аг+аг! +... +аг-\+..= > аг-\ - 2 аг 
п = \ П = • 


در این سری, هر جمله از ضرب جمله‌ی قبلی در یک عدد ثابت به نام قدر نسبت (г)‏ به دست می‌آید. 2 را جمله‌ی اول سری 


مثال: 


arr میاه‎ те 
۴ 


۱ 


‚г= \) 


قضیه (شرط همگرائی سریهای هندسی): در سری هندسی "۵۳ 2 

الف) اگر قدر نسبت عددی حقیقی بین ۱و ۱-باشد یعنی ۱ > t| < \) -\ > r‏ |( سری همگرا بوده و مقدار سری 
جمله‌ی اول 
قدرنسبت = ۱ 


ب) اگر قدر نسبت. بزرگتر یا مساوی (۱) یا کوچکتر یا مساوی CA)‏ باشد یعنی ۱ < ۲یا ۱- > ۱(۲ < ١‏ |) سری واگرا 
می‌باشد. 
مثال: کدامیک از سریهای زیر همگرایند. مقدار آنها را بیابید؟ 
DE L 2‏ | 
است (۱ > Y  [-Y<r=-—‏ ——=..+—+—+\ (الف 
Y Y a ( ав‏ 
واگراست )1- = (г‏ نامنحصر به فرد ло ۱۰+ ۱۰ - ۱۰ + ...= o b Yo‏ (ب 


(s=‏ می‌باشد. 


a 
)8 = — (جواب سری) در این حالت برابر حد مجموع سری یعنی‎ 


Е Ы Сш» мак. сны ну pa asa una‏ ۵ + ۱۰۰-۵۰ (ج 
-r ۱-)-1( Y‏ \ 


(т = 1) واگراست‎ 


تست: کدام سری زیر همگراست؟ 
ү оо‏ © © 
ыш де І = (3)0‏ 
п=\ бп п=\рї + \ п = п=\ Y‏ 
f А _ Л Ж. ۳ PORE 2 * $ E 0‏ 
(۳) و (۴) شرط لازم همگرائی را ندارند و در سری TEO)‏ = ۲ می‌باشد. 
Su Tapi ER 2 ZL: „2 7.‏ 


سریهاء بسیار مهم است در مثالهای متنوع زیر قدر نسبت را به دست آورده‌ايم» توجه کنید که قدر نسبت هر عددی است که 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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به توان ۸ رسیده باشد. 


تست :هرگاه سری ')\- (х‏ > همگرا باشد. حدود ×کدام است؟ 
П =‏ 


x < Y (Y o° < x < ۳ ۱ > x< Y ۲ -۱ > x< 0‏ < ° 
>-\<х-\<\ =e >> ۲‏ ۳-۱۱۱ ۱ || << 7-۱ < ۲ 
цада ‚2‏ در هر سری» جمله‌ی اول با قرار دادن حد پائین سری به جای اندیس. در جمله‌ی عمومی به دست می‌آید و لذا 
مقدار جمله‌ی اول همیشه به ازاء ۱ = 1 به دست نمی‌آید. 


مثال: جمله‌ی اول سریهای زیر را بیابید؟ 


۱ ۱ 
a = — = 
у 


Y 
agi 
۳۹ 
‚а= LY 


قشیه‌ی بسیار موم : 
ب) تفاضل دو سری همگرا؛ همگراست و مقدارش برابر تفاضل مقادیر دو سری خواهد بود. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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5( چند برابر یک سری واگراء واگراست. 

@ مجموع و تفاضل یک سری همگرا با یک سری واگراء واگراست. 

(у‏ هرگاه اختلاف دو سری» در یک تعداد متناهی جمله باشد. دو سری هم رفتارندء یعنی اگر هر یک از آنها همگرا باشد 
دیگری نیز همگراست و اگر واگرا باشد. دیگری نیز واگراست. 

مثال: کدامیک از سریهای زیر همگرایند. مقدار سریهای همگرا را بیاپید؟ 


همگرا = همگرا + همگرا = (БУ‏ 


=Y x همگرا = همگرا‎ 


۲ ۱ 


E E е О БЕ 


б) > O 
п = \ اک‎ 


واگرا -واگرا + همگرا = 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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اختلاف این سری با سری هارمونیک ` 2 در پنج جمله‌ی اول می‌باشد. چون سری 1 2 واگراست؛ لذا سری فوق نیز 
۱ ۱ ۱ 


n(n +! 


\__\ _(п+\)-п _ \ 
Поп+\ Amni) n+) 


PESENE‏ === سک ور 
n(n+ \) n n+ п(п+ \)‏ ` 


\ \ 2 
г ер ЕЕЕ‏ 
кд 22‏ را تجزیه‌ی کسر می‌گو د 


از نجزیه‌ ی کسرها؛ در محاسبه‌ی مقدار سریها (سریهای تلسکوپی) استفاده می‌کنند. 
ما شما را در اینجا با ۳ روش تجزیه‌ی کسرهای ساده آشنا می‌کنيم و ادامه‌ی این مطلب را در فصل انتگرالها پی می‌گيريم. 
روش اول: 


۱ 2 b an+ a+ bn 
Е = Е руы š مثا‎ 
n(n+ \) n ۱ n(n+ à) J 


۱ _ (a+b)n+a 
п(п+ \) п(п+ \) 


> (0+ع)‎ + a = | 


24+] < • 


(а + 0(1 + 2 - ۱ >{ 


а = \ 


به طریق مشابه به دست می‌آید. 


۲ ; ۱ 
روش دوم: در см!‏ روش از رابطه‌ی == 


مثال: аы‏ سح 
n(n + \)‏ 
08 


Y n(n+Y) п(п+ї) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: ا 


п(п+\) (n+ V(n+ Y) 


(8 Ра 


۱ 
П ۲ Y 


à 
Y 


روش سوم: در این روش فرض می‌کنیم: 

برای پیدا a O> S‏ ریشه‌ی ° = را درس می‌گذاریم» به این ترتیب ۵ به دست می‌آید. 
و برای پیدا کردن b‏ ریشه‌ی ۰= ۱ +>1یعنی -= bk‏ در می‌گذاريم؛ داریم: 

منال: 


2 
=— + 


k(k+A)(k+ y) К 


\ 
EE T 
\ یت‎ b 

(ҮК-\)(ук+\) ۳ ۱ 


20 
Y 


as ре‏ غ مس سس 
(к л) (ук+ û) ۲۴۰ ۱ ۵‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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سریهای تلسکوپی: هر سری به صورت Z (ака -ak]‏ را یک سری تلسکوپی می‌گویند. برای تشخیص همگرائی یا 


واگرائی این گونه سری‌ها و یافتن مقدار آنها از قاعده‌ی تلسکوپی استفاده می‌کنيم به مثالهای زیر توجه کنید. 


۲ j= 


1 ( سس 
(rk + ۵( (Fk + A) ۱ kı0 Yk+A‏ ` 


۱ ۱ ۱ 
ыл з ) 
Y 7-۱ ۳+ ۵ Yk+A 
ا‎ 5 

۳)۱( +Ó (о) + л 


` 


3 5 رل‎ 
۲ 1-۱ 1+۱ k+Y 


ل له 
(n+!‏ ۲( 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


1 انديشه برتر / ۳۷۵ 


۱ ۱ 
COS — . COS — 
k k +! 


۱ ی ۱ ۱ ۱ ار 
| = سس 608-917 - —— sin- cos‏ 
+ + 
I : = У (їап- -tan )= tan ۱ - tan. = tan!‏ 
cos — cos s k + |‏ 
k k + ۱‏ 


| s Ia Sy Q. SS L š . 
تا و تا تا‎ 
© (n+a)(n+b 


| برای محاسبه‌ی مقدار سری‌های به صورت‎ GÉ 


۱ n(n+ ۱)(n + Y)...(n + m) 
gg اي س اا‎ 
"= n(n + \) (п + У)... (път) mm! 
. بح‎ 
n" n(n+ \)(п+ y) 


20 سری ...+ n" 21+ Yr" + Yr”‏ 2 با شرط ۱ > |r]‏ مگراست و مسقدار این ری J‏ 


ی ا 
е ру‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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VY+Tr+r'+rf+rf+..= 


۱ . z 
==. در وا دانیم که:‎ 
v (Р? می‎ (2\20 


\ 
EA 


DT + ۲۲۲ + ۳۲۲ +..=——‏ طرفین را در ؟ ضرب می‌کنیم 


(к=) 


)۳ ( )۲ +۱ برابر است با 


Yr + Yr' + Yr" +... =‏ + ١ج‏ مشتق می‌گیریم 


۵ 
sg 


۱( ѕіпх =X -— + 
ү! 


Y) cosx = \ 


x` 
۱ 


۳( апх =х +^—+ 
۳ 


۴( сох = Ü 
X 


۵ ۷ 
б) Arcsinx = × AxY x° Axxo xY 
YxY Ó ۲۴۶۶ ۷ 


۶( Arccosx = 2 - Arcsinx = 


v) Arctanx = 


‚(К< ۱( 


)° = واگر ۱ < »و 2۱ اگر ۱- > ) )1 


¿xŠ 
۲ ۳ 90 п 
3 کم(‎ AEE Ss x 2 (x ER) 
۲! y "A n! 
به صورت زیر به دست می‌آید.‎ (e= ۲/۷۱۸( را قرار دهیم. مقدار تقریبی عدد نپر‎ ۱ эде  یاج در این سری» هرگاه به‎ zÉ 


х= \ Şerr ۴ һ.. су YVA 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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аб‏ سریهای فوق می‌توان در رفع ابهام برخی از حدود. استفاده کرده و مقدار آنها را حساب کنید. 


صز[ شش lm‏ 


р а жє, < еа е x 


جمع بندی: طریقه‌ی تشخیص همگرائی یا واگرائی یک سری در حالت کلی: برای تشخیص همگرائی یا واگرائی یک سری 


مانند a‏ > به صورت زير عمل می‌کنیم. شما هم سعی کنید از همین روش استفاده کنید تا هیچگاه دچار اشتباه نشوید. 
n =‏ 


۱ ابتدا حد جمله‌ی عمومی سری را حساب کنید. 

لباک ملق مقر اف سر و کنات 

ب) اما اگر صفر شد. عجله نکنید. و به سری خوب نگاه کنید. 
1) اگر سری هندسی بود و ۱ < |۲ |» سری همگراست و ۱ < |۲ |» سری گراست: 
(П‏ اگر سری تلسکوپی بود از قاعده‌ی تلسکوپی استفاده کرده و به کمک ОЇ‏ تشخیص دهید سری همگراست یا 
واگراست. 
(Ш‏ اگر سری به صورت مجموع یا تفاضل دو سری بود» سری را تفکیک کرده و طبق آنچه IS‏ بیان کردیم» عمل کنید. 
(IV‏ اگر سری oala‏ شده نه هندسی بود نه تلسکوپی و نه تفکیکی» از آزمونهای تشخیص همگرائی و واگرائی سری‌ها (آزمون 
ریمان» آزمون مقایسه» آزمون نسبت (دالامبر)» آزمون ریشه‌ی دام کوشی» آزمون JUSI‏ آزمون همگرائی سریهای با 
جملات مثبت. آزمون مقایسه‌ی حدی, آزمون لایب‌نیتس (آزمون همگرائی سریهای متناوب). آزمون چند جمله‌ای و ...) 


استفاده کنید. L‏ در اینجا فقط به ذکر آزمون ریمان می‌پردازيم. رای مطالعه‌ی بیشتر در این مورد می‌توانید به کتب داد شگاهی 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۲ ۱ ۱ ۱ i 
И" 


fÜ‏ در سری ریمان l, У L‏ ۱ = م باشد» سری ریمان به سری‌هارمونیک چ < تبدیل شده و لذا واگراست. (البته به 
п = п =\тү‏ 


n= 


оо 


е \ و‎ А. i 
تست: کدام سری زیر همگراست؟‎ 


ее ЖЕ‏ بر 
varaen n= ۱ ۳۲‏ 


کسی که قرض خو د را ادا می‌کند بر ثروت خود می‌افزاید. 


علم تو را حفظ می‌کند اما ثروت را تو باید حفظ کنی. 


دوست آن باشد که گیرد دست دوست 
در پریشان حالی و درماندگی 


«سعد ی) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست )\( 


2 EYT) ا.سری‎ 


n =‏ 
0 به Ў‏ همگراست (Y‏ به ۱ همگراست ۳ به ۴ همگراست 


۲حا NEEL,‏ ار است ا: 
a a и‏ ی 
œ (Y 1)‏ ۳ 
У Заа ён‏ همگرا باشد. آنگاه ۱۱ + lim y an‏ برابر است با: 
n — + œ‏ 


п=\ an + ۱ 


1 T(r í| ۱ 


n+Y 
۷حا‎ 
пел 


\oo (т ۱0 


۱ & 5 ё 
= هرگاه داشته باشیم:‎ ۸ 
۶ (۳ Y Ç Y O 


٩‏ مجموع n‏ جمله‌ی اول سری ... + "۶ + ۴ + ۲۳ پرابر است با: 


Tat \)(тп+ 1) ۴ —n(nt (Tn) ۳ Та (nt Y) (т 9) \)(а+ т) 0 


(ç‏ فا گراست ۳ ч‏ همگراست ۴) به چ همگراست. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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)۴( ۱ 


E Кей. > (+- \ j= ۱-2 = ۱ (قاعده‌ی تلسکوپی)‎ (Р) = 
+ه)‎ ۱(۲ ۳۲ n: (nr)! 


an - ۵ 


(E) -Y‏ چون سری همگراست پس حد جمله‌ی عمومی سری یعنی = U,‏ صفر است. 


an+ ۱ 


КЕЕ: > lim ant = ۱۶ -۴‏ جوز 
n — + œ‏ 


n+ + oan + ۱ n ب‎ + о 


0۸ + ٩(+ )۴ + ۴(+ )۲ + ۲(+ ( + Y)+( + ۱( 


(о + о) + (+ о) +...‏ +( + ) +( +6 +(۱ +) +(۱+) + 
۵ )0( از فرمول А>‏ مجموع استفاده کرده‌ایم. 


= سک اک 


со 


= кп(п + (m+) 


n 


واگرا = همگرا +واگرا = ) 


زندگانی یک نبرد دائمی با ناملایمات است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(Y) تست‎ 


х = kī+ T ۱‏ حاصل... + sin'x + sinîx + sin x‏ = 5 کدام است ؟ 
۱ 


е cos'x tan x (Y cot'x (\ 
Y+ Ysin'x ( т 


۲-کدام سری زیر واگرا نیست؟ 


à 
۳ 


+ 
Vi ka A Au ape (Y: 
Е \ \ \ 
АТА арар, حا‎ ў 
1 ۱ ۱+۲ ۱۲۳ صل سری‎ 
И, Y (۲ ۱0 
.کدام است؟‎ E ۳۳۱ ۸۳۲۲ ۴_حاصل سری‎ 
п = \ 
واگراست‎ ($ Yo ТО 
چ ) وا گرا‎ m 
کدام است؟‎ у ye (r? + Y") شحاصل‎ 
п = \ 


e 
Y 


۶ سری R I л\а‏ همگراست. دنباله‌ی a,‏ کدام نمی تواند باشد؟ 


е)" те ү" О 


اااي ¿DEU‏ < کلام اشت؟ 
(n+)!‏ "=1 
l +0‏ — 
۸ توپی را از ارتفاع ۲۰ متری به طرف زمین رها کردیم. توپ هر بار پس از برخورد به زمین. به اندازه‌ی ارتفاع قبلی 
خود. بالا می رود این توپ پس از طی چه مسافتی. به حالت سکون در می آید؟ 


0 ۵۰ متر (ү‏ ۱۰۰ متر Ло (ў‏ متر ۴ ٩۰‏ متر 
n‏ 


٩‏ سری 


۲ مر 


2 همگراست. ×کدام عدد نمی‌تواند باشد؟ 
m=‏ 


YY ۵ ۲ Y O 


۰حاصل سری ... + ۴ ]* + ۳ ۱+٩ ۲ + ٩‏ کدام است؟ 


x sbs OE ۴+۰ ۳ + YO ۱0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Х = Кт کب‎ sinx \ -< - V > 1۳ <| 


۲ 
a 10 
> |snx | >۱ وج‎ =—— — {anx 
Y-r 1-sSin'x 


L сара‏ (۱) سر х‏ 3 است که واگراست. 
п =‏ 


سری گزینه‌ی (۲) بعنی: ۰0 = ۱ 4- ({п+ -Vn)=V e=‏ 2 نیزواگراست. 


سری گزینه‌ی (۳) نیز واگراست زیرا: lim Sn = °, ١‏ 


n — + 0 


Я 2 Н 2 \ 2 п 2 
بوده و لذا خود همگراست از طرفی‎ аон е а هم‎ ООВ ауе 
п= ۱ 0 


n" ' n(n + ۱) 

УУ —_ 

n=1 1+ ۲+ Ў +... 
да+ \ 


1 


n 

КЕ 
Y 
) 

BA 
л 


\ \ 


\ 
"=Y (+y)! (nr! Y 


9 
оо 


=> к |> Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Te 


> به ترتیب کدام وضع زیر را دارند؟ 


п = \ n 
همگرا ۲ واگرا-واگرا ۳) واگرا۔ همگرا ۴ همگرا -واگرا‎  ارگمه‎ (\ 


۱۰۹ ۱۰۹ 
š : y. 2 
чч ан. Ж. 1 ۳هرگاه ۳ = (۱ + 1ب) .2 حاضل‎ 


Ym+ Yoo (f Ym = ۳ Үт + ۲ Ym- 0 


۱۰ Ye Ye 
> a+ >2 a= > а (\ 
i=. 1=\\ i=, 


\( همگرا به ٥‏ است (Y‏ همگرا به ١‏ است ۲ همگرا به چ است $( واگراست. 


z К 2 k 
همگراست؟‎ x سری (۴ -») — = به ازاء چه مقادیری از‎ ۶ 
ZN 


۳ > x< ۵ ۴ ۵ > x > ۳ -۵ > x< YY WY -۱۳ < x< ۵ 0 


N kas ۱ а L = مقدار سری‎ -۷ 


۲ T+ Q Yai N Y+ ۱( 


Y| ۲-۲ Y| ۳ А iS Ea 


Y Y 


Е ап + Y r .‏ 
۸ به ازاء چه مقدار 4 سری (T)‏ < همگراست؟ 


۱0 ۲ - ۳( ° ۴ هیچ مقدار 
4اگر سری E a,‏ همگرا به ه باشد. (۰ = (a,‏ آنگاه Бү‏ 

0 همگرا به چ است G‏ همگرا به ۲۵ است ۳ همگرا به چ است ۴) واگراست. 
۰-حاصل سری د کدام است؟ 


n=\fn"-) 
\ ۴ у yQ 
A ( ( 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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СЕ ОЛИО сма RE 


۳۶ а n 4 


š (mer OF, 


п = \ үп 


۳ + 
х (log(k + ۱) - logk) = logæ - 108۱ = œ 1,51; 


c= (п+4-0+ \ + \)с= \\с (r) -f 


n (©)‏ که ЕЛУ A‏ ور 
п=\ BA ۱‏ 
х1 > | | <\ >-4<x-f<4 >-0б<х<\* (227‏ 


۲ +۱ ۰ ۲-۱ له 
Y+) Y‏ ۱-۰ 


(\) у 


\ 
= — + 
Y 


۱ ГҮ АРА 
== ۲ - ۱ نلمه:‎ 
N +! 


(Р) Л 


اگر ۱ ۵2 باشد سری داده شده به صورت سری — У‏ در می‌آید که واگراست. 
n = ° n+‏ 


اگر ۱ 7 2 باشد آنگاه حد جمله‌ی عمومی سری» 2 - A‏ که عددی مخالف صفر است. می شود و لذا در اینحالت نیز سری 
(f) А‏ چون سری an‏ 2 همگراست پس ۰= lim an‏ و لذا حد جمله‌ی عمومی سری دوم یعنی lim E‏ موجود 
оо n + оо П =‏ — 


نبوده و در نتیجه مخالف صفر است و سری دوم واگراست. 


> ш Жыл La ЖЕ уч s ۳۳۰ 
л) (тал) а= \ ` Yn- \ Үр + \ Y \ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ш s 
К. É 


Үе (\ 


= Үп + ۱ Т 
У — sml + 
nı =` п + Yn" + ۳ 


ү \ 
و‎ Y Q 


a © 
ç ге J حاه‎ ‹5 = Yn" - ۳ هرگاه‎ > 2 an سری‎ 22-1 
۵ т 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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- log} => - <r< ۲ رئ خمکگراست‎ 


-log; -Іорј  -logi 


— - log] x log?, = - log], = -log 


Е ۱ + log% ` log} + Іов} Е log}: 


3 m _ m أا ا‎ 


== н 
"=` (n+ a) (n+ b) |b -a| 2+ ۱ a+Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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\+х+х\+х\+..= «э 4 


= ... + ۳۲ + ۲۲ + در اضرب می‌کنيم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست (۵) 
۱-کدام حمله نادرست است؟ 


З: eg 
رت‎ AAT 


E‏ همگرا باشد آنگاه ۳ S‏ تفیگ اش 
n=\ {о п =\‏ 


(Т‏ مجموع یک سری همگرا با یک سری واگراء واگراست. 
(f‏ اگر ° = lim an‏ باشد» آنگاه an‏ 2 همگراست. 
п =\ п ә + о‏ 


СЕР ار‎ aaa ی‎ шне ИШ 
: лл ۳ ۶ سر‎ 2 


т ۴ ۱0 
1+ ۴+۳ s 
ЕЕЕ و‎ 
ç k +Yk+ ۴ 
همگرا به 1087 است. $( واگراست.‎ (7 — log", همگرا به‎ (Y — o همگرا به‎ (\ 
S ۱ ۱ 

> خاک لو‎ 
k=, (Бк? т © 


\( همگرا به صفر است (Y‏ همگرا به پل است ۳ همگرا به است ۴) واگراست 


ТКИ 97098.‏ = — ==„ ,ری ی ار 
(Yk Y)(Yk + ó)‏ `= 5 
(ї Ие‏ همگرا به پل است ۳ همگرا به t‏ است (t‏ همگرا به سل است 
п+\‏ 


۶ حاصل سری 


2۴ Yoe ا‎ 
F. АГА ۳۳ 


атое о, log 


مفروض است. این سری 


Y‏ < کدام است؟ 
п = e‏ 


+١ 


А ۲‏ ۱ 
۷ به ازاء جه مقدار X‏ سری رم + (к°‏ 


з -\<х< \(\‏ ۴ هیچ مقدار 


\( همگرا به ٥‏ است 1( همگرا به است ۳) واگراست (f‏ همگرا به ٠١‏ است 
y M‏ 
у> ۰ 1-4‏ < «باشد حد مجموع سر ...+ + + +y‏ ×کدام است؟ 
x‏ 


Y 
_ (ү = 
х-у х-у 
برابر است با:‎ n به عدد ا همگرا باشد.‎ ۱۰۸ + w hoi атт в. 
4 


rO ۲ (r 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۴(۰۱) هرگاه در یک سری حد جمله‌ی عمومی صفر شود. ممکن است سری همگرا باشد» ممکن است واگرا (یادتان نرود) 


my 


kt) p key Y o 
log -log К+) = log-log ۳۲ 
98 وب‎ Spe = 1060-1965 re 


۱ ۲ ۲ 
ابهام —log_ - 102۱ = log%‏ 
رفع ابهام مب 108 108۱ - ор‏ 


© \ \ © \ ۱ ۱ 
à 4 > k а с ۳۹ 
К тиг Ят ЫП С чу” Ба | а) *( Yo 


Í 
Y 


( ۱ ۱ 


۲ بت‎ ۱ ۱ ۱ 
+— > _ = 
\ ۲۰ TE ۴ k= ( ) ( 


— )۲( ۵ 
۱ ۰ ۲+۳ ۲+ ۵ ۴ 


۱ ۱ ۱۱ 
5) (5 


۶( 
(Р) У‏ هرگاه ۱ < || باشد آنگاه = 0 = موق slim‏ سری واگراست. 
n — +o‏ 
و هرگاه ۱ > |x]‏ باشد. آنگاه °= аһ‏ 0 و سری واگراست. 
n — +%‏ 


n 


) = واگرا = همگرا +واگرا‎ MA 


(х> у> о > г=Ў<\ > o< r< ۱ (سری همگرااست‎ 
x 
р ۲ اد‎ л 
S= گے‎ 


— =>n= Y 
\ -r q 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


\ (1+ \) 


+ n (f 
Ç ( 


ГҮ 


Кыл гы + \ 


۴ همگرا به 


+ + ۱۰۰ به کدام عدد زیر همگراست؟ 


۱۹۳ (f 
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۲ مجموع п‏ حمله‌ی اول سری ... + 444 + 44 + ٩کدام‏ است؟ 


۱۰7-۱ 


лаю ш), -në 0 - 0 


۹ ۹ 
۳کدام سری شرط لازم همگرائی را ندارد؟ 
y ۱۹ y ۱ 0‏ 
л = +۱‏ 


۳ Е, Y n 
کدام گزینه‌ی زیر صحیح است؟‎ > (sins + соз) ۴-در مورد سری‎ 


\( همگرا به ٤‏ است 
Y 2.‏ 
a m‏ 5 چگونه است؟ 
Ша q ۱۳ +۳۵۲‏ 
Y 2 2 ё‏ = 
C‏ واگراست (Ү‏ همگرابه ۲-۱ لواست (Т‏ همگرا به 


0 به است ۳ همگرا به € است 


۵ سر 


© Y 
es 5 Yk kz | E 
к=\ үү 
k (k+ ۱) 
همگرا به ۱ است‎ (\ 


۲ واگراست ۲ همگرا به است 


۷حاصل سری ی یت 2 , برابر است پا 


Yo 


)۰ > × > ۱( کدام است؟‎ X 0-۱ = جواب معادله‌ی‎ ٩ 
п = \ 


\ \ \ 
т к AA 


Р E: 


+++ + + 


۱ زب‎ 
Е 22 uyata -\° 
Y ۳ ÇQ ۷۵ ۸ тү о 9 


ig 
Y 
КҮ ۱۰ 


۱۰۰ 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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در حالت کلی: 


Semi واگرا است. چده‎ (Ө 


(f) f 


E 
Y 


(حد می‌گیریم) رفع ابهام 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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3 ۰ کدام است؟ 
Y k(k-1۱)‏ 5 
Y @‏ 


Arctan‏ 2 برابر است با: 
п = \‏ 


T 
е 


n- 


оо \ p 
کدام است؟‎ У sinx(cosx) ی مجموع سری‎ < x < T fix 
п = \ 


сок (۳ tanx 0 


۴_حاصل سری ууна‏ 


۱۰0 
Я 
\ – б 2 0 
ИШ: + - + ... شرط همگرائی سری‎ ۵ 
) ( 


x> о ا(‎ 


n 
کدام است ؟‎ > 
k ۱ 


\оп(п+ \) (Ү 


۴ 
‚С‏ 
۸ عدد اعشاری ... ۰/۵۱۸۱۸۱۸ را به صورت کسر متعارفی ساده شده‌ی ‏ نوشته‌ایم. p + ۴۳ + ٩‏ برابر است با: 
q‏ 


۱۵۹ (۴ ۳ (т Yoo (Y ۱۴۱ 0 


٩‏ مقدار سری n- r n)‏ ۲ - ۲ +1 له) E‏ کدام است؟ 


| Y- AG ۱-۰ ۲ ۱+۰ YO 


هرگاه نگ بو ح یدح ی ‌مقدارطکدام انست؟ 


пї+їп'ї+їп PF" n+\ n+Y 


۱ = 
m ۱0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱+ n(n + ۱( = \+п(п + \) 


(Arctan(n+ à) - Arctann ) = Arctan œ- Arctan \= Ñ 


X- 


Arctanx - Arctany = Arctan : 


. Ysin cos 
a sinx Y Y x 
S=— = кс S a 


۱-۲ 1 - соѕх ysin' 
I 


<1> k-۱|< k+ ех" -Yx ۱۲ Yx + جرج‎ 


۱ 
(k+ Y)! 


= ۷ 
Е ای‎ p+ ۴۳۳ + 0 - ۰ 
q q= ۰ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


У ¿í 


+ ху 


т) 


۳(_ 


(1) ۵ 


(f) 


) у 
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قبل از بیان حد و مفهوم آن» توجه به نکات زیر که برخی از آنها ممکن است از لحاظ نوشتاری صحیح و دقیق نباشند. در 


محاسبات حد. از اهمیت بسیاری برخوردارند. 


00 
مبهم = یک عدد بسیار بزرگ - یک عدد بسیار بزرگ < مبهم 
00 


_ یک عدد سا .255 
= ساب باق مس > 
نا یک عدد بسیار بزرگ 


lim (x'-Y')= о-о = مثال: مبهم‎ 


X — + о 


ше т ы‏ جواب لا فری برایر ۳ - مي شود: 


البته پس از رفع ابهام» جواب حد فوق برابر ° می شود. 


ул 0‏ توجه داشته باشید که هر دو مثبت بینهایتی با هم یکی نیستند (همانطور که هر دو ثروتمندی یکسان نیستند) و 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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بنابراین نمی‌توان گفت که تفریق آنها صفر می شود و تقسیم (Ө!‏ یک می شود. 


| 
a >°‏ 
at > ۰‏ 
a > ۰‏ 
تذگر موم: توجه داشته باشید که به معنای عددی است که از 4» یک مقدار ناجیزی کمتر است و باه -فرق داردیعنی 7 -aa‏ 


\o) л =. о ° 
مطلق‎ о هر عدد غير‎ к 


Ju, > 


مبهم = یک عدد مثبت بسیار کوچک - یک عدد مثبت بسیار کوچک < مبهم а=‏ 


مبهم = о‏ سا و 


البته پس از رفع ابهام» جواب حد فوق برابر صفر می شود. 


تزلر مهع: توجه داشته باشید که هر دو صفر مثبتی با هم برابر نیست (همانطور که ثروت هر دو انسان فقیری یکسان نیست) و 


لذا نمی‌توان گفت که تفریق آنها صفر می شود و تقسیم آنها یک می‌شود. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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s‏ رفع ابهام جواب حد فوق برابر ۲ می شود. 


a> £‏ داشته باشید که هر چه مخرج کسری بزرگ شود کسر کوچک می شود. 
مثال: ۰۳ = جر (مثل این است که بخواهیم یک عدد نان را مثلاً بین г‏ حمعیت 5\25 تقسیم کنیم بالاخره به هر فرد. مقدار بسیار 


بسیار ناچیزی ( *۰)نان می‌رسد) 


joa 
^ ر‎ ° 
| مم ر ے عدد مثبت‎ 


بی‌نهایت = 


_ عدد مشت 


о 


\#а> \ > 


п 
+ + 
о > ° 


+y! +‏ 
عدد بین уо‏ \ هر چه به توان برسد. کوچکتر می شود. © ) vf‏ 


اگر از عدد بین зе‏ ریشه بگیریم» بزرگتر می شود. 


Vx of =o‏ مثال 
o‏ مطلق = عدد × о‏ مطلق 
(بی‌نهایت هیچی می شود هیچی) o‏ مطلق = ± × ۰ مطلق (۲۱ 


И s ۲ 


YY) نسبی‎ ° x ± = مبهم‎ 


مبهم = یک عدد مثبت بسیار بزرگ × یک عدد مثبت بسیار کوچک > مبهم = х (oo)‏ )27( 


lim (x- ran == نسبی‎ ° × Ж% = مثال: مبهم‎ 


х چ‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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لبت پس از رفع ابهام» جواب حد فوق ت می‌شود. 
تعریف نشده مطاف (ه مطلق) YY)‏ 
2۳-۱ (هر عدد غیرصفر مطلق) Yf)‏ 
| = (۰۳) , ۱= ۸< :مثال 
гда ‚2‏ "( ۰7)و "(۰7) مبهم نیستند و هر دو برابر ۱ می‌باشند. 
مثال: مبهم = ')*.(= ы lim х‏ - عفر نس (а зд)‏ (۲۵ 
۱ مطلق = ۱(۳ مطلق) (۲۶ 


X — ° 


ای از رفع ehel‏ جواب حد فوق برابر ۱ می شود. 
+o‏ 


: \ уп + à 
مثال: مبهم = 211 مبهم‎ 


البته پس از رفع elel‏ جواب حد فوق برابر 6 (عدد Gë‏ می‌شود. 


۲۷ Gesa yy = 


شش YA) Ge ae‏ 
توجه داشته باشید که ° نسبی» عددی بسیار 95 <— است و لذا هر چه به توان برسد. کوچک و کوچکتر می SE‏ 
ی 

Ya) (0) = 


۱ + 


iw‏ = )9( آم „Уп = Jim‏ وال 
البته پس از رفع ابهام» جواب حد فوق برابر ۱ می‌شود. 
(×بزرگ شود. لگاریتمش هم بزرگ می‌شود) Ye) | log) = оо,‏ 
= — نشده = log C)‏ (۲ 
(«کوچک شود لگاریتمش هم کوچک می‌شود) , Plog t = - ٥‏ 


P) log = نشده‎ уа (a> \) 


б) log”, = تعریف نشده‎ 


۱ 
1 x مثال: سح‎ 
Jim log} co ل:‎ 


(«بزرگ شود لگاریتمش کوچک می‌شود) ۰ ©-— = (" ",102 (۱ 
تعریف نشده = Y) log C)‏ 
(«کوچک شود لگاریتمش بزرگ می‌شود) ۰ 0* + = Plog”‏ 
تعریف نشده = Y) log‏ 
تعریف نشده = O) log‏ 
مثال: lim (log. = + оо‏ 


Е n n 
YY)y<a<b ,n€N ای‎ нене ۵ 0۳ مفال‎ 


аер" n— + ç 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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an > b" 
at%>b'° 
سعی کنید نکات زیر را با توجه به دایره‌ی مثلثاتی. به دقت درک کنید.‎ 


۰ > 29۱ ,neN I 


خودخود Ж\‏ = (خود خود ±) sin‏ 
(همواره :۱ < in- =V ,)-۱ < sinx‏ ‚ ۳ = )ده 
sin- D = (-\)* ‚вш(— D = (-\*)‏ 
Y Y‏ 
تعریف نشده = (خودخود tan( +T-‏ 
توجه کنید که () در ربع اول است و کمی از کمتر است. مه + = ап) = _о ‚ tan)‏ 


T T „ T T 
tan(- s = — 0 А tan(—— = + 0 در دبع دوم است و که الب پیت امستا:‎ A و‎ 


توجه داشته باشید که: خود خود ± = (خحودخود Arcsin(+\‏ 


دامنه: [۱,۱-] = 


i n „ге i о s е _ TIT 
Атсѕіп\ = تعریف نشده‎ , Атсзш(—\) = نشده‎ уа Rinnen артгы 1525 


Атсѕіп\ = О А Атсѕіп(-\)* = СӘ" 


Arcsinx 


Arctan(+ со) = Z = 


Arctan(— со) = -7 


(-o > Arctanx < +оо) 


خود خود ۱ = (خود خود CoS(°‏ 


coset = \7 , соѕо = \ 
605077 خود خود ۱- = (خود خود‎ )-۱ < cosx < ۱ (همواره:‎ 
cost * = (—\)* ,cosm- = (-\)* 

تعریف نشده = (خود خود ° ٥0)77 L‏ 

соо) = + o ‚соб = -% 


сол) = + © ‚сол = – о 


خود خود о‏ = (خود = > Атссоѕ(\‏ 
توجه داشته باشید که: خود > 7 = (خود خود \ Атссоѕ(-‏ 


۸۲6605۱ = o* , Агссов(—\)' = 7 = ]-۱,۱[ دامنه:‎ 


Arccosx 


برد: Rao [° Z]‏ تعریف نشده = )1 Arccos(-‏ , تعریف نشده = ۸۲66059۱۳ 


Arccot (+ оо) = + 
(° < Arccotx < л) 
Arccot(- 0) = лт 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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خود خود ۱ = (خود خود YA) tan(‏ 


Л + +‏ 
tan )<( =|‏ 
= 
л‏ 
{ап (—) = ۲‏ 
= 
Ре ۲ - лл . — - & ь -‏ 
نوجه داشته باشید که تابع у = tanx‏ در فاصله‌ی EE‏ تابعی اکیدا صعودی است. 


خود خود ۱ = (خود خود СОСЕ‏ 


توجه داشته باشید که تابع y = cot‏ در فاصله‌ی gr)‏ °( تابعی اکیداً نزولی است. 


lim | -cotx] = | -(°)| = -۲ مثال:‎ 
Sinx > СОХ їапх<сох Fe 


sinx > COSX , tanx > cotx 


صور مبهم (صورتهای مبهم): 
با توجه به مطالب بیان شده. صور مبهم عبارتند از: 


Y) о - о 
۵( (— ى(‎ ° 

оге 

ما رفع ابهام صور مبهم هشت گانه‌ی فوق را به بعد از مبحث هم ارزی و قاعده‌ی هوپیتال موکول می‌کنيم و در آن 1 مفصلاً 


چگونگی رفع ابهام هر یک از صور فوق را با ذ کر مثالهای بسیار جالب. دیدنی و متنوع بیان می‌کنيم. 


ws шын са 

\( اعداد مثبت بسیار کوچک را Ó ۸ 6 У хл‏ عنمایش می‌دهند. مانند: ۰/۰۰۰۰۰۰۰۰۰۱ = 

M = \000000 ' Е تمایشن ده‎ МЕМО را معمو لا‎ ке aaa 

۳ اعداد منفی بسیار کوچک را با 1-يا N‏ -نمایش می‌دهند (در واقع 1و N‏ اعداد مثبت بسیار بزرگی هستند) مانند: 
M = - 0۱۰۰۰۰:۰۵‏ - 

۴ مفهوم میل کردن یک متغیر مانند ×به سمت یک эде‏ حقیقی مانند :а‏ هنگامیکه می‌گویئم ых‏ سمت эде‏ حقیقی a‏ ميل 


می‌کند و می‌نویسیم (x < а)‏ مفهومش این است که هر اندازه که بخواهیم می‌توانیم DX‏ با مقادیر کمتر یا بیشتر از ۵ به a‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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نزدیک کنیم ولی هیچوقت به 8 نمی رسیم این مفهوم را به صورت زیر نمایش می‌دهند: 
М>: < к-а|<д‏ ¢ وب ۶ 
با 


2-0 <х<а+д ,x=a 


به زبان همسایگی می‌توان گفت که در تمام همسایگی‌های محذوف متقارن a‏ مانند {а}‏ -(0 +2-0,۵) با هر شعاع دلخواهی 
مانند ۵ وجود دارد. 

مثال: Y| > Ó‏ -۶| > ه: ه < ۵ ۷ چه ۲ <- »ر 
|x| > Ó‏ > ۰: ه < ۵ ۷ چه ه x>‏ 
x> )-۲( e ۷ ۵ < о: > |x+ Y| < Ó‏ 
д‏ > | | ۰:۰ < ۷۵ ج و جح ۲ 
Ve > оо > |х) - 1 > е‏ جه [ <- (х)‏ 

O‏ مفهوم میل کردن یک متغیر مانند ×به سمت یک эде‏ حقیقی مانند 2 از راست: 
هنگامیکه می‌گوئيم ×از طرف راست به ۵ ميل می‌کند و می‌نویسیم  -< а?‏ مفهومش این است که هر اندازه که بخواهیم 
می توانیم × را با مقادیر بیشتر از a‏ به a‏ نزدیک می‌کنیم. ولی هیچوقت به а‏ نمی رسیم (واضح است که در این حالت a‏ > × 


است و لذا ° > a‏ - بوده و در نتیجه x—a| = х-а‏ |( این مفهوم را به صورت زیر نمایش می‌دهند: 
о :о<х-а< д‏ < ۷0 جه хэа‏ 
با 


i< x< a+ Ó 

به زبان همسایگی می‌توان گفت که در تمام همسایگی‌های راست 2 مانند L(a, 2 + д)‏ هر شعاع دلخواهی مانند ۵ وجود 
دارد. 

۶ مفهوم میل کردن یک متغیر مانند ×به سمت یک эде‏ حقیقی مانند 2 از چپ: هنگامیکه می‌گوئيم از طرف چپ به ۵ ميل 

می‌کند و می‌نویسیم X < а‏ مفهومش این است که هر اندازه بخواهیم می‌توانیم ×را با مقادیر کمتر از a‏ به a‏ نزدیک 25 

ولی هیچوقت به а‏ نمی‌رسیم (واضح است که در این حالت a‏ > *است و لذا ° > 2 - ۶«بوده و در نتیجه 


a| = - 0 - a)‏ - ×| این مفهوم را به صورت زیر نمایش می‌دهند. 
д‏ > - و > ۰:۰ < ۵ ۷ چه x>‏ 
يا 
—Ó <x- a< o‏ 
L‏ 


a-Ó<x<a 


به زبان همسایگی می‌توان گفت که در تمام همسایگی‌های چپ 2 مانند (a-Ó,a)‏ با هر شعاع دلخواهی مانند Ó‏ وجود دارد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۷ مفهوم میل کردن یک متغیر مانند ×به سمت HO‏ 
هنگامیکه می‌گوئيم ×به سمت ۵ + میل می‌کند و می‌نویسیم ۵ + < X‏ مفهومش این است که هر اندازه بخواهیم می‌توانیم 
× را بزرگ اختیار کنیم به طوریکه از هر عدد بزرگی» بزرگتر باشد این مفهوم را به صورت زیر نمایش می دهند. 
e ۷ M> о : x> M‏ مه + x>‏ 
Је: х) > +o > V N > о : х) > М‏ 
(A‏ مفهوم میل کردن یک متغیر مانند ×به سمت 0 -: 
هنگامیکه می‌گوئیم به سمت ۵ - میل می‌کند و می‌نویسیم 00 - < » مفهومش این است که هر اندازه بخواهیم می‌توانیم X‏ 
را کوچک اختیار کنیم. به طوریکه از هر عدد منفی کوچکی. کوچکتر باشد. این مفهوم را به صورت زیر نمایش می‌دهند: 
x> - 0 ФУ M> c : x< -M‏ 


Ju: х) > - 0 @ V N > о : х) < -N 


مثال : تابع ۲ + l, f(x) = Yx‏ در نظر بگیرید. هنگامیکه ×را با مقادیر کمتر و بیشتر از ۱ به \ نزدیک کنیم (به جدول زیر 
توجه کنید ) 


x [оло | /4 о/а ۹ | ЕЕ | =. | ۱/۰۰ | ДИ 


х) тв | чу уау наду | ۳۳۹ | سوم‎ | e | aof loy 


می‌بینيم که مقادیر f(x)‏ در هر دو حالت به عدد ۵ (پنج نسبی) نزدیک می شوند (البته هیچوقت به خود خود ۵ نمی‌رسند. زیرا 
X‏ هیچوقت به خود خود ۱ نمی رسد. 

در این حالت می‌گویند تابع ]در نقطه‌ی ۲ هم А>‏ چپ دارد و هم حد راست و ضمناً چون مقدار این دو حد با هم برابر است 
اصطلاحاً می‌گویند تابع ]در نقطه‌ی ۱ = А-Х‏ دارد و ضمناً حدش در این نقطه برابر ۵ است و می‌نویسند: 0= lim 6х)‏ 
از بررسی اعداد جدول. مشاهده می شود که هر چه DX‏ از دو طرف. به عدد ۱ نزدیک و نزدیکتر کنیم a f(x)‏ عدد ۵ نزدیک 
و نزدیکتر خواهد شد و هر چه ×به ۱ نزدیک‌تر باشد (х)‏ به ۵ نزدیکتر خواهد بود مثلاً وقتی ۰/۹۹۹ = اختیار شود به 
اندازه‌ی ۰/۰۰۱ از ۱ کوچکتر است و در این حالت ۴/۹۹۷ = f(x) (х)‏ به اندازه‌ی ۰/۰۰۳ از ۵ کوچکتر است و يا وقتی 
۱ = »اختیار شود. ×به اندازه‌ی ۰/۰۰۱ از ۱ بزرگتر است و در این حالت ۵/۰۰۳ = (х) fE)‏ اندازه‌ی ۰/۰۰۳ از 
۵بیشتر است. در مجموع می‌توان گفت که اگر ×به اندازه‌ی ۶۰/۰۰۱ با ۱ فاصله داشته باشد. fE)‏ به اندازه‌ی ۶۰/۰۰۳ با ۵ 
فاصله دار یعنی اگر ( ۰/۰۰۱ +۱ , x  )۱-۰/۰۰۱‏ آنگاه (۵+۰/۰۰۳ , О)  )۵-۰/۰۰۳‏ به عبارت دیگر اگر 


۰/۱ > ۱-× > ۰/۰۰۱-باشد آنگاه ۰/۰۰۳ > ۵ - х)‏ > ۰/۰۰۳ این دو نامساوی معادل آنند که اگر 
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AKo > |х-\| > ۱‏ ۰/۰۰۳ > |۵ - 100 | حال اگر از دید دیگری به موضوع بپردازیم» یعنی اول (×)۴ را در نظر 
بگیریم می‌توانیم مقادیر f(x)‏ را به عدد ۵ هرچه قدر که بخواهیم نزدیک کنیم به شرطی که «را به اندازه‌ی کافی به ۱ نزدیک 
کرده باشیم یعنی اگر بخواهیم |۵ - )| را به هر اندازه‌ی دلخواه کوچک کنیم لازم است که |۱-*| را به اندازه‌ی کافی 
کوچک کنیم» مفاهیم به اندازه‌ی دلخواه کوچک و به اندازة کافی کوچک را با دو نماد ۶و ۵ بیان می‌کنيم. بنابراین به جای 
اینکه بگوئيم ]0 - fE)‏ | به اندازه‌ی دلخواه کوچک باشد می‌نویسیم: 6 > о: | fE]‏ > 6 ۷و به جای آنکه بگوئیم به 
شرط آنکه | ۱-* | به اندازه‌ی کافی» کوچک باشد می‌نویسیم: ۵ > |۱ |x-‏ > : ۰ < ۵ 3 بنابراین مفاهیم فوق را 
می‌توان چنین بیان کرد. 
Ve > o 3 ۵ < o : ۷۰ < |х-\| > ۵ > |f&)- ۵۱ > ë)‏ 
مثلاً در مورد جدول فوق داریم: 
‚д = ۰/۱ :)0 > |х-\| < ۰/۱ |х) - ۵| < ۰/۳(‏ ۰/۳ 
(о > |х-\| > ۰/۰۱ > |х) - ó| > ۰/۰۳(‏ : ۰/۰۱ = ۵, ۰/۰۳۲ 
o/oo , Ó = o/o0\ ;(о < |х-\| > ۰/۰۰۱ > |{(х)- ò| > ۰/۰۰۳۲(‏ = 

و این عمل را می‌توان همین طور ادامه داده و به جای «Е‏ هر عدد مثبت دلخواه کوچک را قرار داده و به ازاء ОЇ‏ مقدار ۶ عدد 
مثبت دلخواه ۵ را طوری پیدا کرد که نامساوی co > |×-۱| > Ó‏ نامساوی ۶ > |۵ - fE)‏ | را نتیجه دهد. 
تعریف حد: فرض می‌کنیم تابع 1 در یک همسایگی عدد حقیقی a‏ تعریف شده باشد (مگر احتمالاً در خود a‏ تعریف نشده 
باشد) 
گوئیم حد ых =š f(x)‏ سمت эде‏ حقیقی a‏ ميل می‌کند. برابر عدد حقیقی 1است و می‌نویسیم 1= Шт fx)‏ هرگاه: 
به ازاء هر عدد د لشرام * 5 عدد š‏ > ۵( که معمولابه #بستگی 5( شودبه طوزیکه: اگر |x=a| > ó‏ > آنگاه 
fE - l| > ٤‏ | تعریف فوق را به زبان ریاضی به صورت زیر می‌نویسند: 

(®) lim f(x) =leVe> o ولا‎ < ۰ : Vx Єр, : (° > |x- a| < ۵ > |х) - l| > ә) 
«است لذا حد یک تابع در نقطه‌ی به مقادیر‎ Z a و این بدان معناست که‎ ° > |х-а| بايد دقت داشته باشید که نوشته‌ایم:‎ 
است که آن تابع در یک‎ ОЇ بنابراین شرط اولیه‌ی وجود حد یک تابع در یک نقطه‎ a بستگی دارد نه به خود‎ a نزدیک‎ 


همسایگی محذوف (بدون مرکز) آن نقطه تعریف شده باشد. 


مثال: іт Vx‏ موجود نیست. زیرا f(x) =V x‏ در هیچ همسایگی محذوف 2 تعریف نشده است. در واقع ×نمی تواند 


اکنون برای درک بهتر مفهوم حد به مثال زیر توجه کنید. 
مثال: فرض کنید راننده‌ای بخواهد سرعت یک اتومبیل را به V° Í km/h‏ برساند. تنظیم سرعت اتومبیل. مستقيماً در 
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دسترس او نیست و در واقع تابع فشاری است که وی برروی پدال گاز وارد می‌کند و پدال گاز نیز در زیر پای اوست. 
بنابراین او می تواند میزان فشار روی پدال گاز را طوری تنظیم کند که سرعت اتومبیل تقریباً œ e km/h‏ \ شود. 
Ир;‏ اینکه مقدار یک حد مانند lim (wx +Y)‏ برابر ۵ است یک مقوله است و اینکه چرا مقدار حد برابر ۵ است. مقوله‌ای 
دیگی بحث اول» یک بحث محاسباتی و بحث دوم یک بحث اثباتی است. و در واقع در مقوله‌ی دوم ثابت می شود که چرا 
dim (Yx +Y)‏ برابر ۵ است. 
برای اثبات اينکه تابعی در یک نقطه مانند ‏ حدی برابر 1 دارده از تعریف حد (فرمول *) استفاده می‌کنيم با استفاده از 
تعریف حد. چون ° < E‏ دلخواه است ابتدا » < 8 را دلخواه و آنرا از این به بعد در تمام مراحل اثبات ثابت فرض نموده 
سپس ثابت می‌کنيم که حداقل یک ۰ < ۵ (که معمولاً به E‏ بستگی دارد) وجود دارد به طوریکه از نامساوی |x-a| > Ó‏ > 
» نامساوی E‏ |1-(0] | نتیجه می‌شود. به عبارت دیگر گزاره‌ی شرطی 8 > 1-(10| = ۵ > |x-a|‏ > ه.به ازاء آن 
درست می‌باشد. برای یافتن Ó‏ > ۰ فرض می‌کنيم گزاره‌ی شرطی فوق درست باشد (مسأله را حل شده فرض می‌کنیم» سپس از 
نامساوی 8 > 100-1 | عبارت |4 -× | را بیرون کشیده و با توجه به نامساوی е > |×-4| > Ó‏ ۵ رابه دست می‌آوریم. 
مثال: با استفاده از تعریف А»‏ ثابت کنید: 
lim (x + ۲ = 0‏ 
o 3 ۵ < oc : ۷ 0 > |x-1A| < ۵ > |x + Y - ۵ < ë)‏ < ع 
€ 


|Yz-Y| > ع‎ > |x- à| сз 


حال برای اینکه » < Ó‏ را اختیار کنیم کافی است آنرا طوری اختیار کنیم که بتوان از نامساوی е > |х-\| < Ó‏ نامساوی 


ú‏ > |۱-×|و در نتیجه طبق اينکه روابط فوق برگشپذیرند. نامساوی ۶ > |۵ - к)‏ | را نتیجه بگیریم. لذا برای اینکه 


o > |х- ۱۱ < > |Yx+ Y- ó| > ë گزاره‌ی شرطی‎ 
ه‎ > | - M <ô > |x- à| е درست باشد. لازم است گزاره‌ی شرطی‎ 


ув‏ باشد. که در این حالت کافی است E‏ < ۵ > » اختیار کنيم. 
PAA‏ هرگاه بخواهيم از نامساوی x > а‏ نامساوی b‏ > را نتیجه بگیریم. کافی است a‏ را کوچکتر یا مساوی b‏ اختیار کنيم. 


a<b 
х<а > x<b 


در واقع در انتخاب 0 از نکته‌ی فوق استفاده کرده‌ایم. 


۲+ ۲۰۰۸ IRINE 
БЕТЕ ë سب در‎ 


۰/۱۲ (ў ۰/۲ 0 


Дх) =‏ وقتی که о > |х-ї| < Ó‏ است. f(x) „әш‏ در فاصله‌ی (۲/۱۲ و ۸ قرار 
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€> Яд > o : ۷ ) > |x- Y| < Ó > 


ы 5; > ۰/۱۲ >< ۰ ۶‏ < |۷۲ 0-۲0۴ 
Y) ۳‏ - ۳0 
لذا کافی است ۰/۳۶ < ۵ > »و ۰/۳۶ = Мах(д)‏ 


تست: هرگاه به ازاء هر 5 داشته باشیم: > |x -1|< Ó = ely‏ > ۰ مقدار ۵کدام است؟ 
x Y°‏ 


۱ ۱ 
(f (Ү = 0 


<} >к+\-т|<-- Е 


> к-\|[<0 > к-\|<-- >Ò > 


N 
۱۰ 
یک بار ضابطه‌ی اول و بار دیگر ضابطه‌ی‎ к) هرگاه تابع دو ضابطه‌ای باشد. تعریف حد را برای تابع نوشته» به جای‎ GÉ 


دوم را قرار داده و سپس Ó‏ را برابر Min‏ مقادیر به دست آمده و یا حتی کوچکتر از آن اختیار می‌کنيم. 


۳۵ اد‎ 
А ‚(х <١ 
۰/۰۱ کمتر از‎ Y زا٤)×( آنگاه فاصله‌ی‎ ۰ > |x- ۱۱ > 0,91 )= x – \ ( ) GE تست: در‎ 


ОХ - Y (x <à) 
کدام است؟‎ ۵ ль بزرگترین‎ Ч) - Y| > ۰/۰۱ است. یعنی‎ 


۰/۰۵ (f о/ оү (۳ 9/۰۵ (Y о/ oo Y (\ 
g> ه < ۵ 3 ه‎ : ۱۷ ) > |x- || < Û = |х) - Y| < ۰/۰۱( 
sa 


۲۲-۱ 
۵-۲-۳۱ ۰/۰۱ > ۲ 


- ۳۱ > ۰/۰۱ лр ۰/۰۱ +k л [о +< ۰/۵ 


o > Ô < Ма ۲۱/۰۰۲ , ۰/۰۰۵۱ > o < Ó < ۰/۰۰۲ = Мах(д) = ۰/۰۲ 

زلم در برخی از موارد» ممکن است هنگامیکه می‌خواهیم عامل مراحم |۵ -× | را از نامساوی 8 > |1-(10 |بیرون بکشیم» 

علاوه بر dxa]‏ عامل مزاحمی همچون gE)‏ نیز به دست آید. در این گونه موارد با توجه به اينکه a‏ > *میل می‌کند. یک 

همسایگی به مرکز هو به شعاع 7 اختیار کرده با توجه به این همسایگی, یک کران بالا مانند 1۷1و یک کران پائین مانند N‏ برای 

| ۵00 > Max (| M| , | N| $ دست می‌آوریم. در این حالت داریم:‎ р(х) 

If - 1| > | x- a| | g@)| 

اکنون برای اینکه نامساوی ۶ > |1-(1000 | برقرار باشد. کافی است نامساوی ۶ > |20 | |x-a|‏ برقرار باشد و از آنجا ۵ را 
به صورت زير اختیار می‌کنيم. 


„<д<Мш گر‎ 
Max4|M|, N} 
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مثال: وقتی که ۱ > |۴-× | کرانهای بالا و پائین عبارت را بیابید؟ 


=з — ` 
+ x+ Y 
| - Y| > ۱ 


Y< x< f۴ (\) 


۴ ۲ > ۶ 


Y > <f 


۲ ۲ + + 2۸۵ ۲۰ ۰+ و ۶ج 


۲ > > ۴ >f 


> А<|х'+х+ї| < ۲۲ > ل‎ 


sül‏ بسیار مهع: برای یافتن سریع کران YL‏ برای عبارت کسری داده شده به جای در صورت بیشترین مقدار و در مخرج 
E трт о‏ اروش 
e T,‏ 

مثال: با استفاده از تعریف حد ثابت کنید: 


с‏ خاش کے 
х\ї+х+ї ۴ + Y+Y ۲‏ 


lim х= л 
х ۲ 
€> Яд> ۰ :М (о > |х- Y| > ۵ > | х-л < (ع‎ > |x- Y| |X+ Yx+ Y| > £ 
| - Y| <À 
V< Ý > |x + Yx+ f < ۱۹ قرار داده‌ایم)‎ LY بیشترین مقدان یعنی‎ X (به جای‎ 
Ix- Y| |х'+ ۲۷ + f| > ۱۹۶ - Y| > ع‎ = |x- Y| < 
Ы € - н s ж. ۰ 
° > ۵ 5 حال برای اینکه حکم برقرار باشد. کافی است ا)1‎ 


امتحان مسأله: فرض می‌کنيم ۵ > |۲ - ×| > ٥‏ برقرار باشد باید ثابت کنیم 8 > |۸ -"×| 


۲ - ۱ |» ۲ + ۲ + ۹ 


o< |x - ۲ |»۵ > £ > ۴ 
- |> بت‎ Е АШЫ 
kk - Y| T k as 


این دو نامساوی را در هم ضرب می‌کنيم. € < |x — A|‏ 
ВСЁ‏ موم: هنگامیکه а‏ < ×میل می‌کند. مقدار ×آن قدر به a‏ نزدیک است که می‌توان эх‏ 2 را تقریباً مساوی یکدیگر در نظر 
گرفت. بنابراین اگر تابع به صورتی باشد که به ازاء *های نزدیک a‏ مقدار آن فرقی نکند. آنگاه کافی است برای محاسبه‌ی 
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در فصول بعدی. خواهید دید که در توابعی که ыз‏ سته باشند. تساوی х) = f(a)‏ 7 برفرار است در این گونه توابع. 
X —a Б‏ 
می‌توان برای محاسبه‌ی f(a) Jim f(x)‏ را حساب کنید. 
در واقع هرگاه D, sy = х)‏ € هو تابع ۶در نقاط اطراف 2 L)‏ در همسایگی (a‏ دو ضابطه‌ای نباشد. آنگاه برای محاسبه‌ی 


А>‏ چپ و راست و حد تابع Í‏ در نقطه‌ی а‏ کافی است مقدار 2 را در تابع قرار داده تا حد به دست اتد زیرا در این حالت 


تفاوت بین sat за‏ 2 آنقدر ناچیز است که می‌توان آنها را یکی گرفت. در واقع برای محاسبه‌ی dim (Yx + Y)‏ چون 


D. D= Rofe) = Yx + ۲‏ € ۱لذا۵ = )\ = dim f(x)‏ اما اگر ه در دامنه‌ی تابع نباشد. آنگاه برای محاسبه‌ی 
حد چپ و راست و حد تابع» کافی است نقاط حوالی a‏ (نزدیک به (а‏ را که در دامنه‌ی تابع قرار دارند. در ضابطه‌ی تابع قرار 
دهیم Ú‏ حد چپ و راست و در نتیجه حد تابع در صورت وجود به دست آیند. 

مثال: XTX‏ 1را حساب کنید؟ 


xX— ۱۲ x 
لذا حد چپ و راست را حساب می‌کنيم.‎ 0 É D, حل: چون‎ 


x—V x(x - ۱( + ۱( xo Xx | 


چون تابع» هم حد چپ و هم حد راست دارد و این دو حد. باهم برابرند. لذا تابع در نقطه‌ی ۱ = ×حد دارد و 
E‏ 
جهت محاسبه‌ی А>‏ توابع مختلف از قضایای زیر (قضایای (д>‏ استفاده می‌کنند. در کلیه‌ی قضایای زیر او 2 دو عدد 
اند 

۱: حد هر تابع در هر نقطه» در صورت وجود یکتاست. 

۲: تابع f‏ در نقطه‌ی ۵ حد دارد اگر و فقط اگر که در این نقطه هم حد چپ داشته باشد و هم حد راست و این دو حد با 
یکدیگر برابر باشند. 

Y‏ حد تابع ثابت c‏ = (10در هر نقطه مانند a‏ برابر خودش یعنی C‏ می‌باشد. 
۴ هرگاه тд р(х) =1 ‚ lim f(x)=1,‏ انگاه: 


х эа ега 


الف) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(ly =°) @ 
lim х" =a" نا بالاخص‎ (Щх)) =(lim 6) =" آنگاه‎ « € N „іт f(x) =1 مرگاه‎ ۵ 


۶ هرگاه 1[ = f(x)‏ زاو n € N‏ آنگاه: 
lim А f(x) = „| lim f(x) = 1‏ 
اگر 9 زوج باشد. باید N E)‏ در همسایگی 2 تعریف شده باشد به عبارت دیگر ° < fE)‏ باشد. 


(V‏ ھرگاہ 1= її 6х)‏ آنگاه: 


lim, (| | lim, 6х) | = [| 


Y 20217) 
-Ү ‚(х<\) 


قدر مطلقش یعنی [fO] = Y‏ ۱ = «حد دارد و حدش برابر ۲ است. 


٤) -f‏ در ۱ = А=х‏ ندارد ولی 


٩‏ تبصره: عکس قضیه‌ی فوق در حالتی که ۰ =| lim, (к)‏ باشد برقرار است. در این حالت نتيجه می شود 
lim, 10-۰‏ 

lim (bn x" + b. ns, +... +b +b, ) = Һа? +64427 (+ ... +b .a+b. (\o 
داشته باشد و این حد متناهی باشد. (100محدود است.‎ А> هرگاه 100 = ۷ در هر نقطه‎ ۱ 

تعریف: تابع by = (Хх)‏ محدود یا کراندار گویند. هرگاه عددی حقیقی و مثبت مانند M‏ یافت شود به طوریکه به ازاء هر X‏ 
J fœ] < M‏ به عنوان y = sinx JUL‏ محدود (کراندار) است زیرا ۱ < ѕіпх|‏ | 

تزلره عکس قضیه‌ی فوق در حالت کلی برقرار نیست. یعنی اگر تابعی محدود باشد نمی‌توان نتیجه گرفت که حد دارد به 
عنوان مثال تابع سوه = х)‏ محدود است ولی در نقطه‌ی ° = A= Xx‏ ندارد) 

۲ اگر در یک همسایگی محذوف gx), a‏ < 10و dim (х) =1, slim f&x)=1,‏ آنگاه ,1 < ,1 

17( هرگاه ۰ = slim f(x)‏ تابع ۵ در یک همسایگی محذوف a‏ کراندار باشد. آنگاه ۰ lim f(x)g(x)—‏ 


А А N К 
| | i lim xsin—= ° x مثال: ° = کراندار‎ 
lim sinx = sina x مج‎ Х 
چ‎ 
A (۴ 
lim cosx = cosa 
X —a 


lim tanx = tana ‚(а Кл J , КЄ7) 


X —a 


lim cotx = cota „(а= Кт, КЄ2) 
х Уа 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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lim tanx =+ مه‎ 
x—() 
Y 
lim cotx = + مه‎ 
+ 


X ورب‎ 


lim cotx = - о 
хәл 


әй‏ هرگاه دامنه‌ی ufal‏ صورت [a,b]‏ باشد» تابع ٤‏ در نقاط b за‏ حد ندارد در واقع در نقطه‌ی b‏ حد راست و در نقطه‌ی 
a‏ حد چپ ندارد. 


lim Arcsinx = Агсѕіпа 
X —a 
(-\<а< ۱( 


lim Arccosx = Arccosa 
X —a 


lim Arcsinx ат (О (در واقع‎ 


اب × 


(تعریف نشده) موجود نیست = lim Arcsinx‏ 
اص x‏ 

lim Arcsinx = - 
x—(- J 


۶ ег» 


(تعریف نشد( موجود نیست ۰ lim Arcsinx=‏ 
x —(- `)‏ 

یارآوری: Ç SArcsinx <T‏ -( 
در مورد حد تابع y = Arccosx‏ در نقاط ۱و ١‏ خودتان بحت کنید. 


,)2 CR) (۷ 


| Атсїапх = Агсїап а 
X —a 


lim Arccotx = Arccota 
X —a 


lim Arctanx = СО (در واقع‎ 


X —+ % 


T И 
lim Агсіапх = Е (297 واقع‎ 22) 


× —- 0 


با رآوری: <Arctanx< Ý‏ ==( 
در مورد حد تابع ¿y = Atccotx‏ خودتان بحت کنید. 


)۰ > 9۱,۵ >e) (۸ 
lim Lnx = Іпа 


х —a 


| log = logî 


14( قضیه‌ی ساندویچ (قضیه فشردگی): هرگاه در یک همسایگی مخذوف a‏ داشته باشیم 


lim h(x)=lim g(&x)=1 h(x) <f(x)<g(x)‏ آنگاه 1= llim f(x)‏ است. 
تست: هرگاه = -) € «باشد و cosx < f(x) > ۵ + x"‏ - ۶ حاصل — زاکدام است؟ 
f(x)‏ * 
o (۴ 2 ig‏ 
А Y ۱ ( ۵‏ ( 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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lim (0+х') = іт (#-cos'x)= ۵ طبق ساندویج‎ >lim f(x)=0 >lim Булу, حل:‎ 


تست: فرض می‌کنيم برای هر «عضو R‏ داشته باشیم: (۲ -6 < f(x) (fC) - Y|‏ 1177 کدام است؟ 
Y (۳ о (Y ۲ б‏ ۴ ۵ 
Кх) (х) > (к) х) у(х),‏ 


lim (х) =Y 13 эйт, (х) -*) = ° قضیه‌ی ساندویچ داریم:‎ ЫР 
lim х) = -l КЕ Jim f(x) =1 هرگاه ] تابعی فرد باشد و‎ (їо 
X وب‎ х + 
نتیهه؛ اگر ] تابعی فرد باشد و در » = » حد داشته باشد. آنگاه حدش در این نقطه صفر است. زیرا:‎ 
lim f(x) = іт f(x) ۲۰ج 1--اج‎ >l=- 


X وب‎ X >o 


X ورب‎ 


۱ هرگاه ‏ تابعی زوج باشد و 1= іт х)‏ در این صورت 1= lim f(x)‏ 


نتیجه: اگر f‏ تابعی زوج باشد و در ° = از یک طرف حد داشته باشد. آنگاه در ° = ×حد دارد. 


e تست ان اش بخ‎ lim S \ (її 
x >» SINX Š х وج‎ X 
8 С адар) lim ашыу (r 
хо. tanx x وب‎ X 


(ҮҮ‏ هرگاه ]در 2 حد داشته باشد و р‏ در 2 حد نداشته باشد آنگاه ±8 a ja‏ حد نخواهد داشت. در این حالت حد 


۵) هرگاه ]و g‏ هر دو در 2 حد نداشته باشند. آنگه  Š se‏ ممگن است در 2 حد داشته باشند و با حد نداشته باشند. 
g‏ 


حد یک طرفه: 

تعریف А>»‏ راست: تابع f(x)‏ = لو نقطه‌ی 8 مفروض‌اند. فرض می‌کنيم تابع در همسایگی راست a‏ تعریف شده باشد. 
"وب х‏ 

باشیم: )€ > |х) - l|‏ > ۵ > -۶ > )۰ ۷ : ه < ۵ 3 ه < ع ۷ 

مثال: با استفاده از تعریف حد راست. Ú‏ — کنید: 


Hm N ۲-۱۰ =° 


x эб! 


€>. J>. :Vx(°<x-0<ó >N ۱۰ | сеу ۰۱۰ > ع‎ > Yx - X° <£ 

۲ 

.<x- ۵> 
Y ë$ 

لذا کافی ٥ > ۵ ж шы‏ اختیار شود. ۲ 

<x-0 <ó <. >×- <Š 


تعریف А>»‏ چپ: تابع f(x)‏ = لو نقطه‌ی а‏ مفروض‌اند. فرض می‌کنيم تابع در یک همسایگی چپ а‏ تعریف شده باشد» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۷ ه < ع‎ 3 ۵ < ° : Vx (Ó < x - a < ° > |х) - 1 > ë) 


مثال: با استفاده از تعریف حد چپ ثابت کنید: 


۲-۱ 
lim 2 = 
хә ۲-۱۱ 


Y 
E> ه‎ J> ه‎ : ۷۲ )۵ <x- ۱ < c > | + Y| > в) 
XxX 


(к-\х+\) +Y| <€ > |-(к+\)+т | < ۱|>۶-ع ج<‎ ->-(х-\)<в->-є<х-\< 
-(х-\) 


>-б<х-\<° >-є<х-\< 


لذا کافی است ۶ < ۰٥ > Ó‏ اختیار شود. 


مفهوم a=‏ در بی‌نهایت Eo)‏ > ): 
بارآوری: VM>::x>M‏ چه хә+=°‏ 
۱- تعریف: فرض می‌کنيم تابع در هر نقطه از بازه‌ی )90 +ره) تعریف شده باشد گوئیم حد تابع وقتی که ۰0+ < X‏ برابر 
эде‏ حقیقی 1است و می‌نویسیم: 1= lim 6х)‏ 
اگر و فقط اگر که داشته باشیم: )€ < Ve > o HM > ۰ : Vx 6 > М» |х) - l|‏ 
у ИЙ‏ شرف بط الت عاد Sa‏ تعریف است بان قفاوت SEM а уза‏ 
به همین ترتیب: 
ЯМ > ::Vx(x < -M> |х) -1[<е)‏ ۰ < ۷۶ جه 

مثال: با استفاده از تعریف حد. ثابت کنید: 

с =,‏ ما 


х=» x=) 


+ 
E> ° 3 M> ۰ : Vx (х > M= |191 ү < е) 
XxX 


۲ + ۱ ۲۲ + Y 
х -۱ 


— <ë 


х-\> L > x> ам بنابراین ۱-مثبت است)‎ эк می‌کند لذا‎ Јах -< + 0 (چون‎ 
€ € i 


x> M = x> + 
3 

لذاکافی است سل + ۱ < ۷1 اختیار کنیم. 

0 هرگاه بخواهیم از نامساوی a‏ < ×نامساوی b‏ > درا نتیجه بگیریم. کافی است 2 را بزرگتر یا مساوی 0 اختیار کنیم در 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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در واقع در انتخاب М‏ از نکته‌ی فوق استفاده کرده‌ايم. 


مفهوم حد بی‌نهایت (حد نامتناهی) (حدی که 0 + پا ٥‏ - می‌شود): 
) تعریف: فرض می‌کنيم تابع ٤‏ در یک همسایگی محذوف a‏ تعریف شده باشد. گوئیم حد تابع f‏ هنگامیکه ех < a‏ 
می‌کند. برابر 90 + است و می‌نویسیم: ۰0 + = Sllim f(x)‏ فقط اگر که داشته باشیم: 
Vx(e > | - a| > ۵ > х) > М)‏ : ۰ < ۵ 3 ۰ < ۸ ۷ 
۲ به همین ترتیب: 
Ух )۰> ۳-۵۱۵ >f(x)<-M)‏ 
Уй‏ دو تعریف فوق, برای حدود چپ و راست نیز برقرارند. 


مثال: با استفاده از تعریف حد. ثابت کنید: 


Y N 
o > ۳-۱۵ АЕ 
N 


لذا کافی N=‏ ره суво‏ 
مثال: با استفاده از تعریف А»‏ ثابت کنید: 
۱ 
lim )۱-۳( = - о‏ 


x + ۱ ۱ 


N> ۰ Jô > ۰ :۷۰ > <Ó ۱۲ج‎ < -N) > - ۱ < 
е > ۱+ > > و10‎ ۲۲ >x <log1 x 
>. <x<Ó 2۰ >> 1081 N 
اختیار شود.‎ e > < 108, y لذا کافی است‎ 
تلفیق حد بی‌نهایت و حد در بی‌نهایت: تعاریف زیر را مستقیما بیان می‌کنیم:‎ 
Ух (x > M> х) > N) 
:Vx (х <- M> (х) >N) 
:Vx (х>М= х) < -N) 
:Vx (x <-М= х) < -N) 


مثال: با استفاده از تعریف حد. ثابت کنید: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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lim (-x" - fx +) = - 
X بت‎ - o 


N>. 3M> ۰: Vx(x < М -x` - ۴ +۷ > -N) 
x+ ۴۲-۷ < № مج‎ + ۲-۱۱ <( > + ۲|< ۰ ۱ + ۱ 


-- ۲< N+ > عاست)‎ + ۲ > о می‌کند لذا ۲- > بوده و بنابراین‎ ах - -۰0 (جون‎ 
-x>Y+| N+ AY =x<-(Y+A| N+ à) 
>х<-М х < -)۲+۰ N+ à) 

لذا کافی است ۱۱ N+‏ + <۸ اختیار شود. 
(n EN) f(x) =e рлы‏ داریم ۰ = lim f(x)‏ با استفاده از تعریف حد. مقدار M‏ بر حسب plase‏ است؟ 


× —+ о 


M> (т M> ۳ MG M> 7 0 
3 nE п К 


€>. 231۷ < ۰:۷ ) < М اج‎ | <£) 
x 


<£ <k "<2 э kba 


к Ve 


б)‏ + < ×میل می‌کند پس ۰ < ×است) 


سل دور >x>M‏ 


E 


E 

تست: عبارت N> ۰ 3 M> ۰ :6< M> 6х) < -N)‏ ۷ معادل است با: 

1 سح 1 ۴ س‎ 1 = Y i = \ 

Jim f(x)= -°% ) lim fx)=-%@ lim Қ) = + o ) lim х) = +% ) 
همواره برقرار باشد. کدام نتیجه‌ی زیر‎ YN > ۰ 30 > ° : Vx (es < x—- a < ۵ > х) < -N تست: هرگاه عبارت‎ 
از آن گرفته می‌شود؟‎ 

lim f(x) = - oo (f lim f(x) = + o ۳ lim f(x) = -% (Ү lim f(x) = + о 0 

Zesar х ~at х а х —a 

پاسخ صحیح گزینه‌ی ۴ می‌باشد. 
تعاریف حد در حالت مختلف: 
در کلیه تعاریف زیر: 


۳ منظور از о‏ , 0 + یا 00 - می‌باشد. (Ӯ‏ و ۵ اعداد مثبت بسیار کوچک می‌باشند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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УМ б‏ اعداد مثبت بسیار بزرگ می‌باشند. 
رت ما و اه u‏ هه رنه اروش( yt айы‏ از کش با ری OEE p Б‏ 
Ке‏ 
IMEN :VnC€N(n>M>l|a -1| <)‏ ۰ < ۷۶ جه 1= lim а‏ (۱ 
Онт х) =1 ۷۰۰3۰‏ 


Vx (< ۳-۵|>۵ > |х) -1|< š) 


адь :\х‏ < ۷ چه 


:Vx (° 
جه‎ ۷۶ <۰230۵<۰ :۷ ۵ >> > | {х)-1| <) 
:Vx (° 


<x-a< > |х) -1| <) 
ФҮМ> 90: :Vx(: > к-а|< ó = х) > N) 
ФҮМ> 30° :Ҹх(-д<х-а< х) > № 


ФҮМ> 90: :Vx(<<x-a<Û =» х) > № 
جه‎ ۷ < 90° :Vx(<< к-а|<д х) < -N) 
4) іт f(x =-% +۷۵ < ۰230 < ۰ :М(-д<х-а<: = х) < -№ 
۱۰( lim х) = -% SYN < ۰30۵ <۰ :Мх(. <х-а<д = х) > -№ 
۱۱( lim f( )=1 Ve > :ЯМ>• :Ҹх(х<-М = х)-1|<) 

۱۲( lim f( )=1 Ve < ۰ 231۷]<۰ :Vx(íx> M 5[х)-1|<) 

۱۳( lim х) =1 Ve < ۰ 3M>- :Vx(k|>M > (-1|>۶( 
lim х) = =+% SYN < ۰ 3M>- :М(х<-М әх) > № 

۱۵( lim х) = + SYN < ۰ 3M>- :М(х> М әх) > № 

۱۶( lim х) = +0 ФУМ>:9М>. :Vx(k|> M х) < №) 

۱۷( lim х) = -@% SYN < ۰ 231< ۰ :М(х<-М х) < -№ 
0 lim f(k)=-% SYN >-JM>.- :М(х> М <f) > -№ 
\4) іт fx)=-% ۷۵ج‎ < ۰3<۰ :Vx(k|> M х) > -N) 
Ye) lim f(x) = o VN><30>۰ :Vx(-<k-a|<ó = х) | >N) 
lim Ңх) = @ SYN < ۰ 3M>- :Vx(x<-M = |х) |< N) 

۲۲( lim х) = ә SYN < ۰ 3M>- :М(х> ۷ = |х) |> 
lim х) = ФУМ>:ЭМ>. :Vx(k|>M >I[()|> N) 


تست: در تابع — = (х)‏ برای 451 f(x) > Yoo‏ باشد. × باید در کدام فاصله‌ی زیر قرار داشته باشد؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(0/44 ۰۱( U (\ ۰۱/۰۱( ۴ (0/44 ۳ (0/44 ۰۱/۰۱( (Ў (\.\/°\) 0 


در اینجا N= Yoo‏ است و بنابراین داریم: 
(توجه داشته باشید که جون ۱۳ > ×لذا ۱ > است) 


قاعده‌ی هوپیتال (لوپتیال). 


قضیه: فرض کنید توابع ٤و‏ £ روی بازه‌ی بازی شامل نقطه‌ی aa‏ مشتق‌پذیر باشند و مشتق تابع ع در این بازه (به جز احتمالاً در 


= (یعنی مبهم ےس‎ lim х) = lim ۵ )= ° صفر باشد و داشته باشیم:‎ —J (a نقطه‌ی‎ 
lim Í) -۱ ilim f) 
., gx) g'(x) 


توضیح: هرگاه حد یک کسر به صورت مبهم سک در آید برای رفع ابهام آن با استفاده از قاعده‌ی هوپیتال به صورت زیر 
бее?‏ 


یی 


صورت اگر ]= 


slim f) =] f s 


! 
Р(х) =1əlim 0 =] 
g'(x) gíx) 
HOP 
= 
مثال: مطلوبست محاسبه‌ی حدود زیر:‎ 
š =y 
lim 
xf و‎ 
نسبى‎ ° = lim EE ELS x- 


-Af y * '(x-t)(x+ + 1)‏ "° ی 


راه دوم: (قاعده‌ی هوپیتال) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Тее ) 7 ۱-۳( له‎ + хт Yx + 9) 
نسبی‎ * А У) ۲ EES 


۳ 

_ 1: х+\-4)(...) _ 1: [xY тух ++ fafat 

= іт =з] к АДЫ т ан ныр 
xA (x -A(... xA j x+ Y+. + 


راه دوم: (قاعده‌ی هوپیتال) 


Ц m‏ ۰ - ی 
ses ПИ,‏ 7 نیز به صورت مبهم سی در Ll‏ می‌توانیم بار دیگر به شرط برقراری شرایط از قاعده‌ی 
уо‏ 


X—a П 

- . 2 ت‎ X 

ا قدر ادامه دهیم تا عبارت از صورت مبهم “سی در اید. 
9 سبی 


+X уо 
а еа مثال:‎ 
+ Y سبی‎ r€ 
fx- Fx" + 
x۳ 


yYx'- yYx+Y _\ 
m — U 


پر خاش gu isa‏ ی وس اس و ukana‏ 

. 00 . кн А Z. 

تزلر ۳: قاعده‌ی هوپیتال را می‌توان برای رفع ابهام صورت مبهم جر نیز به کار برد. 

Pr JO‏ قضیه‌ی هوپیتال برای حد در بی‌نهایت (یعنی هنگامیکه 0+ <- bx‏ م6- ج рах‏ می‌کند) نیز برقرار است: 
1 

ы im > i 


+ 00 (Y о (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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„Ji‏ ۵ استفاده از این قاعده. در اکثر موارد کارآئی لازم b‏ دارد. البته در برحی از موارد هم نمی‌توان از این قاعده استفاده 


T 
СЕС зох озде 
іт х — ч лы. 
хә SInX — ° نسبی‎ ° 


HOP | Yx sin — + x )- —)sin 
= lim 
е СОБХ 


a QÑ КЫ 
Yxsin- - SIN — 
x x 
COSX 
و جود ندارد) مجاز به استفاده از قاعده‌ی هوپیتال نیستیم.‎ 177 sind 481) صورت وجود ندارد (در‎ А> جون‎ 
راه حل صحیح به صورت زیر است:‎ 


1 Л ۱ 
lim — — xlim xsin zy 
X وب‎ ° sinx X وب‎ 


= ° نسبی × ۱ =(کراندار x‏ ° نسبی) × ۱ = 


ë . ё z ° o А А К А А 2 К. 
НОР از حالت مبهم يا یم در امد. دیگر نه لزومی دارد که از قاعده‌ی‎ dua sa godel تزلر ۶ اگر کسر پس از استفاده از‎ 


استفاده کنیم و نه РЕЯ‏ به استفاده از آن هستیم. 


hi е 2 буы А РА 
می‌باشد. جهت رفع ابهام صورت‎ = L تژلر ۷: همانطوریکه قبلا بیان شد. این قاعده فقط برای رفع ابهام صور مبهم‎ 


مبهم دیگر بایستی ابتدا آنها را به صورت акы‏ در صورت برقراری شرایط از قاعده‌ی هوپیتال 
استفاده کنیم. 
ترر ۸ ازاین قاعذه‌برای اتات برشی ازهم ارزیها وی پیدا کردن Е‏ هم ارز یک تابع می‌توان استفاده کرد که بحت: در این 


مورد را به بحث g‏ ارزی موکول می‌کنيم. 


(m € N) کدام است؟‎ 7 XI) Lat: 
к-\) 
(п-\)(п+ à) п(п+ \) п(п-\) 
= (۳ ле Q == (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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; о НОр п- \ 
بسیع‎ ° : nx -n 
— > lim —— 


x”) yx-)\)‏ ° سبی 
lim PeT a-y)‏ > 
Y Y‏ اب ور 

تعریف دو تابع هم ارز: فرض کنید 4 عددی حقیقی و L‏ +یا ٥‏ -باشد و توابع و8 در یک همسایگی از а‏ (مگر احیاناً 
در خود (a‏ تعریف شده باشند و g‏ در این همسایگی (جز احیاناً خود (a‏ مخالف صفر باشد )° ۶ (B)‏ در این صورت دو 
تابع و چ را هنگامیکه а‏ > ×میل می‌کند. هم ارز یکدیگر گوئیم هرگاه ° = 
در این حالت می‌نویسند: 
(بخوانید f‏ هم ارز است با g‏ هنگامیکه ах‏ سمت 2 میل می‌کند) 
ضمناً در این جا ۶و 2 را دو بی‌نهایت کوچک هم ارز گویند. 


همچنین هرگاه ± = C slim g(x) =+% lim f(x)‏ داشته باشیم ۱ o‏ 07 باز هم گوئیم با ع هنگامیکه 
x‏ 


f~g می‌کند. هم ارز است. در این حالت نیز می‌نویسیم:‎ Jex >a 
8ب‎ 
«هنگامیکه ۰ > ×میل می‌کند. با‎ ззіпх زا نذا دو تابع‎ = = ۱ slim sinx = іт × = ۰ مثال: چون» ° نسبی‎ 
یکدیگر هم ارزند.‎ 
š 2 М 
با‎ dj 1 همم ارز‎ 8200 = x - ۱ х) = х-\ زر : دو سابع‎ 


х) =) ولی‎ ш. E(x) = ۰ „lim Ң )= • абс 
لیست کاملی از هم ارزیها:‎ 


\)ѕіп xxx , sin mxwmx , sin x"~x® , sin (K -x.)= (x -x,) 


X وب‎ KX +o X وب‎ хх. 


: У \ \ Ç ۲ z š 
п 4 7۷ X , 0 xg b Sin usu , sin” u>u” , sin”u~sinu”~u” 
Хве х + 


Ч е Ч е Ч е 


به طور کلی 


خود э‏ کمان — (هر کمان) sin‏ 
° ج کمان 


Y)tan хех , tan mx mx .... 
Х وب‎ mx ودب‎ 


tan иси , tan تیانج نا‎ , tan" u ~ tanu” vu" 


Ч ° Ч ° Ч ° 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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خود آن کمان ~ (هر کمان) tan‏ 
° = کمان 


Y) Arcsin x ~x 


وب ور 


H 


خود آن کمان ~ Arcsin (OLS a)‏ 
° = کمان 


©) Атсїап بجر‎ 


X وب‎ 


9 
خود آن کمان — (هر کمان) Arctan‏ 
° ج کمان 


0) \-со$ Yx — Yx ` 
X وچ‎ 


(vx) 


\ -cos y xy 
х? Y 


۱ - у COSX м — = 
۱ + cosx х > Y+) F 


. vU 
\ - COSU = Үзіп' у 


۱ - cos (OLS a) толе: 
کمان‎ > ° 


۶) \- cos?” u 
u—>e 


y 


V) \+cosu ~ (u-z) 
H эл 


Y 
۸) sin(sin(...(sinx)))...) ~ x 


وب رز 


4) tan(tan(... (tanx))) ...) б: 


10) x -Sinx mx - sinmx 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱۱( u’ - 0 


x" - ѕіпіх × А 
хее Үү 


x`- 910 = (х - sinx ) (x + sinx) 


\Y)x -tanx say 


"(خحود ol‏ کمان) 4- ~ تانوانت یک کمان - یک کمان 
° ج کمان 


tanx -x ~ ix و لذا‎ x - tanx 


Xe 
۱۳( ۱۱۲۰ 128۳ ~ l uf 
КОЕ > 


۱۴( tanx -sinx x" tanmx - sinmx 
° وب )و‎ 


به طور کلی 


۱۵( بر‎ - віпх 1х" 


۱۶( ۱ - оох - x" 


۱۷( х - tanx 
۳ 
1۸) х - Arcsinx 
\4)х- Arctanx 
X وب‎ 


Yo) Arcsinx - 


Y\)cosx ~ cotx 


7 
х 


Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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YY) cosax - cosbx 


cosax - cosbx = - Ysin 


СҮ ах + bx ۳ ах -bx ыс بش‎ (b +а)х 2 ел > 


Y Y Хх‏ وب )زر 


cosx- cosx ~ fx" 


Хо 
۲ 
۱ - 6092 cosbx а; a'+b 


YY) 
x ros Y 


TF) anx? + ap ух \ +.. +ax+a, 


۲۵( رمع‎ + ух?! + a,x +a, anx” 


۳ رو 
n)‏ عدد طبیعی فردو ° # sx ыр na’ (а‏ 


b 
=Q (a > ° عدد طبیعی زوج و‎ n) 


N ax" +bx +c 


۲۹) )۱+×( 


۳۱( L x] 


۳۲( 1۸ )۱+ ах) 


Үе A ~ x 


Х وب‎ 


N ۱-۷۲ 


YY) Arccosu 


rN 
۱1 ۷ب‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


rN 


وب و 


>ле п)‏ طبیعی فرد و (a Zo‏ ۳ ... ۱و 


bxn-AY,... ае (a > ° عدد طبیعی زوج و‎ n) 


۷۰ /اندیشه برتر 
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Yò))e-\-x 


Y?) ех - ех 


از این هم ارزی» جهت رفع elel‏ دو صورت مبهم ۰2۳ نسبی) و 


از این هم ارزی جهت رفع ابهام صورت مبهم ۱۳ استفاده می شود. 


(п,КЄМ ,a>b) 


„(рєЄ№) 


\) КОЕ - او‎ + 


ү" 


y“ 


(Yn-\)=n* 


Yn=n(n+)) ~ п" 
п ب‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ArcsinYx - ArctanYx _ 2 
yx“ 


tanx tanYx...tannx _ e 
n(Arctanx)" 


и. (Arcsinx) 


tan(x" -\)-sin&"-)) _ - 


Ytan'(x"- \) 


Vx dx x _ 


۱۲( lim (N x'-fx+V-x)=% مه‎ ~ li (k - 11-х) = lim (х-ї-х)= 


х ++ % 
Ч ۳ 
۱۱ іт دنت‎ - 2 = 
\ ۲+ ۴۲ -N ۱۶۲-۳ 


ТА(к+)-(х +2) 


lim 
× —-o عم‎ + ۲|- ۲ ۳-۱ 


Е 
۱۶۲ + ۴۲-۵ о 
ڪڪ‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Коу lim ۱-۵۵5۱ - cos Yx) _ > 
° x" tanYx ° 

a| ۱+۲۲ ۰‏ ۶ +۱ لد 

° ۱-٩ Ar Yx ° 


\У) lim x" )۱- cos ( = e x ° 


× —+o 


Yx-N +۱ 00 — 00 


Y o0‏ وه 
X+N X + Y‏ 


| E e 
\4) lim (\+;) =\ 


X +оо 


n n 
9) ss lim к. 
n—+e yty ati naet o gn +Y Yò 


2‚ بسیاری از هم ارزیها را می‌توان به کمک قاعده‌ی HOP‏ ثابت کرد. 


Л‏ به کمک قاعده‌ی هوپیتال می‌توان تابع هم ارز یک تابع را به دست آورد. 
مثال: تابع هم ارز تابع l f) = x - sinx‏ هنگامیکه ° > × میل می‌کند بیابید؟ 


فرض می‌کنیم: 


لذا باید داشته باشیم: 


این حد زمانی برابر ۱ می شود که داشته باشیم: 


x-sinx ~ mx" = x" و از اتا‎ 


X وب‎ 


AA‏ با استفاده از بسط مک لورن یک تابع» نیز می‌توان تابع هم ارز آن را به دست آورد. 


مثال: در Saa‏ دنباله بسط مک لورن sinx‏ را به صورت زیر بیان کردیم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


xV 


XY KS xY 
v! 


мо 


sinx =X 


۶ /اندیشه برتر www.riazisara.ir‏ 


9 


КОЛОК s ТА.‏ هنگامیکه ° > ×میل می‌کند. هم ارز با جمله‌ی با کمترین درجه‌اش است لذا داریم. 


روشهای خاص دیگر استفاده کرد. 


.  COS[SInX)-COSX ° 
lim = 2: 


x>. Arctanx .5іп'х 


sin ۵+ xArcsin Yx 
tan'Yx 


اما از بسط sinx‏ فرمول )®( داریم: 


Y داریم:‎ [Де 


єў! 


—› 


لذا داریم: 


رفع ابام صور 222°( 
\( رفع ابهام حالت مبهم — 


برای رفع ابهام این حالت می‌توان از روش تجزیه» هم ارزی» هوپیتال و یا تلفیقی از آنها و یا 


مغال: 


روش دوم: 


. Sinx+x `: 
- 0 sin 
~lim 


X وب‎ 


xf 


۲۵+ ۲ _ 


Еи ارزی‎ ee lim 
9 — و‎ x 


tanëx -tanx -tanfx _ 


sin! Yx 
121۵ tan( -x )їап( - Yx 
۳ 
(Yx) 


s < lim مها‎ _ o 
к, 
(x) 


x+ y+ х= о = tanx + tany + tanz = tanxtanytanz 


X وب‎ 


. 
تلنه: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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| sinx - sina 
д) іт —— — –- 
х >а tanx -tana °» 


х +a X +a 


. X-a X-a 

Ycos 5 ال‎ ۲6۵۵ — x= . cosx cosa 

ہس а lim‏ ارزی دد lim‏ > تبدیل به حاصلضرب 

; بل‎ еза sin(x -а) e. еза 
COSX со$а 


: х+а ۳ 
=lim cos = cosx cosa = 2 
х —a Y 


X-a 


HOP 
: COSX cosa cosa 
=> lim ——— =—— = ЖЕТЕ 


= = со$'а 
x>a \ 20 ۱2 


Cos Ya 


ада J‏ توجه کنید که شما بایستی در محاسبه‌ی یک حده آسانترین» سریعترین و کوتاهترین راه حل را انتخاب نمائید. 


۵ و‎ 
N ۱۳ e à 


> lim 


1 у 
A cosx - Í COS x ЕС 


lim 


— è J 
X وب‎ X وب‎ X Ó 
#) lim 
хә» ۱ - COS x ° 
Б] کند در ند‎ аә \ | U کند‎ хо; cosx = џ? ف د ; لذا‎ 
و چون میل می‌کند بنابراین مل و ي‎ ое 


Yu'-Yu -\ 


7 ۲ W 5 
со رفع ابهام‎ (Y 


برای رفع ابهام این حالت نیز می‌توان از روش تجزیه. هم ارزی. هوپیتال و يا تلفیقی از آنها و یا روشهای خاص دیگر استفاده 


lim 


0 - بت × 


Y) lim Саа هم ارزی‎ lim „ 


× ب‎ - 0 Y 


۲ + ۱+ |-х | 


N ۱۶۲ + Ax + ۴ 
x 


lim HZL‏ م‌ارزی 


lim |x] +L Yx] +l тх. +... + | nx] 
n— +o n 


ру) + (Yx - px) +... +(nx - Pn) 


n 


н... +п)х - (P+ Py +... я 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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súl 


۲ رفع ابهام % - مه 


برای رفع ابهام این حالت. می‌توان از А бә”‏ مشترک‌گیری» ضرب عبارت در مزدوج؛» هم ارزی و استفاده کرد. 


lim (xtanx - Ç secx ) = o0 - о 


Л ۳ 
lim 
Ycosx + 


)= 


x 


т 
г 
Y)lim (N x" - Fx +4 ۸۳-۹۲ + f -x) 
× -ب‎ 0 


sinYx(YcotYx- COX) _ ° 


x 


sin fx (cotx - tanx - cotx) 


x 


ў) lim 
X وب‎ 


lim 


X وب‎ 


۳ ۲ 


۴( lim x X 


= o0 
хоо yx ۱ ۱ 


— бо 


۳ 


С” lim‏ مشترک 


х ә 


оо 


(їх\-\)(Үх +à) 


ò) lim (Іор? +1) - مه = )9- و10‎ - оо 


alil اچ‎ |] — 


Үхѕіпх- л HOP . 
— — ә lim 


۲۷۲۴ +۲ - ۲۷۲ +۲ 


مثال: 


Ysinx + Yxcosx _ 
- sinx 


-\ 
A 


Ycosx К 


= 00-00 + هم‌ارزی هه‎ > lim (k-v|+ хх) =۳ 
× — - 0 


оо — 0 


lim 


X وب‎ 


Yx +Y ay 
خاصیت لگاریتم‎ > lim 102۳۲ ۵ - log} = -Y 


۲) رفع ابهام ته × = 


برای رفع ابهام این حالت ابتدا به دو تساوی ساده‌ی زیر توجه کنید: 


عامل صفر شونا = و پر ں ے 
— 


عامل بی‌نهایت شونده 


E E ری پر‎ лы 
۱ 
عامل صفر شونده‎ 


و به همین سادگی که دیدیم» حالت مبهم 0 × ° را به دو صورت مبهم ساده‌تر یاس تبدیل نموده و سپس مشابه موارد قبل 


عمل می‌کنيم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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lim 6۲-۵ + ¥) tan 5 
х اب‎ ۲ 


НОР > lim هت‎ —_ 
۶ ۱ (оой!) š 


Y)lim N ۴+۲ sin \ = бох 
х مج‎ Yx + 


Ç : L А -X -\ 
هم آرزی‎ В ет р mn ۲+۵ Y 


Y)lim Arcsinx.cotx = • x o اج‎ Arcsinx _ • 
X وب‎ Жолук tanx 


- ۲6۱+ ۵0/۳۲۵ у 


(оо (к +2) 


۵) lim х(\-ов, 1) ех. lim xx =| 
× و دب‎ x Yx 


X >e 
= = + + 7 
+ — о 9° — о رفع ابهام‎ (0 
تقسیم عبارت در مزدوج و ... استفاده کرد.‎ D در این حالت نیز می‌توان از مخرج مشترک» ضرب و‎ 
مثال:‎ 


:0* و‎ ۰" algal رفع‎ (f 


“м. в(к) акк) مکی وخ ای‎ КОЕ 
е برای رفع ابهام دو صورت »و .از هم ارزی‎ 


lim (sinx)'anx —(+")° مثال:‎ 


وب و 


lim x* —lim ex Lnx‏ هم ارزی 
x 557 x 5+‏ 
lnx _-%‏ 


1 ° سرت‎ 
=lim e* = li '>lim ех =e = \ 
х کوب‎ о х + 


E) а(х) (((х)-\) ۱‏ 
برای رفع ابهام این حالت مبهم از هم ارزی (f(x)) ~e‏ استفاده می‌کنيم. 


х Уа 
100 > ۱ 
gE) > + 00 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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\-соѕх 


\* هم ارزی‎ lim е 
X >e 


بررسی حد توایع دو ضابطه‌ی 
جنانچه می‌دانیم وجود یا عدم وجود Ќа)‏ تأثیری در وجود یا عدم وجود lim f(x)‏ ندارد در حالت کلی برای محاسبه‌ی حد 


توابع دو ضابطه‌ای بسته به نوع تابع دو ضابطه‌ای به صورت زیر عمل می‌کنيم. 
f. (х ‚(х>а‏ 
) هرگاه ضابطه‌ی تابع به صورت ) ( ) ۸ =) ) باشد برای محاسبه Jim f(x)‏ حد چپ و راست را 
Мк) ова) А‏ _ 
حداکانه به ت ز شیم . 
ا lim f(x) = lim f(x)‏ 
"وب x‏ "وب х‏ 


lim f(x) =lim f,(x) 


x—a` х —a` 


اگر دو А>‏ چب و راست به دست آمده» با یکدیگر مساوی بودند. (х)‏ 71 موجود است و مقدارش برابر با مقدار مشترک 
X >a :‏ 


دو حد فوق خواهد بود. 


پس f(x)‏ 1170 وجود دارد و مقدارش برابر چ است. 
ج х‏ 


(Y‏ حد توابع دو ضابطه‌ای که ضابطه‌ی آنها. روی 2 عوض می شود: در توابعی به صورت 


f(x) G ez) 
f) (ке) 
(چه صحیح و چه غیرصحیح). از ضابطه‌ی غیرصحیح استفاده می شود.‎ а برای محاسبه‌ی حد در هر نقطه مانند‎ 
نزدیک هھ است ولی خود 8 نیست.‎ × (а ¢ 7 چه‎ sa € Zaz) ×میل می‌کند‎ > a در واقع در این گونه توابع هنگامی که‎ 
لذا × هیچگاه صحیح نیست. بنابراین در این توابع داریم:‎ 

EI т] 
برای محاسبه‌ی حد توابعی به صورت فوق, بایستی حد هر دو‎  -< oo) بی‌نهایت باشد‎ a در حالتی که‎ ара تزگر‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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در این حالت اگر lim ї(х)=1,‏ جاک( dim f.(‏ تنها در صورتی f(x)‏ در بی‌نهایت J>‏ دارد که ,1 = 


КЕ 


lim (L x] +1-х1 ( مثال: مطلوبست‎ 


x ۲ب‎ 


lim (l x] +۱ -x] ( مثال:‎ 


X دب‎ o 


جون ۱- lim f(x) Мо Z‏ موجود نیست. 
زیرا حد تابع در هر نقطه. در صورت وجود یکتاست. 


۶X + тк „(х 62) 
lim f(x) „lim f(x) مثال: در تابع‎ 
Ее хәл Үх!+х+\ 
—— „(х Є2) 
х'+ ۵ 


іт f(x) = lim аша —lim‏ را 


X وب‎ ° X وب‎ 


lim f(x) = lim کاخ‎ - 2z + 


X >n х >n 


=y 


بنابراین تابع در این حالت حد دارد و ضمناً ۲ = lim f(x)‏ است. 
X ++ o‏ 


۳ حد توابع دو ضابطه‌ای که ضابطه‌ی آنها روی Q‏ عوض می شود. 


f , (x EQ 
لازم است هر‎ (a € 0 ۾ چه‎ E О (چه‎ lim f(x) برای بررسی‎ х) = к در توابعی به صورت‎ 
frx) ,(x#Q) 


دو حد lim f.(x),lim f (x)‏ را حساب کرده. در این حالت f‏ در نقطه‌ی a‏ حد دارد اگر و فقط اگر که مقدار دو 
X —a X —a‏ 


lim f(x) =1 lil lim f (x) =lim f,(x) =1 حد فوق برابر باشند. در این حالت اگر‎ 


X —a X —a 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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در واقع در اینگونه توابع» هنگامیکه a‏ < ×میل می‌کند (چه sa € О‏ چه (a É Q‏ × می‌تواند گویا یا گنگ باشد. چرا که 
هرچقدر هم که به 2 نزدیک شود بازهم (به دلیل اينکه بین هر دو عدد حقیقی. بی‌نهایت عدد گویا و بی‌نهایت عدد اصم 
وجود دارد) × می‌تواند LL‏ اصم باشد. لذا به ازاء برخی از مقادیر که نزدیک به calfa) = Ё (х) дш» a‏ و به ازاء 
برخی دیگر که اصم هستند 100 = (100است. 


леде ево 26 = | (x €Q) مثال: در تابع‎ 
,) ER - О) 

lim Dx) ,lim DQ) ‚иш D(x) 

` flim ۱-۱۵ я 
s > \= >lim Ох) = موجودنیست‎ 
lim x ¬۷ 


х 4¥ 


Hm _ \ 


Hm ` 


х ارب‎ ۵ 


lim 
E > \=° >lim D(x) = — موجود‎ 


x —- о 


Y) 
lim 
× —-%0 

Кх) „(кЄО) 

f) , ZQ) 

s Arccot .Arctan cos sin‏ ...)» در این صورت ؟ در ۵ (a € R)‏ حد دارد اگر و فقط اگر که a‏ ریشه‌ی معادله‌ی 


100 = (),1باشد. 


gs «АЎ‏ تاد Д у=‏ هرگاه f, sf,‏ در تمام نقاط  А>‏ داشته باشد У)‏ توابع چند جمله‌ای. 


f( =f‏ در جند نقطه А>‏ دارد؟ 


۳ $( شمار 
X + - ۲ >х'+х-ї=, х = \‏ 
این معادله تنها یک ریشه دارد و لذا تابع فقط در یک نقطه (۱ = (х‏ حد دارد. 
х" ‚„(хЄО)‏ 
(x ZQ)‏ , 


=f‏ )1 در چند نقطه‌ی اصم حد دارد؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۶۳۱/ انديشه برتر‎ www.riazisara.ir 


پس در دو نقطه‌ی اصم» J>‏ دارد. 
x ۲۷۲-۷ „KEQ‏ 
ay (х0)‏ 
(f ү ҮҮ‏ ° 


٤) =f‏ در چند نقطه‌ی صحیح А>‏ دارد؟ 


x- Үх'-х=-Ү > x- ۲۷۲- و‎ + Y=o > a+b+c+d=>0 > x =) 


«تقسیم به روش هرنرا ۱ W‏ ت 


x- xx + Y =(х- ۱(0- x - Y) = ° 
ار‎ = -۱ 


=C 


x -x-Y=. =a+c=b | 
x= شک‎ = ۲ 
a 


پس در سه نقطه‌ی صحیح ,+ = رو ۲ = > حد دارد. 
с, {х EQ)‏ 


(a € Q' ,a € Q) در هر نقطه مانند‎ (c, # c, , 6, c, € R) f( ) = نتیمه: هر تابع به صورت‎ 
Cy (xQ) 


و در ЖОО‏ حد ندارد. 
glx) = | а | 21) елаз‏ حاصل (fg)(x)‏ «زاکدام است؟ 
ш -0 кес) х! ,) > ۱(‏ 


=j 
дур (e -0 (Y ۵) 


حل: چون ۰ = slim х)‏ ع کراندار است لذا حد حاصلضربشان صفر است. 
اب × 


بررسی حد توابع به صورت y = [fO]‏ 
برای بررسی حد توابع به صورت فوق. در یک نقطه ابتدا حد عبارت داخل | | blim f(x) ш‏ حساب می‌کنيم. در این 
صورت: 
الف) اگر حد مزبور» عددی غیرصحیح مانند | شود یعنی 1= E zlim f(x)‏ 1آنگاه: ]1 |= | lim f(x)‏ 
یعنی در این حالت حد از جزء صحیح عبور می‌کند. 
تست: | + "× | lim‏ کدام است؟ 
x —4 ۲‏ 


۱+۲۰ YC ۳ ۳ ۲0 
lim |x + \ | == СЕЕ \| = [7 خورده‌ای‎ = Y 


Xx ¬ ۲ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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—( اگر f(x)‏ 1 عددی صحیح شود در این حالت بایستی حدود یکطرفه (حد جب و راست) را در نقطه‌ی 8 حساب کنیم. 
X —a‏ 1 
در این حالت» ممکن است تابع | f)‏ | در تقطفی йй‏ داشعه باشند Sal pu‏ د 


ж ۲ ها از‎ um kaga | Yes =) => مثال:‎ 


х ۳ج‎ x —v* 


Y) lim ЕЕ LV] =y ‚иш [|x | =l v] =? 
x (1 vy )مد‎ vy f 
وجود ندارد.‎ lim |×" | بنابراین‎ 
X— { ¥ 


нт |x'|=|: | =° „lim |x'|=|:"] =: 


بنابراین | "×| lim‏ وجود دارد و برابر » است. 
وب 1 


تست: حاصل ( [x] +1 Yx]‏ برابر است L‏ 


-\(% ° (Y ۱0 
داریم:‎ Уу 
ДЕЕ 


جون ۱ # o‏ لذا حد داده شده موجود نیست. 
iG‏ در پاره‌ای موارد (مثلاً در توابع مثلثاتی و...) عددگذاری مشکل است. در این گونه موارد می‌توان از اطلاعات مربوط به 
تابع و به خصوص برد تابع هم استفاده کرد. 


Wlim | sinx] =| Y] = مثال:‎ 


روشی دیگر برای محاسبه‌ی | іт | f)‏ وقتی که f(x)‏ 0 عددی صحیح است: | 


این روش برمبنای نکات ساده‌ی زیر استوار می‌باشد. 
) اگر 2 1 = lim f(x)‏ آنگاه حد چپ و راست تابع | West A RES ракы | f)‏ 
X >a‏ ` 
(Y‏ اگر ]دز نزدیکی {д.51 ‹а‏ نزولی باشد و Jim х) =n€z‏ آنگاه حدود چب و راست در نقطه‌ی a‏ عبارتند از: 
f X >a‏ 
=n‏ | )6 هن 
lim t(x) | =п-\‏ 


х ~at 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: حاصل | ۲ + - ۲ | кыши‏ است؟ 
“б ۲ 0‏ 
روش اول: 


در همسایگی last‏ نزولی است > (در همسایگی (o‏ 


پس: 


а | ۲۲ - + ۲ | =lim ( |х(к- 1) | +Y) روش دوم:‎ 


۰) -۱( | +Y АИ +ү=үї 


۳( هرگاه ۶ در نزدیکی {д.51 ‹а‏ صعودی باشد و 2 dim fx) =n‏ آنگاه حدود چپ و راست در نقطه‌ی 2 عبارتند از: 


lim f(x) | = 9-۱ 


х 2ب‎ 


lim t(x) | =n 


х =at 
کدام است؟‎ 127 , | ۲-۶-٩۹ | تست: حاصل‎ 
وت‎ -0 °(\ 
f(x) =x" - Fx -۹ روش اول:‎ 
Г(ху=їх'ї-?* >f'(x)>- > ادر همسایگی ۳اکیداً صعودی است.‎ < 
lim fíx)=- =n 


хү 


lim f(x) | وس‎ 


x —v* 
li ۲-۶۲-۹۱ =li ۶(- A کو‎ 
اا ا‎ е 


= [y (res - ٩ = [ee] ۲ mn 


: انگاه‎ di = к ; Mi ç 4) گاه‎ ۴ 
نگاه داریم‎ lim f(x) n Ez نسبی باشد و‎ Min L Max دارای‎ a هرگاه ؟ در نقطه‌ی‎ ) 


Коз шк. 
n « نقطه‌ی مینیمم نسبی باشد)‎ а (اگر‎ 


با توجه به شکل» دیده می شود که وقتی a bx > at‏ < ×میل می‌کند» 
داریم: (х) < п‏ لذا: 
lim f) | =l r] =п-\‏ 


X —a 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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با توجه به شکل, دیده می شود که وقتی а ux < а?‏ < ×میل می‌کند. داریم: 9 > J 6х)‏ 
lim | f) | = {| п+] =n‏ 


۹ کدام انیت‎ dim | -х" + - v] تست: حاصل‎ 
K — 


o (Y ۱0 
f(x) =-х'+?х-У 


f'(x)=-Yx +? 2۰ —=x=Y 
lim f(x) =Y 


хә 
>lim | -x'+#x-v| =п-\=\ ماکزیمم نسبی دارد.‎ » = Y ,>f 
im | ] Әс پس 2 کزیمم‎ 
باشد» برای محاسبه‌ی حد‎ L | یک تابع» تابع شامل حملت معمولی و جملات دارای‎ А> موم: هرگاه در محاسبه‌ی‎ “© 
می‌توان حد جملاتی که دارای جزء صحیح هستند را محاسبه کرد و جایگزین نموده سپس از تابع با وضعیت جدید. (یعنی‎ 
"Q | بدون‎ 


- تست: حاصل = alim — иг‏ است؟ 


(Р ۱ ۲0‏ موجود نیست. 


хэт > |x"| = [А | =۸ 


دنباله‌ها و حد 

همانطور که در تعریف حد توابع دیدیم. شرط لازم برای وجود حد یک تابع مانند در یک نقطه مانند a‏ آن است که دامنه‌ی 
تابع ‏ شامل یک همسایگی محذوف 2 باشد بنابرای ین اگر تابع در همسایگی محذوف a‏ تعریف نشده باشد. در آن نقطه حد 
ندارد مثلاً (х) = V‏ در نقطه‌ی ° = ×حد ندارد. یکی دیگر از راههای تشخیص عدم وجود حد یک تابع در یک نقطه 
عدم وجود حد چپ و راست و یا نابرابر بودن آنها در آن نقطه است. S‏ تابع sfíx)= lx]‏ نقاط n E z‏ 


اما روشهای دیگری نیز وجود دارند قبل از بیان یکی از این روشهاء توجه شما را به چند دنباله‌ی زیر و حد آنها جلب می‌کنيم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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می‌کنند. برخی از آنها گویا و برخی دیگر اصم هستند. می‌دانیم مجموع دو эде‏ گویا. هميشه عددی گویا است بنابراین به 


عنوان مثال دنبله‌ی — +۱ = 9 ,دنباله‌ای از اعداد گویاست که همگرا به ۱ می‌باشد. 


همچنین می‌دانیم مجموع یک عدد گویا و یک эде‏ اصم. هميشه عددی اصم است بنابراین به عنوان JU,‏ دنباله‌ی 


ГҮ 


an = е‏ دنباله‌ای از اعداد اصم است که همگرا به ۱ می‌باشد. 
قضیه: فرض کنید ]= {a y slim х)‏ دنباله‌ای دلخواه از اعداد حقیقی باشد به یک از لا ЕАО‏ 
X —a‏ 


ازاء هر жалп € N‏ مه باشد در این صورت دنباله‌ی }) {Ка‏ نیز به эде‏ حقیقی 1 همگراست یعنی: lim f(an)=1‏ 
оо‏ ب- H‏ 

مثال: می دانیم \ = lim хї‏ 

a бт مید‎ g 
lim аў = در این صورت:۱‎ a < ۱ ۵ € N دنباله‌ای دلخواه و همگرا به ۱ باشد و به ازاء هر‎ «а } حال اگر دنباله‌ی‎ 
n— + о 

به عنوان مثال: 
š‏ 
Aa) im Қа) = \‏ لب 


n دب‎ œ% 


ҮҮ = f(an) = )۱ КЕ, —lim аһ) = \ 


n х ++ о 
за, + an EN دو دنباله از اعداد حقیقی باشند به طوری که هر دو به ۵ همگرا بوده و برای هر‎ {b و‎ {а} نتیمه: اگر‎ 
2-х = ау = х) همگرا باشند و 1 # پل آنگاه تابع‎ l و ((,11)0 به ترتیب به 1و‎ Ea ولی دنباله‌های‎ b жа 


ندارد یعنی lim f(x)‏ وجود ندارد. 


مثال: به کمک دنباله‌ها ثابت کنید تابع x]‏ | ×= («)در ۲ = «حد ندارد؟ 
۱ 


an= ۲+ 7 


۲-2 = با 


واضح است که هر دو دنباله. همگرا به ۲ هستند و به ازاء هر за ۲ n € N‏ 


حل: فرض می‌کنیم 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Y‏ کند) حال داریم: 
میل می‌کند) حال داریم ۷۲۴ 2 | ۲۰۴ | )1+7( = >lim Қал)‏ 


—lim 1)0,( -)۲-۰ 


جون Y‏ = ۴ است. پس ]در ۲ = حد ندارد. 
۱ 


х) = sin ۱‏ ۱ = +« حد ندارد؟ 
XxX‏ 


مثال: به کمک دنباله‌ها ثابت کنید تابع 
حل: فرض می‌کنیم: - 
Үпл‏ 
۱ ۱ 
“+ ۲۳7۲ 
I‏ 


واضح است که هر دو دنباله‌ی فوق همگرا به \ هستند و به ازاء ھر b, + ۱ за ۶ ۱ n € N‏ حال داریم: 
=sinYnz = => lim f(an)= ۰‏ 


X ++ о 


=sin(Ynr +7) = ۱ >lim f(b,)= \ 


n +оо 


جون Z c‏ ۱ لذا در ۱ E‏ حد ندارد. 
مثال: اگر تابع ]در x = а‏ دارای А>‏ چپ باشد. آنگاه کدام دنباله. همگراست؟ 
۱ ۱ ۳ 
а+ CU Vye {f(a-—)} @ f} т fat —)} 0‏ 
n n n n‏ 
Z í` ۱‏ 
г i‏ دنباله‌ی {а-—}‏ از کند. لذا S‏ ۳ تست 
حل: چون دنہ 45 )= {а‏ از چپ به ۵ میل می گزینه‌ی ۳ صحیح 
(x EQ‏ , ۱ 


5 ,) ZQ 
را به‎ {b u э {а} برای این منظو دو دنباله‌ی‎ e ыш دلخواه‎ 2 e О حل: فرض می‌کنيم‎ 


صورت زیر اختیار می‌کنیم. 
dn = at r‏ 


مثال: به کمک دنباله‌ها. ثابت کنید تابع = f(x)‏ در اعداد گویا حد ندارد؟ 


» واضح است که هر دو دنباله‌ی فوق همگرا به a‏ هستند و به ازاء هر bsa ۶ a € N‏ 6 (توجه 


داشته باشید که {а}‏ دنباله‌ای از اعداد گویا است که همگرا به ه است ولی {Б}‏ دنباله‌ای از اعداد اصم است که به a‏ 


کش Р‏ گویا 
Қа) =1 іт (а)=\ сш.‏ 


اصم 
іт f(b.)= °‏ ,=( 


چون © A Z‏ = ادر a E Q‏ حد ندارد. 
OEE EL SEE EAI SESE кенар‏ ار 


در بخشهای قبل دیدیم. اثبات с> — лыт x ۸ ы‏ (روش و (Ó‏ بسیار طولانی و خسته 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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бый د ا اواز کن مف ماد‎ EEE 
به 1 همگرا باشل يعن‎ Қа) همگراست» دنباله‌ی‎ a که به‎ {а ) علس قفیه: هرگاه برای هر دنباله‌ی دلخواه‎ 
انیز موجود است و برابر 1است.‎ f(x) آنگاه‎ іт f(a,)=1 

— n —+o 


مثال: به کمک دنباله‌ها. ثابت کنید: 


lim х= л 


х ۲ب‎ 


اشات: +„ می‌کنیم la‏ دنباله‌ای دلخواه باشد که همگرا به ۲ باشد یعنی slim аа = Y‏ ضمناً برای a Є М,‏ 


f(an) = al >lim f(an) = lim ( M == ү" = ۸ باشد» در این صورت داریم:‎ a, Y 


n دب‎ œ n— + о 


lim х) = л = іт x” = А بنابراین طبق عکس قضیه داریم:‎ 


چ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست (۱) 

ادحد چپ تابع f(x) = || В B‏ وقتی که ۶ < x‏ کدام است؟ 
(ў Y Y ۳ O‏ \ 

۲-حاصل ۹+ (эзш 1х {| хї-#х‏ است؟ 


«т -\ (Y o (\ 


лт (2—‏ است؟ 
ШМ Y‏ ۵ مسجت 

۵ (۳ ° (Y - ۵ (\ 

a-y lx] ОР:‏ 1 باشد. Yar b‏ برابر است با: 


х اب‎ х + ۱ 


+ (۳ 


۵ ۳ ۴ G YQ 
است؟‎ егт (I x] + |×" | + [x7] ++. + |x" | [( همقدار‎ 


- ۳ Yo (Y ۱۰0 


| cosx] + | sinx] Ja 


7 1 برابر است با: 
x= x+sin| x]‏ 


cos! (Y о (\ 


۱ - COSX N COS YX 


X وج‎ XSINX 


۷حاصل 


۲ 


Vx -Ма+ух-а V 7‏ 10 کدام است؟ 


X —a 
х'-а' 


N Ya (r -N 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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lim 6х) = |” = ۲ 


x>? 
)۲(-۲ 


۱ 
) + ۲-۰-۱ 


(f) Y 


۴() چون |x]‏ در ۱ = ×حد ندارد لذا بایستی ضریبش صفر باشد بنابراین: ۲= ۾ < a- ۲ < о‏ 


sim Белш аа уо Sey Удыр 
хә\х+\ Y 


[1-۱ | + ۳ +] له‎ +l е] = 6۰ 
= 8062516 
e +sin(-\) الا‎ 


(ғ) У 


lim ДХ ©%ї* +y cosYx -cos ХА COSYX а. 1-х CosYx +y cos Yx (\ – cosx) 


xsinx х مب‎ xsinx 


۲ 
۱- له‎ COSYX .. 5 COS Yx хх 
= = ы л ЧЕ ڪڪ‎ ыш сш шш тШ 


lim 


\ cos Yx (1 - cosx) a 


кә с xsinx x >? хѕіпх(\ +A cosYx) І х! 


lim ка)  —_ + lim 
(мх +уа)(ух -а)(ух+а) *^* ” 
Ба VE оши 
ү (Vx +уа)(ух +a) Ñ Ya 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست (۲) 


mx +n 


۱-هرگاه Ym-n dim = Ү‏ کدام است؟ 


ххх Y 
- ۶ ۳ -۱ ۲ (Y ۱۲ 0 


٣‏ مجموع حد چپ و راست تابع f(x) = x | x]‏ در (n € 7).х =n‏ کدام است؟ 
Үп'+ \ 0‏ ۲8۲-۲ ۲۲-۳ 
۴ 
۳ هرگاه ۲- + dim‏ حاصل c‏ +9 +۲۵ کدام است؟ 
xA xY - Yx + Y‏ 
(т o (Y Жз,‏ \ 


۴_هرگاه Jim х= фо‏ 0 2 کدام است؟ 
x—Yx'+ax +b‏ 


-Y0 ۳0 


mx -Y 


Jim = -c olfa ۵‏ حدود ат‏ کدام است؟ 


АГИ 


т> ۷۲ m < ۲ 


. X'[x] -x |x'] 
کدام است؟‎ dim Ге = 
x ү“ X- 


۶ حاصل 


Үт -Y 0 
در کدام نقطه حد ندارد؟‎ f(x) = [х' | تابع‎ ۷ 
J YC „© 


۸ تابع ۲-۵ | = (х)‏ در کدام نقطه حد ندارد؟ 


-5T ۲/۵ (۲ JYO 


٩-تابع E N) х) = | nx]‏ «) در بازه‌ی (۱و ۰) در چند نقطه حد ندارد؟ 
п+ \ (ў 1-۱ (Y n‏ 

۰-تابع fíx)= x -Vx‏ در • x=‏ 
0 حدی برابر صفر دارد (Y‏ فقط حد راست دارد. 


۳ فقط حد چپ دارد (Ф‏ نه حد راست دارد نه حد چپ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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п = о‏ ۴ (در واقع این حد به صورت - بوده که رفع ابهام شده و جواب Y‏ شده است) 


وتو وج وج وج ۲ - ج v‏ = 


my 
> حد راست + حد چپ‎ = Yn- n 
> -صورت‎ о > atbtc = о 
fax" +b НОР пе тахт. 


lim =Y وآبج۴جد‎ - » > lim = y> 
× اجب‎ Yx у х اجب‎ ۶x 


2-۱ + و + ۲۵ <- 


=-% =—=m-Y<- 6۲ )۱(۵ 


x` [т | -xX اش‎ 27 yx- fx HOP مر‎ 
x-7 x> Х-Ү 


VW) 


۸( تابع | "×| = Р ру‏ ..,۳ { حد ندارد. 


, وه حد ندارد. 


Y ۳‏ 
۲(۸) تا |y‏ = نقاط ...وت 
بع |×۲] = sy‏ ۲ 


J>‏ ندارد. 


و“ 


X gl 
n’ n 
حد چپ‎ =N ° = ° = (زیر رادیکال منفی نمی شود) وجود ندارد‎ (ya ko 


وجود ندارد == و =N S SA‏ حد راست 
ار ү иа “scam‏ و ی ای هه “ш‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(Y) < 


مه دب × 


۱-حاصل plas lim (x-lx] )зїп‏ است؟ 


+ co (۳ KQ о (\ 


x Û 4х! + ax +b 
۶( -۵ ۲ ۵0 


۳ مقدار 51۳/۴( - XÒ)‏ 7 کدام است؟ 


COSYX‏ ۱ ۰ب ور 


٩ 2.1 А x ў 2 
کدام است؟‎ atb انگاہ‎ Jim — rn = - оо ۲-هرگاه‎ 


М 


7 کدام است؟ 
ج х‏ 


و ها اند 
هحاصل е ۳ )Arctanx‏ کدام است؟ 
зоны zey +o (\‏ 
حاصل ( lim (x- lxi‏ کدام است؟ 


о (Y WQ‏ ۴) وجود ندارد 


2 : Y ۱ 
است؟‎ مادكاim‎ (cot x К, ۷-حاصل‎ 


۱۴ zA ВИ; о (\ 

( ( 7 ۳( 7 ( 
۸ هرگاه f‏ تابعی حقیقی با دامنه‌ی R‏ باشد و ۲ < | و در هیچ نقطه‌ای دارای حد نباشد. تابع K-D fK)‏ دقیقاً در 
جند نقطه. دارای حدی حقیقی است؟ 
dim E -4‏ کدام است؟ 

× و بت‎ x 
AG Ea 0 
۲ 

о‏ ۱ تابع f(x) == | x] sinax‏ به ازاء چه مقدار а‏ در تمام تقاط => >„ دارد؟ 


\ Eo л (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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o Sx- |х| > ۱ < ده «کراندار‎ Ials x ot 


۷ 
۲ жү 
22225 о سس‎ = - % => Ax" + ax + b = (х 1), 


ЕСЕД =>a+b= -0 


x) xÀx А‏ - )× > هم ارزی 


x" ۲ 


وب رز 


\+°х-\ 
Я ; ۳ ۲۵ 
هم ارزی‎ >lim — — =— 


рь 9 
۵ 


| > ۱ => کراندار‎ х Атсї{апо = کراندار‎ × ° = о 


عددی نامعلوم بین صفر و یک( °<х-[х} > ۱ >lim (x- lx]‏ 


X دب‎ 
x" -tan'x 
=» x "tan x 


(x + tanx) (x - tanx) li 
~ 0 


x tan x хә» xx 


(x+x)(- x) y 


< ۲ = کران دار‎ < ох کران دار‎ = o 
ES > x= او اوه‎ 

| tan. | =| - | =-\ 4 

°\-)\( بایستی sinax‏ صفر شود. لذا ax‏ بایستی مضرب صحیح 77 باشد حال چون × صحیح است پس بایستی a‏ برابر T‏ 


تاش 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(Y) تست‎ 


КҮРС : ۱-۲ 

lim „ ЕУ z)‏ برابر است با: 
oo (Y -۲ 0‏ + 
KN ۲ E‏ 
x+ Y‏ 
(ў ۴ (Y + оо 0‏ ۲ 


۳حاصل (N x(x + \)(х + Y)-x)‏ 110 برابر است با: 


+ oo (ў Y (۳ ۱0 


X>+ 


оо 


Е № + 


مه ++ × 


Yx + 


ve (TC Zo 
۵ у 
برابر است با:‎ lim (N ۳۲۵ - ۱۶۴-۲ - | AK" + х) о 
× +оо 


-A -\0 (ү ^ 


۶ به ازاء چه مقدار a‏ حاصل dim (x+ ۱+ A| ×" + ax)‏ برابر ۲ می‌شود؟ 
o (۳ Y G =)‏ 


۷اگر dim (y x"-Yx+Y-ax-b)=-‏ 9 +2 کدام است؟ 


0 - بت × 


+Y Үү EYY ey Kt 


š : ۲ +۱ z 
کدام است ؟‎ 2+ Ы . lim د(‎ - ax -b)= ° هرگاه‎ Л 


хэ+о x + ۱ 


_ 1 (۳ ۱ (Ү ۰0 


Tor 
کدام است ؟‎ + b lim (а-\)х + ۷ bx 


EEE 


EE YY G ۳۰ 0 


۹-هرگاه داشته باشیم: ۲ = 


۰ -حاصل lim ×) ۳+۱ -y ×'-١(‏ برابر است با: 
0 - بت × 


o (Y AA 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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~lim (x+ \-х) = \ 


× —- о 


~lim (k++ ۲+۶ (۲۲۱ =1 >а=-Үї 
X —-o 
(к - \|- ах -Ы) =. >lim (\-х-ах-Б) = =—(-Y-akx + ۱-0 ۰ ۰ 
X —-o 


° = و + و <- ود 


ax -b)= ° 


۱-۵6 = • а= \ 
-\-р= ° b=-\ 
li I 
im 
x ++ ox + ۱ 


(Р) 4‏ چون حد کسر یک эде‏ مخالف صفر شده است لذا اولاً بایستی درجه‌ی صورت و مخرج برابر باشند بنابراین 


_„(()-а)х- ib) = x+ > Í 


b = °‏ + 2 توجه داشته باشید که • = 


2 - ۱ = >а = ۱ 


A bx 


=Y >[|b=v >b=w =a+b=Yvw КТ 


من معتقدم که انسان بر تحصیل علم به معنی درک حقیقت و معلوم ساختن مجهولات توانائی دارد و در تمام 
رشته‌هاء باید از ریاضی کمک گرفت. (رنه دکارت ) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۳ 


a-b «lim‏ برابر است با: 
х ag a‏ 


A (ї 


lim Z u‏ برابر است با: 
X —- 0‏ 


+ 00 (Y 
: ахї + \ 
کدام است؟‎ 2۳ b 0 а= 
Буа 4 


^к ۳0 


(а-\)(х+\) ۱ مهگا‎ 


lim =—,‏ ھ برابر است با: 
(в-а) (х + Y)‏ ۰ ۲ 


үү ۳ 0 


5 
۲ ۵ 4 
برابر است با:‎ lim E ые ТР РВЕ: 


“ex (x® + x" - 1) 


-V 
Í 


+ оо (\ 


۳ 
کدام است؟‎ a lim (N x" + ax" + ۲ \ ×" +ах + ۱(- ۲ ھرگاہ‎ ۸ 
X — оо 
-۱ ۲ ۳ - ۶ ۲ ۱۲ 0 


۲۲۲ + له + ۲ له‎ Ax 
۱ - Yx 
-۱ (۳ -o (Y + оо (\ 


lim Vx (А (суз |a yal op‏ کدام است؟ 


٩_حد‏ تابع > هنگامیکه оо‏ + > × برابر است با: 


+ co ۳ زو‎ 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۳ Oj gÝ E 
üm x (Yx \) x (Yx \) 


кте و‎ Yx + 3) 


a a 
pH = || =ү > 
а ۳ 


روزگار دوروز است. روزی برای تو. و روزی عليه تو. پس در ان روزی که برای توست تندروی مکن 


و در آن روزی که علیه توست بردبار باش. حضرت علی (ع) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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. وقتی ۰0 + > ×کدام است؟ 


۳ اد 
yr ۳‏ 


=) )1 وقتی ۰0 + > «کدام است؟ 


۳ 


x+ +1 x] 


Jim. 2‏ برابر است با: 


(n € N) lim‏ کدام است؟ 


X —+ 0 


ЕТЕ: ИШ sm 


Y 
کدام است؟‎ lim { к +ух +4 ах + ух 
ا‎ СН تحت ج‎ 
S | x+ Vx 


۵ مقدار 


عحاصل 


۵ 
Sw 


š 
X =Y دب‎ ts Ай 


Jim‏ آنگاه plas-‏ است؟ 
a x>\ax ۲ + bx + \‏ 


- (r o (Y vä 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۲ А Үл 
کدام است ؟‎ dim (а = х!) тс لصاح-٩‎ 


۰هرگاه |× | - "×+ рәх) =al x]‏ \ = » حد داشته باشد. هکدام است؟ 


KQ ۰0‏ ۳( 1- ۴ هیچ مقدار 


هميشه نعمتهایی را که دارید بشمارید نه محرومیت‌ها را. 


هیچ فقری 2934 از جهل و هیچ ثروتی بالا تر از علم نيست. «حضرت محمد (ص » 


ادب خرحی ندارد ولی همه چیز را خریداری می‌کند. «لاوی تلناحیو» 


هر بدی که توانی به دشمن مرسان باشد که روزی دوست شود. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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: x 
~ lim 


x FAT 


jm aE ا‎ 


ga ИКЕЛЕ И ۲ 


ах'+ bx + ۱ = (x - \)'‏ چا دعر 


а = \ 
b= -۲ 


ахї + бх +۱ =x"- Yx + \ >f 


° x © = مبهم‎ => lim od 


х ۳ب‎ 


(ў) \ 


چون |x]‏ در Y‏ = ×حد ندارد لذا بایستی ضریبش صفر باشد تا ]در ۱ = «حد داشته باشد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(V) تست‎ 
از حد راست آن در همین نقطه. جقدر — است؟‎ × > шне | cotx | حد چپ تابع‎ ۱ 
زک‎ ۰۳ ۲0 ۱0 
š : _ lx] -Y ЧИКЕ 
کدام است؟‎ dim _ f(x) حاصل‎ 5۹) ) = m Arccot = ۲-در تابع‎ 
۱۳ ў 


(m,n Є № است؟‎ elas іт 


X эл 


(- ۱ jot nn (f n m (\ 
m n 


n 
برابر است با:‎ Jim _Arcsin( Y - cosx) ۴حاصل‎ 
x° Агсѓап(\ - cos Yx) 


T ۱0 
7 y 


: ۱ 0050۱ - cos Yx) 
راب است با:‎ Jim دحا‎ 
: а x صل‎ 


Y (r ۴0 


{| ۱ sinYx 


tanx - \ 
е үү - 0 


„ N COSYX – 3 COSYX 
«کدام است؟‎ > ° 5 — 
۱ - ¥ COSX 
# _ VY (Y ۱۲۸ 


л > - 


-V‏ حد کسر 


lim tanxtan Yx жш‏ برابر است با: 
x” П(Атсіапх)‏ 
(Yn)! (f (п+ A)! ۲ п! (\‏ 


š {ox 
L کل زا | است‎ khola 
ао S 


ҢҮ ۲0 
۲ ( ( 
برابر است با:‎ lim б; E ۱د۔حاصل‎ ° 
x +" \ - COSVX 


۱ (r 90 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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111008111 __ 
х әл NCOSNX 


. ۱ - COSX 
~ lim —— — 
x +. ۱-۲ 


т SD w~ ү = (Y) 0 


х. xi 


~lim ~ . т) 
X وب‎ 


. ۲ | 
б (sinx - cosx) زر‎ -(sinx - cosx)cosx _ ҮҮ ЖЕ 


(y sinx - cosx (Ту -SİNX – СОХ Y‏ مب 
cosx Y‏ ۴ 


=> SINX > COSX :40у7 


(cos Yx - cos fx) (\ + 


)۱ - cosx) (y cos Yx + 


(\) у 


6050 - 0090 ~ 


X ورب‎ 


گوهر وقت بدین خیرگی از دست نده 


ЕТИ‏ پروین اعتصامی 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(A) تست‎ 
۵ 


\- >„ 
صل ۲۲-۲ 


۵ 
۵ 0 


۲-حاصل lim ۱ -cos—)‏ برابر است با: 


lim (x'-x)Arcsin‏ برابر است با: 
o‏ دب X‏ 


Y (Y 
u 


L الک‎ 


lim ۳)‏ کدام است؟ 
f X — + о x‏ 


dosadili ОРО ов шш» 
برابر است ب‎ lim 5 صل‎ 


۲ Y Y ۲ 
6-a (Y Pta a 
y Е: 
۱-18 
کدام است؟‎ іт — سس‎ 
X >n x x ره‎ X 
cos (cos = - ѕіп =) 
۲ ۴ ۴ 
\ YC e о 


tanxtan ۲ 


I 
برابر است با:‎ lim =>) ۱ حاصل‎ ۶ 


۶ ۳۲ 6۲ ۶۴ 0 


ا و 
Asinx |‏ | ب × 


у \ (т o (\ 
کدام است؟‎ ап حدود‎ Jim cotxm' (x _ sinx) = о هرگاه‎ ۸ 
X وب‎ 


-J ۳ > وک جر‎ ۳۸۳ ш<-\ vLm> J v G т > о (\ 


| tkx ۳ 
کدام صحیح است؟‎ Jim COX v aA 
š { х =>. COtpx йй 


p = 1 (r p=kQ0 
کدام است؟‎ їх ea حد عبارت‎ ۰ 
х2 COSX * 


Y 
— оо (Y + оо (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(cos = - sin) 


lim 
X әл x x р. 
cos (cos = - sin) 
Y ۴ ۴ 


x" х.їх.їх 
2 ۳ 
نم‎ іта (—) * 
X رت وب‎ 
ç 


s 


۱۳/۵ 


ام و 


lim Ysinx cosx zt, = lim Ysinx = Y 


COSX 


л 
x>- yZ 


: ۱ 
جر نی‎ sss 
х ЭЛ ços- +Ssin- 
Y Y 


=> -.| © <m<N ۳ 


Ба 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


x 


7)4 


(f) ۱ ه‎ 


~ × 16,9100 
—— 00 
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۴) وجود ندارد 


۴) وجود ندارد 
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تست )4( 


Arctan Yx + Агсїапїх - = 
| 


برابر است با: 
س ¬١‏ × 
0 ۳ 


Yo 
برابر است با:‎ im V مقدار 6051 | ”== ا‎ у 
X وب‎ x 


۲ 
۳ 


۱ ۱ 
_ (Y к^ 


у Y 
же: 
sin (Yx -л) مقدار‎ ۳ 


З 

ҮЗ lim — u =‏ > ×کدام است؟ 
(x - 7-0 (=)‏ 

\ (\ 


лү 
А ( 


tan к -Ý 
Y 


dim )۲ -x- ۱(‏ وقتی ۱ > ×کدام است؟ 


=Y. (Y — 0 
л л 
ОЕ 
ل کدام است؟‎ ко жү 
х >° Arccos(! - x) 
۰0 


— oo (Y 
برابر است با:‎ dim (sini × + \ - siny )-? 
>. ۳9 оо 
۱0 


lim‏ برابر است با: 
وب X‏ 


elas dim Yx + Arcsinx а‏ است؟ 
دب х +6 X‏ 


“б о (\ 


Эу 
است؟‎ plasim DEAE 
x > 15іп(соѕ'х) 

-ї (ү Y aO 
Y | Y ( 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۶ اند يشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


+ 
۱+ ۲ ۱+۹۲ __ 
Yx 


COSX — COS YX 


x" (¥ cosx +| cos Yx ) 


= E ss зе ин وجود ندارد‎ 
Агссоѕ(\- °) Arccosyt . وجودندارد‎ 


= Yx کراندار‎ × ° = ә 


\- sinx) (\ + sinx +sin'x 
Je 


(\- sinx) )۱ + sinx) 


- SIN 0 eta ۳ 
о Орау 


- Ysinxcosx ИШ: 
ç 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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)۱۰( تست‎ 
1-۱ 
پرابر است با:‎ dim لس سح‎ ишш 
VX -VE л) (Мх) (Мх) 
(n+ Y)! ۴ mti (r (п-\)! (Y n! (\ 


۲ 


руї ц 
وورززکدام است؟‎ ХХХ a п Є (۷ ۲-هرگاه‎ 
× اج‎ х -۱ 
+ 
تن‎ ) җи) De n(n+ ۱( @ Yn-) 0 


۱ 
کدام است؟‎ dim (N Y) ۳حاصل‎ 


(Ү ۰0‏ \ 
۴-هم ارز تابع × - cosx‏ وقتی ° <- x‏ کدام است؟ 

Y -fx (Y -Ax 0‏ 
۵ تابع О) = ۱ - sinx‏ هنگامی که < x‏ هم ارز کدام تابع زیر است؟ 

Ycot'x (f Ycot'x Y ام‎ (Y cot'x (\ 
هم ارزکدام تابع زیر است؟‎ (х) = x Yx + Y تابع‎ x ح١ اگر‎ ۶ 

۲(۱ - (۴ 1 - x (V. х'-\( х-\(\ 
اسنت؟‎ СРУ paS \+х- Же ax? olfa y 

a+b = (f a+b = TC a+b = (r a+b = 0 
باکدام تابع زیر هم ارز است؟‎ (x+ ۱(6- ۱( تابع‎ × + ۱ < » л 

- ۲+ ۱( ۴ -Y-Y -Y(x+ 1) (Ү Ү(х+ 1)" (\ 
کدام است؟‎ ۵ «ѕіпҮх - x ۳ ах? ھرگاہ‎ ۹ 

YA ( ۲۴ (۲ -YY (\‏ 
۰ تابع ۲6۵5۶ + Y‏ وقتی 7 ج X‏ با کدام تابع زیر هم ارز است؟ 


(х-л)' ۳ (х+ л)! ۲ х-л 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۸ نديشه برتر www.riazisara.ir‏ 
ا (۱) با فرض =Y‏ 9 داریم: 


2 i n-\) ( ) 
(n F... + ПХ باب‎ Ya. ТА ту 


\ ү 


\ \ 


= (خورده‌ای/)‎ oo 


pe ۱ Се Е а 
lim SX y; sjim O osinx)sinx jim لے‎ 


хәт acot x x¬ асов'х х > та(\ + sinx) 


sinfx - Yx 


: Y + Y cosx 
lim — — = 
х эл 


(х-л) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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NN) تست‎ 
«)کدام است؟‎ Є 2) Jim (L x] +l -x] ) ادحاصل‎ 


۴) وجود ندارد 


۴ 
برابر است با:‎ 11۳ f(x). f(x) = А 
Бро -\ (x ZZ) 
РС ۳ -\o (Y ۱۰0 
چند نقطه به طول صحیح حد دارد؟‎ у(х) = ) ۳۲ - Ax + ۵( ۱ x] تابع‎ ۵ 
ыз б هیچ‎ ۳ (т ۱0 
دارد؟‎ А> چند نقطه به طول صحیح‎ ja f(x) = (x° - Yx! + Yx) | x تابع ا‎ ۶ 
۳ (Ӯ Y (ў \ (ў о (\ 
н x P: ۲ - ۲۲۲+ Yx `,(x€Z . 
در چند نقطه به طول صحیح حد دارد؟‎ f(x) = تابع‎ ۷ 
° (хєх) 


Ñ 
оа ا‎ ЛАК О. E ۱ -۱ (ке 


х-л ‚(х О) 
هیچ نقطه ۴ بی شمار نقطه‎ (V دو نقطه‎ (Y سه نقطه‎ (\ 


BA 


А‏ تابع کت f(x ( = зїп‏ مفروض است. کدام دو دنباله‌ی زیر گویای عدم وجود حد تابع در ۱ = × می‌باشند؟ 
Чо 17,270‏ 


Үпл 


ваков: ۱+ — ۱‏ 
озн е }( +)‏ +4۱ 
۰ -کدام دو دنباله‌ی زیر نشانگر عدم وجود حد تابع (x EQ)‏ , 
ЄК -0(‏ ), 


f(x) = ۱‏ در نقطه‌ی ۱ = می‌باشند؟ 
( 


| ۲ 


{n-Y} , 0۲ ۷ ۴ гыт 0 - ha 


(+ E ETE 
n n 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


wwwi.riazisara.ir /انديشه برتر‎ ۰ 
‚(х €z) 
(x £z) 

>xëz >lx] +l -xl =-\ >lim (Lx] +l- 


X —n 


۱۰۲ ,x<-Y x> Y) s E 
хә 


x ‚(\<х<ї) 


хәб >х@> >[(х ° >lim fo) = 


Yx -AX + д ° 


nez >x>n =x@z >f) = 


= - ×ج ۲-۱-۲-۱ 


х= -۱ 


=>[(аһ) = 910۲7۲ = • = іт [(аһ)= 
n دب‎ о 
\ 
Үп +۱ 
E 


an= \t اصم‎ Ф Қап) =۰ => lim If(a,)= 


n— + о 


b, = 


n ++ 00 


> f(bn) = sin(Yn + 1 = \> lim f(h)= 


۳ Z 1: 
bi= ۱+7 گویا‎ иш {) = ۱ =» іт I(b.)= 


n دب‎ 0 


ادب از که آموختی. از بی‌ادبان. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


اند یشه برتر / EFA‏ 


-Ln\ ۲۵ (f 


wwwi.riazisara.ir 


)۱۲( تست‎ 
ү үх + \ 
کدام است؟‎ lim С =. ۱-حاصل‎ 
x+ xT + ۱ 
° (Ү + оо (\ 
| Wa T 
n 


n ++ œ 


о (Y ۱0 


i А Yx+ Y, 


۸ 1 
е“ (r е“ (\ 


L برابر است‎ lim „х Ln(x + ۱) -x Lnx) ۴حاصل‎ 
+ о (Y 
برایر است با:‎ lim 
АН. 
است با:‎ „!„ lim 


Тат (ў + оо (\ 


АРУ‏ 0 و اپات 
x‏ 


>+ ех + Yx 


ВЯ ۰0 
x ( ( 
۳ š ۱ 
° (Ү + оо 6 
z - : ۲ ۱ 
۱ (Y LnY 0 
برابر است با:‎ lim „(me + \)-YLn (àx - \)) ۰ 


-o (Y + оо 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(f) 


(\) ж 


\ 
9 ۲ — (cosx - ) . 
۱ —> ~lim e (Y) 


KX ورب‎ 


HOP x Е 
= ا وزز‎ 


A — 


)۲( ۶ 


0 


(а*) = ах یارآوری؛هص1‎ 


(\) у 


از کوچکی میل داشتم بزرگ باشم. «ویکتورهوگو» 


ایمان به خداوند پیدا کنید زیرا به چنین عفیده‌تی نیازمند می‌باشید. (امانوئل —( 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست ۱۳) 
۱-حاصل ату‏ 1( 1177 کدام است؟ 
Y (ї ۱0,‏ 
۲_حاصل ۱-۳ іт N|‏ کدام است؟ 
ыз‏ 


e" (Y sy 


e 


n دب‎ œ 


\ (Y 


lim (‏ کدام است؟ 


n—+e ۲ 


e e" (\ 
Р А n . TIX 
کدام است؟‎ lim „(соз ے‎ + пзш) فحاصل‎ 


еп' (Y е? (\ 


- : X -n үх 
ua lim (тү حاصل‎ 


en (Y en 0 


۱ 
است؟‎ elas dim (tanx)  لصاحد‎ 
х = 
т 


\ 
— (Үү е (\ 
° ` 


محاصل Jim (X)‏ کدام است؟ 
وب X‏ 


۲ е 6 
Ve ы 
کدام است؟‎ dim (ЭШК Loa 
ре “| и صل‎ 
gcota (Y etana 0 


۰-حاصل )+ dim 00 xtan(x‏ کدام است؟ 


х ب‎ 


۱0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ 2 ур etan (tanx -۱( Jim e\ tan 


7 
х ب‎ 


Y 


ў? ~lim e` -COSX 


sinx -sina 


—=]im еб -a)sina 
х а 


۶ /اندیشه برتر 


)۲( ۱ 


ех = × یارآوری:‎ 


ах = exLna, 


-Ytanx 


= lim е\ + іапх =e 
л 


COSX 


lim esina = ecota 


X —a 


I 
Їйї - Y( Y + сої Yx) ү 


وحدان خدای حاضر در انسان است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


)۲(-۲ 


(۳ 


بارآوری 


(۴ 


)۲( ۵ 


0(۶ 
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تست (۱۴) 
А А‏ هی وی وتان ۱۳۱ lim‏ کدام است؟ 


( مه +— × 


=s 
باشد.‎ y = Қ) ۲-اگر شکل مقابل نمودار تابع‎ 
است؟‎ ыш ((х-\)+(\-х)) حاصل‎ 


۲ (Ү ۱0 


۳ re 


۳-هرگاه نمو دار ٤‏ به صورت مقابل باشد. 
حاصل lim (fof)(x)‏ کدام است؟ 
о‏ دب )و 
“С -\ б‏ 


o (f Үт 


۴ هرگاه ‏ زه f(x) =х+‏ و ‹9(х) = xcosx‏ آنگاه کدام تابع در © = ×حد دارد؟ 
їе fg Y 1+ о 0‏ 
8 


-\ 


.g( = |‏ آنگاه کدام تابع در |= х‏ دارای حد است ؟ 


x 
هر سه گزینه‎ 6 Q 
پرابر است با:‎ lim f(-x)+lim (vx) در این صورت‎ dim 1 ( = -۱۰ هرگاه 1 تابعی باشد که‎ ۶ 
- (¥ Y yo (ү ° (Y ۵ 0 
آنگاه ا است؟‎ dim Кх) = -۵ تابعی زوج باشد و‎ f فرض کنید‎ ۷ 
یک نیت‎ EE ۱۳ 20 ۵0 
آنگاه کدام درست است؟‎ dim f(x) = + оо هرگاه‎ ۸ 
ҮМ> ۰ 3< ۰ :Vx(x<-M = х) > № ۲ ۷۵۲< ۰ 3< :Vx(x>-M = х) > М) 0 
۷۲ < ۰ 3M>. :Ҹх(х<-М —fx)>N)@ ۷۵۲ ۰ ЯМ: :Vx(x<M 5х) > (۳ 


x > M 1-4‏ ایجاب کند × < х" - Yx‏ در آن صورت حداقل M‏ کدام است؟ 
N + ۱۴ | N у уе N' +۷۲ N -\(\‏ له 
é‏ : ا | حداقل مقدار M‏ کدام است؟ 
۰ کر- > «ایجاب کند. ۰/۰۳ > а)‏ حداقل مقدار u he ç‏ 
x бе‏ 


ЕЎ а үа (т ۳۹۹0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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+ о 


(fof) (х) = lim, نا‎ к)= +7) о 
در ° حد دارد و حدش در 0 صفر است و در » کراندار است. بنابراین:‎ g (۴ 


lim f(x)g(x) = کراندار‎ × ° = o 


хм > Jx- >N >х'-їх>М' (х-л) ۱۲ >k-1|> +N 
х>»\+\ ۸ب‎ =M>yY +N N? > Міп(М) = Y +N ۱+ № 


на ۳ ۳ ۳ 

< = < 

xaj \ oo ۲-۱ | \ oo 

K'-A|> Ass >-(«"-۱)>1۰ جرج‎ > а >М»>\ ٩ 


x > -M 


دانلود از سایت ریاضی سر 
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تست (۱۵) 


١داگر‏ ۲ کے Jim‏ برابر هر o‏ > ع داریم: 


к, s || л К 
X E X 


+) Yx+) 
Е: ۴ z 

< ۲|> ۶ ) P > | — v|<£ Y 

۲ با توجه به شکل مقابل برای چه مقادیری از × اندازه‌ی ]از ٠۰۶‏ کمتر است؟ 

x> ا(1‎ 

x> 1 (у 


X> 1(۳ 


x> ۱۰۱۲ ($ 


етае"‏ ۴ - . کوچکترین polio‏ »× ازکدام عدد بیشتر است؟ 
УЛ (f ТА‏ 
Yx "+X ТГ" ۲ 2‏ ۳ 4 
۴اگر به ازاء هر <که ОЕА ае ее |x- ۱۱ > Ó‏ 
аў‏ رها 
У с 0‏ 
۵ اگر داشته باشیم: سل > ۲-۲ N‏ >= ۵۰۲ ۲ آنگاه д‏ کدامیک از مقادیر زیر را می‌تواند اختیار کند؟ 


٥7° (f (۳ 7 (Y ۱۰0 


:+ 
ع.اگر به ازاء هر که + x<‏ > و ؟ x я‏ داشته باشیم: £< | 2- | ۵کدامیک از مقادیر زیر را می تواند 


اختیار کند؟ 


1 @ 
Ta 
Ò بزرگترین مقدار‎ dE- ۳| > ۰/۰۱ ی آنگاه‎ > |x- A| > ó (1اگر‎ = 


9/۰0۵ (f 9/۰۰۳ (ў 


۸ با توجه به تعریف حد برای حد ۱ = "× 17 اگر ۰ < E‏ مفروض باشد. مقدار Ó‏ > ۰ کدام است؟ 


š € í 3 2 € ۳ € 
min{\ A (f min {\,—} Y min 1) 4 min {\ ү} 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir رر‎ ه٩‎ 
£>. ЯМ>• :Vx(x>M > pesa: -y| <€) 


AL‏ ی = =<[ اس 
X X €‏ 


> х> سل‎ =>x > ۳ 


£>. ЯМ>• :Vx(x>M ү ке ge) 
Yx-? Y 


e ی‎ e مشب‎ => 0-۲۱2۴ эх>ү+ эх>ї+ 
Yx -۶ к-ї| ë ë 


о/о 


> وج >|۱- با > ۱2+ > „<|к-\|<д‏ 


Үд ۲ = x > سب‎ => д <x-Y< ° ух 
аб Ж 


<X-Y<° 


۱ 
кекей هر‎ n ms 
Yx- ее Vsa 


Кем >< »э.<|-\|<д = hRx-v-w|<— 


a z < 1) ss TEEN 


iVx(: > k -1|<ó =>[х'-\|<д) 


Y o <X <? 1 
۳-۱۱ ۳۲+ +۱(>۵ ۰۲ج ۲-۱۱۱ ۰ج‎ > EEE 
° > < Y 


Ках +۱۱6۷ —>ERK-AY|k'+zx+ Y| > ۷۰۶ = к-\1<5 >д<Мїш{\,<} 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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در این بخش‌به ترتیب زیر عمل می‌کنيم. 

ابتدا پیوستگی یک تابع در یک نقطه» سپس پیوستگی یک تابع در یک بازه (اعم از بازه‌های بان نیم باز و بسته) را تعریف 
نموده و پس از آن به تعریف حدود پیوستگی یک تابع پرداخته و ضمن بیان این مطلب. شما را با حدود پیوستگی توابع 
مختلف آشنا می‌سازیم. 

реа 2‏ برای درک بهتر این مبحث. به نمودار توابع بیشتر توجه کنید. 

۱ تعریف پیوستگی یک تابع در یک نقطه: تابع D‏ در نقطه‌ی R‏ € ,×پیوسته گوئیم هرگاه سه شرط زیر توأماً برقرار باشند. 
D. ú‏ € ,»باشد یعنی f(x)‏ تعریف شده یا معین باشد به عبارت دیگر f(X) € R‏ باشد. 

(Y‏ تابع در نقطه‌ی X,‏ حد داشته باشد шл)‏ هم حد چپ و هم حد راست داشته و این دو حد با یکدیگر برابر باشند) 


J> (۳‏ تابع در نقطه‌ی X,‏ با مقدار تابع در این نقطه — f.)‏ برابر باشد. 


2 موع: از لحاظ نموداری» در X,‏ پیوسته (متصل) است هرگاه در این نقطه نمودار تابع به هر صورتی قطع (پاره) نشده 


باشد. توحه داشته باشید که اگر دو سر نمودار در نقطه‌ای به هم نزدیک شده باشند. حتی اگر به هم نچسبیده باشند (به 


صورت شکل زیر) 


تابع در این نقطه (نقطه‌ی ۱ = » حد دارد اما پیوسته نیست. 


s: sS 2 Е . Z E ; Z. 
کافی نیستند بنابراین:‎ д, می‌باشند‎ x, تزلر: هریک از سه شرط فوق. شرط لازم برای پیوستگی تابع در نقطه‌ی‎ 
۱ 2 
о е D; در ° = ناپیو سته است. زیرا‎ f(x) = a در ,«ناپیوسته است. مثال: تا‎ x, е D; هرگاه‎ (۱ 
زیرا در‎ КУ, نقاط صحیح ناپیو سته‎ 2х) = | x] نداشته باشد» در ,ناپیو سته اشتگ: مغال: تابع‎ А X, هرگاه ؟ در‎ (Y 
اد تقاط وا‎ 


۳( هرگاه f‏ در × حد داشته باشد و 10 تعریف شده باشد» اما حد تابع fx.) L‏ برابر تباشد بازهم 1 در ,> ناپیوسته „зеш‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۰ /اندیشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


j=‏ )در ۱ = »ناپیوسته است. زیرا حد تابع در نقطه‌ی ۱ = با مقدار تابع در این 


تزلر: هرگاہ x, € D,‏ ممکن است atu ых, уәЁ‏ باشد و یا نباشد. 


تعریف پیوستگی راست و پیوستگی چپ یک تابع: 
تابع f‏ را در نقطه‌ی X,‏ از راست پیوسته گوئیم هرگاه Ч‏ 10 تعریف 
شده» و تابع در J> X,‏ راست داشته باشد. تا J>‏ راست تابع با )109 
ترتیب تابع f‏ را در نقطه‌ی X,‏ از چپ پیوسته گوئیم هرگاه х) УЯ‏ 
تعریف شده و تابع در X,‏ حد چپ داشته باشد ثانیاً حد چپ تابع با 
f(x)‏ برابر باشد به شکل توجه کنید: تابع مقابل در ° = × از چپ з жуз‏ 
مثال: پیوستگی. پیوستگی راست و پیوستگی چپ تابع х) =× | x]‏ دادر نقطه‌ی Y‏ = × بررسی کنید؟ 
Қх)= Yl vJ =f‏ 
a= limx Lx] =Y'|Y'| =YxY=f‏ راس 
ма L |‏ حد راست 
=limx lx] =Y |Y] =YxY=Y‏ شا 
۲ب زر SS‏ 
چون فقط А>‏ راست تابع با مقدار تابع» برابر است. لذا ٤‏ در ۲ = «فقط S +o‏ راست دارد. 
۲ تعریف پیوستگی یک تابع در یک بازه: 
الف) تابع را در بازه‌ی باز (a,b)‏ پیوسته گوئیم هرگاه ]در تمام نقاط درون 


این بازه (به نقاط 2 و b‏ کاری نداریم) پیوسته باشد (به شکل توجه کنید) 


مثال: تابع — = х‏ در بازه‌ی (۳,۵) يیو سته است. زیرا در تمام نقاط این بازه. يیو سته است . 
XxX‏ ی di‏ 


ب) تابع را دربازه‌ی نیم‌باز [a,b)‏ پیوسته گوئیم هرگاه Iyl‏ ۶ در بازه‌ی 
жыз (a,b)‏ سته باشد» ثانیاً در نقطه‌ی o а‏ ستگی راست داشته باشد (به 


شکل توجه کنید) 
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مثال: تابع угу = ух‏ بازه‌ی (۰,۹] پیوسته است (توجه داشته باشید که این تابع در نقطه‌ی ۰. پیوسته نیست. اما در این 
نقطه پیوستگی راست دارد) 

(z‏ تابع را در بازه‌ی نیم باز [2,0) s=‏ سته گوئیم هرگاه اولاً در بازه‌ی باز 

(a,b)‏ پیوسته باشد. ثانیاً در نقطه‌ی b‏ از چپ پیوسته باشد. (به شکل 

توجه کنید) 

مثال: تابع -x]‏ | = 7 در بازه‌ی [۰,۱) پیوسته است. 

د) تابع f‏ را در بازه‌ی بسته‌ی [ab]‏ پیوسته گوئیم هرگاه اولاً تابع در بازه‌ی 

باز (a,b)‏ پیوسته باشد. (ú‏ در نقطه‌ی 2 از راست و در نقطه‌ی b‏ از چپ 

پیوسته باشد. (به شکل توجه کنید) 

مثال: تابع |х|‏ = در بازه‌ی بسته‌ی [۲,۲-] پیوسته است. 

۳ تعریف پیوستگی یک تابع در R‏ چون R = )-۰0,+ о)‏ لذا تابع bf‏ در R‏ پیوسته گوئیم. هرگاه در تمام نقاط R‏ پیوسته 
WSL‏ 


مثال: توابع چند جمله‌ای از جمله تابع | + × = ادر ۸ پیوسته‌اند. 


شرط پیوستکی توایع چند ضابطه‌ای: 
Ek) ,(@ €D.)‏ 


й х) ,@ €D.) 
نقاط شکستگی نیز پیوسته باشد.‎ sf Ú به ترتیب در دامنه‌های خود پیوسته باشند.‎ 


۲ 


۲+۱ <.) 


مغال: تابع Yx + \ ,)۰ >× <à)‏ = ()1در R‏ پیو سته است. زیرا اولاً KK‏ ضابطه‌ها در دامن خودشان پیوسته‌اند. 


۳۲ ,)۱>( 
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مثال: حدود پیوستگی تابع d(O) = sinx‏ برابر g(x) = | x] ,R‏ برابر hE) = | R-Z‏ برابر R- fe)‏ می‌باشد. 
تزلر ega‏ با به خاطر آوردن و مجسم کردن شکل توابع مختلف. سعی کنید با حدود پیوستگی توابع مختلفی که معمولاً با آنها 
سروکار داریم آشنا ودل 

قضایا و نکاتی راجع به پیوستگی توایع: (توجه کنید که در اکثر قضایا و نکات زیر توجه به نمودار تابع درک آنها را 
آسانتر می‌کند) 

) تابع f) = со‏ در R‏ پیوسته است. 

۲) توابع چند جمله‌ای در R‏ پیو la‏ بالاخص تابع "× = ۷ در R‏ پیوسته است. 

Y‏ توابع Arccotx y = Arctanx y = e* зу = ay = cosx , у = sinx‏ = لدر К‏ پیوسته‌اند. 

۴) هرگاه توابع و چ در نقطه‌ی ,×پیوسته باشند آنگاه 

الف) تابع CÍ‏ نیز در ,پیوسته است. ب) توابع 8 + ]نیز در ,> پیوسته‌اند. 

ج( نيز در .× پو سته است. د در ,× هنگامی پیوسته است که р(х.) É о‏ باشد. 

ها درب هنگامی پیوسته است که ۰ gE‏ باشد. 

۵ هرگاه ۶ در әх,‏ ع در (х)‏ پیوسته باشند آنگاه تابع —S‏ 801 در ,× پیو سته است. 


۶( هرگاه در X,‏ پیوسته باشد» fl‏ | نیز در ,<پیوسته است. اما عکس این مطلب. همواره صحیح نیست. 
,(x>v)‏ ۱ 


-\ ,íx > Y) 


x = ۲ „у = | (| ۱ این تابع در ۲ = »ناپیوسته است در صورتی که‎ (f( =f 


پیوسته است. 

۷ توابع ‚у = |х|‏ عم | = |x-a| -|x-b| ‚у = |x-a| + |x-b| ‚у = | sinx| , y‏ = 7 در R‏ پیوسته‌اند. 

(n Є № است.‎ әх, هرگاه ؟ در ,پیوسته باشد " ]نیز در‎ (А 

(n € № نیز در ,پیوسته است.‎ АГЕ هرگاه ]در ,> پیوسته باشد‎ ٩ 

۰ هرگاه ]در ,پیوسته باشد و در همسایگی X,‏ مثبت باشد  S|‏ نیز در ,«پیوسته است. № € (n‏ 

به عنوان Ji‏ تابع f(x) = Vx‏ در ۱ = #پیوسته است ولی در ° = ۶پیوسته نیست زیرا در ° = X‏ حد چپ ندارد. 

(a #\,a> o)y = log * y = Arccosx зу = Arcsinx .y = соѕесх sy = secx sy = сох sy = tanx توابع‎ (\\ 
орла دوا فان‎ 

2 مهم: توجه داشته باشید که همه‌ی توابع در دامنه‌اشان پیوسته نیستند. به عنوان مثال: تابع ffx) = | x]‏ دامنه‌اش R‏ 
است ولی در R‏ پیوسته نیست S‏ در R-Z‏ پیوسته است. 

۲ هرگاه یکی از توابع و 2 در نقطه‌ی ,«پیوسته و دیگری در همین نقطه ناپیوسته باشد. آنگاه توابع g‏ +1و ع-]در نقطه‌ی 


X,‏ ناپیو سته‌اند. 
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AY‏ هرگاه توابع ٤و‏ ع هر دو در نقطه‌ی UX,‏ سته باشند. توابع ۵ T E=‏ در R‏ است پیوسته باشتد و ممکن اسث 


مثال: توابع ) | | = aeh)‏ دو зені =\ ач»‏ تاع ع +۲ 
Y ۱‏ 


در ۱ = × پیوسته است ну‏ 

۵ {к 
.— جاء و بالاخص در ۱ = × پیوسته‎ 
تابع است.‎ ОЇ دامنه‌ی پیوستگی هر تابع» هميشه زیر مجموعه‌ای از دامنه‌ی‎ ۴ 
پیو سته‌اند.‎ X, پیو سته باشند. آنگاه توابع و ع هم در‎ X, +1و ع-1هر دو در نقطه‌ی‎ g هرگاه توابع‎ (۱۵ 
تست: کدام حکم همواره صحیح است؟‎ 
پیوسته‌اند.‎ a ]نیز در‎ ур پیوسته باشد آنگاه‎ a در‎ f+ g گر‎ 
سته باشد. آنگاه و ع نیز در 2 ناپیوسته‌اند.‎ зоба گر 18 در‎ 


گر و ع در а‏ ناپیو سته باشند. آنگاه g‏ +2 در 2 ناپیوسته است. 


گر f‏ در ه پیوسته و ع در ه ناییوسته باشد. آنگاه Нр‏ در a‏ ناپیوسته است. 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۴ می‌باشد. 

۶ هرگاه تابع ۶ در بازه‌ی بسته‌ی [а,Ь]‏ پیوسته باشد آنگاه در این بازه کراندار است. 
Уй‏ ممکن است تابع f‏ در بازه‌ی بسته‌ی [a,b]‏ پیوسته نباشد. اما در این بازه کراندار باشد. مثال تابع х) - | x]‏ در 
بازه‌ی [ ۱,۳] 
۷) هرگاه تابع در بازه‌ی بسته [a,b]‏ پیوسته باشد. آنگاه در این بازه» Max‏ و Min‏ مطلق دارد. (گفتیم مطلق نگفتیم نسبی) 
تزلر: ممکن است تابع f‏ در بازه‌ی بسته‌ی [a,b]‏ پیوسته نباشد اما در این بازه Max‏ و Min‏ مطلق داشته باشد. منال: تابع 

]۲,۵[ در بازه‌ی‎ ۷ = | x] 
اگر #پیوسته باشد ممکن است هر دو نتیجه (۱۶) و (۱۷) و یا یکی از آنها برقرار‎ д> باز باشد.‎ (а,Ь) مهع: اگر بازه‌ی‎ ‚2 
باشند و یا هیچکدام برقرار نباشند.‎ 
مطلق‎ Min و‎ Max در بازه‌ی باز (۳,۵-) پیوسته هست. کراندار نیز همست ولی در این بازه‎ f) = Yx + ۱ مثال: تابع‎ 
ندارد.‎ 
مطلق دارد.‎ Min و‎ Max بازه‌ی باز (۰,۱) پیوسته هست. اما در این بازه» نه کراندار است نه‎ ә) = — مثال: تابع‎ 
پیوسته باشد کدام حکم همواره صحیح است؟‎ [a,b] تست: هرگاه 1در‎ 

0 1در Min Max [a,b]‏ نسبی دارد. ۲ f‏ در [a,b]‏ کراندار است. 
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۳ در [а,Ь]‏ فقط Max‏ مطلق و یا فقط Min‏ مطلق دارد. ۴) هر سه 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۲ می‌باشد. 
۸ قضیه‌ی مقدار میانی: هرگاه تابع ۶ در بازه‌ی بسته‌ی ab]‏ پیوسته باشد و »1 عددی حقیقی بین Ы)‏ باشد. آنگاه 
y = k =‏ نمودار تابع را در بازه‌ی بسته‌ی [ab]‏ حداقل در یک نقطه مانند x,‏ قطع خواهد کرد. به عبارت دیگر» حداقل 
یک نقطه مانند , در بازه‌ی [a,b]‏ هست به طوریکه ER) = k‏ به شکل توجه کنید. 
مثال: ثابت کنید خط ۱۷ |  -‏ نمودار تابع "× + Қ) = (к NE- Y)‏ 
- را در بازه‌ی [YY]‏ حداقل یک بار قطع می‌کند؟ 
حل: اولاً ٤‏ در بازه‌ی [YY]‏ پیوسته است (т) = t< ۱۷ >٩ = F(Y) Gü‏ 
بنابراین طبق قضیه‌ی مقدار میانی» خط ۱۷ له y‏ نمودار bf‏ در بازه‌ی 
[YY]‏ حداقل یک بار قطع می‌کند. 
تست: هرگاه خط y = k‏ نمودار تابع ۱ X= Yx-‏ = را در بازه‌ی d[e]‏ حداقل در یک نقطه قطع کند. К‏ کدام عدد زیر 


-i (f = ا‎ 
> Š т vi 


حل: باید داشته باشیم: k > -۱ Ufa) > k > f(b)‏ > ۲-و بنابراین پاسخ صحیح گزینه‌ی ۳ می‌باشد. 

٩‏ نتیجه‌ی قضیه‌ی مقدار میانی (قضیه‌ی بولتزانو): 

هرگاه تابع f‏ در بازه‌ی بسته‌ی [a,b]‏ پیوسته باشد و а)‏ و ҚЫ)‏ مختلف العلامه باشند. )° > (Ќа) x Ы)‏ در این صورت 
حداقل یک عدد حقیقی مانند ,در بازه‌ی (a,b)‏ و در نتیجه در بازه‌ی fab]‏ وجود دارد. به طوریکه ° = ‹Җх„)‏ یعنی ]در این 
بازه» حداقل یک ريشه دارد. به عبارت دیگر, نمودار محور »ها را در بازه‌ی (а,Ь)‏ حداقل یک بار قطع خواهد کرد. 

مثال: LI‏ معادله‌ی ۰ -۱ -× +" ×دربازه‌ی [۰,۱] ريشه دارد يا نه» چرا؟ بلی» زیرا Ial‏ تابع در بازه‌ی [۰,۱] پیوسته است و 
P0) > ° Gü‏ زره cl‏ 

Ji‏ اه توجه داشته باشید که هرگاه » < Қа) x Ы)‏ باشد. آنگاه f‏ در بازه‌ی بسته‌ی [a,b]‏ حداقل یک ريشه دارد. در این 
صورت خود a‏ یا خود b‏ نیز می‌توانند ریشه‌ی معادله باشند. 

Р Д2‏ جه داش и‏ گام له )ی (Б).‏ معط A‏ یاف میک ات هر айгады [ар ва‏ هلو ی 


تداشته باش به شکلهای زیر توجه کید 
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JÜ‏ ۳: هر تغییر علامت یک تابع پیوسته در یک بازه‌ی بسته» نشانگر وجود حداقل یک ريشه در آن بازه است. 
مثال: ثابت کنید هر سه ریشه‌ی معادله‌ی ° = ۱ +۳۶ - ۳« - (×)٤در‏ بازه‌ی [۲,۲-] قرار دارند؟ 
حل: اولاً گدربازه‌ی [ҮЛ]‏ پیوسته است و ثانا طبق جدول» ]در بازه‌ی [ ۲,۲ -]. سه بار تغییر علامت داده است. لذا هر سه 


ریشه‌ی معادله فوق در بازه‌ی [ ۲,۲ -] قرار دارند. x | _ Y – \ о \ Y‏ 


fa) Y у-у Y 

۰ نتیجه‌ی نهائی: فرض می‌کنيم تابع در بازه‌ی بسته‌ی [а,Ь]‏ پیوسته باشد. در این صورت داریم: 
۱-اگر F(b) > f(a)‏ مختلف العلامه باشند. معادله‌ی ° = f(x)‏ در بازه‌ی (a,b)‏ حداقل ۱ ريشه دارد. 
۲-اگر F(b) Қа)‏ مختلف العلامه باشند و f‏ در این بازه یک به یک باشد (و یا اکیداً صعودی و یا اکیداً نزولی باشد) آنگاه 
معادله‌ی ° = f(x)‏ در بازه‌ی (а)‏ دقیقاً یک ريشه دارد. 
۳_هرگاه f(b) ,f(a)‏ متحدالعلامه (همعلامت) باشند. در مورد تعداد ریشه‌های معادله‌ی ° = х)‏ در بازه‌ی (а,Ь)‏ هیچگونه 
حکمی نمی‌توان داد ممکن است ریشه داشته باشد ممکن هم هست نداشته باشد. 
تست: ]در بازه‌ی [۲,۲-] پیوسته است و داریم: ۲- = (۵10۲- = (۲-)8 نمودار ]در بازه‌ی [ ۲,۲ -] محور »ها را: 

\( قطع نمی‌کند. (Y‏ فقط در یک نقطه قطع می‌کند. 

۳ حداقل در یک نقطه قطع می‌کند. ۴ حداکثر در یک نقطه قطع می‌کند. 


])-۲( = -۲ > ۰ 


б. =f(-Y)xf(Y)< ۰ مختلف العلامه‎ 


- ۵1) = - ۲100 => 


۴ 
مقال: تشان دهید که مخت йде ау YU U:‏ یک نقظه‌ی نا بیوستگی دارو 
Yx - ۲۹111 -۱‏ 
حل: چون صورت و مخرج تابع فوق هر دو در ۸ و لذا در [A]‏ پیوسته‌اند. بنابراین نقطه‌ی ناپیو ستگی تابع LL‏ ریشه‌ی 
مخرجش باشد. لذا کافی است ثابت کنیم مخرج کسر یعنی تابع | - f(x) = Yx – Ysinx‏ در بازه‌ی [ de,‏ حداقل یک ريشه 
دارد و برای این منظور گوئیم چون ў – Ysin\ > ° „[(о) =| > o‏ = (1)۱است لذا طبق قضیه‌ی بولتزانو #در بازه‌ی 
]\,°[ حداقل یک ریشه دارد و بنابراین تابع داده شده در این ريشه ناپیوسته است . 
تست: f‏ تابعی + سته است و ۵- = о -4 у)= үз) = ۷ „Ї(°/Ү)‏ کدام درست است؟ 
0 حداقل یک ريشه دارد. (Y‏ دقیقاً ۱ ريشه دارد. 


۳ دقیقاً ۲ ريشه دارد. ۴ f‏ حداقل دو ريشه دارد. 


حل: چون یک بار تغییر علامت داده است. لذا حداقل یک ريشه دارد. x КЕЕ o/ Y Y‏ 


х) | [ГҮ -0 -y 
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تست: #تابعی پیوسته و اکیداً نزولی است و ۲ D =O = kK + ۱ ,1)-۱( =k-‏ مجموعه مقادیر k‏ کدام است؟ 
К< ۲ -Y<k< YÓ‏ > ه еседт еу‏ 

حل: چون Y‏ <+ > و aa af‏ اکیداً نزولی است» لذا بایستی: К-Э‏ بین )960 (۱-)4 باشد بناباین داریم: 
k+AYA<06<k-Y > f<k<V‏ 

۱ هرگاه f‏ در بازه‌ی [a,b]‏ پیوسته و اکیداً نزولی باشد. آنگاه ۱ در بازه‌ی [ECAA]‏ پیوسته و اکیداً نزولی است. 

(ҮҮ‏ هرگاه f‏ در بازه‌ی [a,b]‏ پیوسته و اکیداً صعودی باشد. آنگاه ۱ در بازه‌ی [f(a),f(b)]‏ پیوسته و اکیداً صعودی است. 

۳ بر طبق نکات ۲۱ و YY‏ تابع معکوس یک تابع معکوس‌پذیر پیوسته. تابعی پیوسته است. 

۵) بر طبق نکته‌ی ۰۲۳ توابع Arccosx зу = Arcsinx‏ = در بازه‌ی [۱,۱-]و توابع К у = ۸6۵۵۷ зу = Агсїапх‏ 

аан 

۶ هر تابع کسری» هنگامی پیوسته است که صورتش پیوسته بوده مخرجش نیز پیوسته باشد. ضمناً مخرج صفر نباشد. 

تست: اھ зу‏ چند نفطه ناپیوسته است؟ 

+Y -Y 


۴ 
o (۴ ۳۳ Ү(Ү ۱0 


حل: چون صورت و مخرح تابع فوق هر دو به تنهائی پیوسته‌اند لذا: 
° = ۱-۷ = ۲۶ 
غیرممکن  ү = Y‏ 


ант) n m m I 


پس تابع فوق فقط در نقطه‌ی X = о‏ ناپیو سته است و لذا گزینه‌ی ۱ صحیح است. 
N ۱ ۳‏ 
Е C шыша‏ ۱-< ۲ 
ae yae) |‏ 
اچد 
x Y‏ 


= ۷در بازه‌ی х= [e YT]‏ نقطه‌ی ناپیوستگی دارد؟ 


0 (Ў Y (Y 
f(x = Ysinx +Ó 


sinx 


COSX 
л їл 
СОЅХ ÉZ ۰ >X Z— у —— 


Y Y 


sinx л ÒT Ya л л л... 
—— - ۱ з >tanX =Y >x =— ,— a| EA اب تا نقاط نا‎ әш» 
= = Zy سنه است‎ += Y Ж? у بتابراین بم در‎ 


COSX 
هر تابع گویاء در ریشه‌های مخرجش ناپیوسته است. به عبارت دیگر در دامنه‌اش پیوسته است. (تابع 95 به تابعی‎ (YV 


X SS ترس‎ сё А 
مثال: حدود پیوستگی تابع = لرا بیایید؟‎ 
۲-۸ i 


° > x=Y > حدود پیوستگی‎ = R - {7} 
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= در کدام بازه‌ی زیر پیوسته است؟ 
تال | ]( ۴ (۱,۷) 

حل: تابع مزبور فقط در ۱ = X‏ ناپیوسته است لذا گزینه‌ی ۴ صحیح است. 
۸ تابع x]‏ | = لإدرنقاط صحیح, ناپیوسته است» ضمناً این تابع در نقاط صحیح, از راست پیوسته است. 
٩‏ تابع -x]‏ ا = ۷ در نقاط صحیح» ناپیوسته است. ضمناً این تابع در نقاط صحیح. از چپ پیوسته است. 
۰ توابع ax]‏ | = لدر نقاطی که ах‏ صحیح شود. ناپیوسته‌اند. 
ضمناً تابع فوق با شرط ° < a‏ در نقاطی که ax‏ صحیح شود فقط پیوستگی راست دارد و در حالتی که ° > a‏ باشد در 
نقاطی که ax‏ صحیح شود فقط پیوستگی چپ دارد. 


۱ تابع у= | Yx]‏ نقاط ... , ± و ٥‏ ناییوسته است (در نصف نصف‌ها ناییوسته است) 


۲ تابع Yx]‏ | = ۷ در نقاط ... , + و ٥‏ ناپیوسته است (در ثلث ثلث‌ها ناپیوسته است) 


۳ تابع ۳۹ = y‏ در نقاط ... , >= n Ef А‏ و ٥‏ ناپیوسته است (در دو برابر دو برابرها ناپیوسته است) 


۴ تابع ۳ = ۷ در نقاط ... , Eq‏ و ±۶ و ±٣‏ و ه٥‏ ناپیوسته است (در سه برابر سه برابرها ناپیوسته است) 
تست : تابع Yx]‏ | = در بازه‌ی (۵,۵-) در جند نقطه ناپیوسته است؟ 
YY (۴ ۱۹ (۳ ۱۱ (т 4 (\‏ 


حل: پاسخ صحیح گزینه‌ی ۳ می‌باشد زیرا: -0<х< ۵ = -\о < Yx < o‏ 
بين ۰ -و ۰۱۰ эде ۱٩‏ صحیح. وجود دارد که عبارتند از: ٩‏ و ۸و ۷و... و او »و ۱-و...و ۷-و ۸-و 41-4 این اعداد 


بایستی تة ۲ شوند تا در بازه‌ی (۵,۵-) قرار گیرند. دو A‏ لاو.. و او بو »و و ۱-و.. و -وش سود 
بایستی تقسیم بر ۲ شوند تا در بازه‌ی (۵,۵-) قرار گیر ае таан‏ 


۳۵( توابع xn]‏ | = در نقاطی که "× صحیح شود ناپیو سته‌اند (البته به ХХ = о «Шш!‏ در حالتی که Tn‏ باشد. به عبارت 
دیگر تابع | y= |x"‏ در ° = ×پیو سته است) (n e N)‏ 


به عنوان مثال: ۱ تابع | |x'‏ = ۷ در نقاط Y...‏ مدر۳ آمدر۲ آمد, ۱ مد ناپیوسته است (در جذر جذرها ناپیوسته 


است) 
۲ تابع | "× | = لإدرنقاط ҮҮ, NY, N Fy.‏ ناپیوسته است (در ریشه‌ی سوم ریشه‌ی سوم‌ها ناپیوسته است) 


۶ توابع به صورت | Vx‏ | = در نقاطی که Vx‏ صحیح شود ناپیوسته‌اند. البته در حالتی که n‏ زوج باشد در نقاط 


به عنوان مثال: 
١‏ تابع 3 = y‏ در نقاط ...و ۲۵ و ۱۶و ٩و‏ ۴و او ۰ و ۸ ناپیوسته است (در مربع مربع‌ها و اعداد منفی. ناپیو سته 


ات 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۲-تابع | Vx‏ | = لا در نقاط ...و ۲۷ و ±۸ و ±۱ و » ناپیوسته است (در مکعب‌مکعب‌ها ناپیوسته است) 
۷ توابع (КЄ 7)пЄ М,у = 6-10۳ зу (х-к) |x] y=(x-k)l х1‏ همگی در عدد صحیح k‏ 
у‏ 
۸ توابع | ۱-۵ = ل( € «و 2 € ) در эде‏ صحیح К‏ پیوسته‌اند. 
تست: کدام تابع زیر در نقطه‌ی °‹ پیوسته است؟ 
y=x'[ x] ( у= |х'|@ y=x x] (‏ 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۴ می‌باشد. 
تست: تابع | Vx‏ | = در کدام نقطه ناپیوسته است؟ 
Z0‏ ۲( ۲۵ 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۳ می‌باشد. 
تست: تابع | ×۷ | = ۷ در بازه‌ی (۰,۳۰۰) در چند نقطه ناپیوسته است؟ 
(Ӯ ۱۹۳ yv ۱۵0‏ ۱۸ 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۲ می‌باشد. زیرا تابع | |Vx‏ = ل در فاصله‌ی (۰,۳۰۰) در نقاط ۱۳و ۲۳و ۳۲و.. و ۲۸۹ <۱۷۲ 
ناپیوسته است. 
٩‏ تابع x] +l -x1‏ | - (عع در نقاط صحیح ناپیوسته است. 
۰ توابع хі‏ - ×= لو lx] -x‏ < ۷ در نقاط صحیح ناپیوسته‌اند. 
(f۱‏ تابع y = sign(x)‏ (تابع علامت) فقط در ° = ناپیوسته است. 
۲ کلیه‌ی توابع به‌جز براکتی‌ها و چند ضابطه‌ایها در دامنه‌اشان پیوسته‌اند. 
(Y‏ هر تابع به صورت f(x) = RA‏ همواره در نقاط غیرصحیح پیوسته است. اما در نقاط صحیح .فقط 


hk) (х2) 

در ریشه‌های صحیح معادله‌ی g(x) = h(x)‏ پیوسته است. 
к, ,(хє4‏ 

۴ هر تابع به صورت = (K, =k, k, , КЄК) х)‏ در کلیه‌ی اعداد صحیح ناپیوسته است. 
k, 62)‏ 


بالاخص x] +1 -x] = ۲ EA‏ 1 (10در 2 ناپیوسته است. 
(х7)‏ )= 


۵ هر تابع به صورت f(x) = g‏ فقط در نقاطی که gE) = h(x)‏ شود (چه b‏ و چه اصم) 
hx) (€O)‏ 
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ү И k, „œ EQ 
در کلیه‌ی نقاط (چه گویا چه اصم) ناپیوسته‎ (K, ky, k, , ky ER) f(x) = هر تابع به صورت‎ ۶ 
k, хЄО?) 


است. به عبارت دیگر در تمام اعداد حقیقی ناپیوسته است. 


Ох) = ۱ (x EQ)‏ در 8۸ ناپیوسته است. 


به عنوان مثال تابع دیریکله یعنی تابع 
(x ЄК-О)‏ 


مثال: فرض کنید در بازه‌ی بسته‌ی [a,b]‏ پیوسته باشد و به علاوه ° = (а) + (Ы)‏ باشد. ثابت کنید معادله‌ی ° = (х)‏ 
در بازه‌ی [ab]‏ حداقل یک ريشه دارد؟ 

حل: اگر оа) = ә‏ (10باشد که حکم ثابت است. چرا که خود ه با خود ‏ ریشه‌ی معادله می‌شوند نذا فرض می‌کنیم 
° = (2)و ° ۶ МЫ)‏ باشند. با این فرض داریم: 


. >f(a) = -f(b) “> а) х6) = - (fb) <- 


جون f(a) x f(b) < o‏ سك لذا طبق قضیه‌ ی بولتزانو #در بازه‌ی [a,b]‏ حداقل یک )445 دارد. 


‚(х EQ) 
, (x О) 


حد دارد و پیوسته است؟ 


۲ К \ 
در جند نقطه‎ р(х) = R- x - ۵۳0 مفروض است. تابع‎ f( =f 


\( هیچ نقطه (Y‏ یک نقطه ۴ دو نقطه ۴ بیشمار نقطه 
حل: چون f‏ در هیچ نقطه‌ای حد ندارد لذا ضریبش بایستی صفر باشد بنابراین داریم: 
۲ریشه دارد >= ۰ > ۲۱ ۲۰ +۱ = ۸ > ه < ۵ - - X‏ 
پس g‏ در دو نقطه حد دارد و پیوسته است. که این دو نقطه ریشه‌های معادله‌ی ° = ۵ -×  -‏ می‌باشند. 


۶۱ „(хЄО) 
х -۱ Í 
ھا‎ (Ж u ° G 


y me күт 1 ЕСТ‏ ا 
لذا گزینه‌ی ۴ صحیح است. ЕЕ тех -\= >x = Y EQ‏ 


(ТУ‏ هرگاه a sf‏ پیوسته باشد ' ۴ در ра Қа)‏ سته است. 

۸ هرگاه f‏ تابعی زوج یا فرد باشد و در ٥‏ = × پیوستگی یکطرفه (پیوستگی راست یا چپ) داشته باشد. آنگاه در ° = × 
зк a e‏ فرش ابیت تس سار ایس 

۱ در صورتی که (1)0موجود باشد. ° = (1)0است. 

۲_اگر حد تابع در ° = از یک طرف 1باشد. آنگاه حد تابع در ° = ×از طرف دیگی 1-است و چون ]در ۰ -پیوستگی 


یکطرفه نیز دارد بنابراین ҮІ = о = | = о)‏ > 1- = ) حد تابع در ° = ×موجود و برابر صفر است. 
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مسأله: هرگاه #در ° = ×پیو سته باشد و داشته باشیم Vx , y € R 10+ ( = (х) + Ку)‏ ثابت کنید در هر نقطه پیوسته 
است. ° = x = y = ° > (+ °) = о) + 5) = (о)‏ 
چون در о‏ = ×پیوسته است لذا داریم: ۰ = )6 = dim f(x)‏ اکنون فرض می‌کنيم a‏ نقطه‌ای دلخواه از R‏ باشد. ثابت 
می‌کنيم در ۵ پیوسته است. lim f(x) = lim f(a+h) = lim (f(a) + #ћ)) = lim f(a) + lim f(h)‏ 
پس ادر هر نقطه مانند 2 پیوسته است. =[(а) +1۰ ( = Ка) >ш f(x) = f(a)‏ 
مسأله: هرگاه در ° =× پیوسته باشد و ۰ < (1)۰ باشد و داشته باشیم Vx , y E R 160+ y) = х) x f(y)‏ ثابت کنید f‏ 


در هر نقطه پیوسته است؟ 


x=y = >f( + e) =S EN ج(1-‎ (۱-۰ Қ) = 


چون در ° پیوسته است لذا داریم: ۱ = (1)۰< dim f(x)‏ اکنون فرض می‌کنيم 2 نقطه‌ای دلخواه از R‏ باشد ثابت 
می‌کنيم f‏ در ٩‏ پیوسته Sa‏ 
lim f(x) = lim f(a + h) = lim f(a)f(h)= f(a) хіт f(h) = f(a) xf(-) = f(a)x \ = f(a)‏ 


انواع ناپیوستکی‌ها: 

۱) ناپیوستگی رفع شدنی: هرگاه تابع ]در نقطه‌ی X,‏ حد داشته باشد ولی در این نقطه یا تعریف نشده باشد و یا بد تعریف 
شده باشد (یعنی اینکه LIE.)‏ حد تابع برابر نباشد)» در این صورت گوئیم f‏ در ,> ناپیوستگی رفع شدنی دارد. یعنی می‌توان 
از روی ‏ تابع جدیدی ساخت که در ,«پیوسته باشد. 

تزگر مهع؛ توجه داشته باشید که هر نوع ناپیوستگی یک تابع» رفع شدنی نیست. به شرطی رفع شدنی است که 7 در .×حد 
داشته باشد. 


X (x >°) NA 
مثال: تابع‎ 


٤) =f‏ در نقطه‌ی ° <ناپیوسته است و نوع ناپیوستگی تابع رفع شدنی است. زیرا در این 


-x ‚(х<>) 
نقطه اصلاً = — نشده است. با وجود اینکه #در ° = ,× حدی دارد که برابر » است. در این حالت کافی است (۰)را برابر‎ 


حد تابع یعنی ° تعریف کنیم تا تابع پیوسته شود یعنی: 
به شکلها توجه کنید: 


f(x) =‏ در نقطه‌ی ۱ = .×ناپیوسته است (نوع ناپیوستگی تابع باز هم رفع شدنی 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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است) زیرا: lim f(x)=Y‏ در حالیکه ° (1)۱است (در واقع طرف ناشی بوده است و داروی اشتباهی برای 
این مریض تجویز کرده است) در این حالت کافی است مقدار (۱)٤یعنی‏ »را تغییر داده و آنرا лін‏ حد تابع یعنی ۲ تعریف 
کنیم. در این صورت داریم: ) | x’)‏ 

Xz) 
' به شکل‌ها توجه کنید.‎ 


REN 2 б. 
و‎ кзы и а \) ضمنا‎ 
XxX 


(Y‏ ناپیوستگی جهشی: هرگاه تابع уэ Ё‏ نقطه‌ی ,× دارای حد چپ و راست نابرابر باشد» (دو эде‏ حقیقی نابرابر) در این 
صورت f‏ در ,× ن‌اپیوسته است. نوع ناپیوستگی ]را در این نقطه» ناپیوستگی جهشی می‌گویند» مسقدار 
lim, f(x) -lim f(x)‏ را جهش تابع ٤‏ در نقطه‌ی ,× می‌گویند. 

مثال: تابع x]‏ | = لا در نقاط чече‏ ناپیوستگی جهشی دارد (شکل تابع by= | x]‏ مجسم کنید) و مقدار این جهش 
برابر یک واحد است. 

۳) ناپیوستگی اساسی: هرگاه حداقل یکی از دو حد چپ و راست تابع ]در نقطه‌ی ,× برابر 90 شود. ٤‏ در з зш ЫХ,‏ 


است. نوع این ناپیوستگی را ناپیوستگی اساسی می‌گویند. 


2 ۱ 
مثال: نوع ناییوستگی р х) = — об‏ ° = ,> از نوع اساسی است. 
ل: نوع پیوستگی © f(x) x‏ در ار وع سی است 
۴) ناپیوستگی نوسانی: هرگاه f‏ در .× پیوسته نباشد اما مرتباً نوسان کند. نوع ناپیوستگی را در X.‏ ناپیوستگی نوسانی 
گویند. 
مثال: jfa) = sin ы ып‏ نقطه‌ی ۰ < ,× از نوع نوسانی است. 


(FF‏ هرگاه f‏ در ,× پیوسته باشد حد تابع با مقدار تابع برابر است یعنی Jim х) = f(x.)‏ در این حالت تعریف حد به 


صورت زیر خواهد بود: 

Ve > ۰ J>- :Vx(k ۶ > ۵ [(х)-[(х,)|<) 
lim f(x.+t) = f(x.) باشد آنگاه:‎ а әх, در‎ f هرگاه‎ (РО 
می‌باشد.‎ lim f(x) = х.) شرط‎ шых, این شرط معادل شرط پیوستگی در‎ 
مفروض است. این تابع در بازه‌ی )90 °[ چند نقطه‌ی ناپیوستگی دارد؟‎ f(x) = йт کے‎ e =s 

o ۲ \ (т °(\‏ نان 
(۱ > ×> ۰), 

(x= ۱( ۰ 

(x >) `‏ 
با توجه به شکل, تابع فقط در یک نقطه (۱ = ناپیوسته است. 
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1 ۵ ЖИЛ, 
سته باشد. حدود کدام است؟‎ =з همواره‎ f) = ETE هرگاه‎ ١ 
a < ۱ (f a < —- (r a> ۱۲ -۱ > a< 0 
را در‎ ٤ نمودار تابع‎ Yy- ۱۰ = ° مفروض است. هرگاه خط‎ k > ° (0؟با فرض‎ = (х- Y)G - Y) k تابع‎ ۲ 


فاصله‌ی (۲,۳) حتماً قطع کند. حدود »1 کدام است؟ 

2 

۵ 

۳-هرگاه و ع هر دو در نقطه‌ی a‏ پیوسته باشند تابع } ,sh(x) = Min )10(, в(х) } + Мах { х), g(x)‏ نقطه‌ی a‏ 


) در a‏ پیوسته است. ۲ در kasa‏ از راست پیوسته است. 


> > 2 3 > > ۳ ° > k < Y (Y ۲ > > ۳ (\ 


e 
است؟‎ ерле در چند قط به طول‎ (= |" x`- ۶, (x ZZ) 


Дз 
KEZ 
۳ (Ӯ O \ (Y о (\ 


X 
۱ ۲ 


0 یک نقطه ۴۰۲ * ۲ دو نقطه А‏ ۴ هیچ نقطه 


۶ هرگاه تابع دلخواه 1 در بازه‌ی [a,b]‏ پیوسته نباشد. در این بازه: 

0 کراندار نیست. ۲ الزاماً فاقد ما کزیمم و می‌نیمم مطلق است. 

(F‏ ممکن است کراندار باشد. ۴) الزاماً کراندار است. 
۷-کدام تابع روی R‏ پیوسته نیست؟ 

۱ x’ 
ele e 
+X" \+х* 

۸ تابع jafx) = (\+x sign)‏ ° = ×چگونه است؟ 

) پیوسته است. (Y‏ 5850 راست دارد. 

۳ پیوستگی چپ دارد. ۴ نه از راست پیوسته است نه از چپ. 
٩‏ تابع 22у = | sinx]‏ کدام نقطه» دارای حد بوده РЕ‏ ناپیوسته است ç‏ 

е. x= °(\‏ 3 = × 
۰ تابع به معادله‌ی sinx]‏ | در کدام نقطه‌ی زیر پیوسته است؟ 


x = ۳ к= x= 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ 

20056 + ۱ = ° > cox = -— > |-—| > ۱ < [а > ۱ 
2 2 

طبق قضیه‌ی مقدار میانی Yk‏ = (۲)۲ 


(т) = АК 
Min {a,b} + Max {a,b} = a + 0 پارآوری:‎ AJT 


> k> ۵> ۹ + > کے‎ 


می دانیم مجموع دو تابع پیوسته در یک نقطه در آن نقطه پیوسته است. h(x) = х) + р(х)‏ = 


x 2x = o x (KX - ۶( 9х e, A سم‎ ۴ 


توجه داشته باشید که فقط ۰ و ۱ اعداد صحیح هستند. 


SX з =N (r) ۵‏ و 


۶( به عنوان مثال تابع x]‏ |= 


(Y) V‏ این تابع در }°{ R-‏ پیو سته‌است. 


5 
X | -۰ es‏ | = له تبعیثبت است و در R‏ پبوسته است. 
А +X"‏ 


SINX 2 ۳‏ 
تابع گزینه‌ی ۳نیز در (۰) es R-‏ سته است زیرا 


oy ام‎ ажы pa upas semua وتا ری‎ 
x 


(Р) Л 


2 ۳ ۳ " 
Coz Saba E S sak uwa GEE 


۲ 
8) ( =| =] ыл 
lim | sinx] 
їл 
т 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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2 " X A 
در کدام نقاط زیر دجار ناپیوستگی می‌شود؟‎ gof تابع‎ &( ен у. = ۲× - ۱ بافرض‎ ۱ 
Y ۱ ۳ ۱ 
۱ ۴ 2) را‎ КА 
بت‎ de 9с TEET 
А 2 ا‎ _ |x 5 
سنه می باشد؟‎ хз لادرکدام بازه‌ی زير‎ = F تابع‎ ۲ 
)۳۲,۶[« ]۳,۶( ۳ [1,۴) ( ۱۳10 
می توان چنان تعریف کرد که تابع داده شده در ۱ =× پیوسته باشد؟‎ BEA) در کدامیک از توابع زیر‎ ۳ 
۲+ 0х+? х-\ ۲-۱ х-\ 
0 = — — ее х) = ت‎ х) = \ 
)در بازه‌ی [۵,۲-] جقدر است؟‎ = |х + ۳ مجموع مقادیر ماکزیمم و می‌نیمم مطلق تابع‎ aN 
۴ (f ۳ ۱۰ (Y ۵ 0 
ç سته است‎ gw X = ° پیوسته است. اما در‎ (° Y] هکدام تابع زیر در بازه‌ی [ ۰,۱] کراندار است. در بازه‌ی‎ 


:(- ۳ Дех) پم‎ 


۲ ‚(х= •) 
هیچکدام‎ )۴ 


۶ تابع fx) = Ln(cosx)‏ در کدام بازه‌ی زیر پیوسته است ؟ 


ҮЛ лл л їл 
(°; ۳ ) (f ГЕР, Y ETET 4 (s л) (\ 


۷-کدام یک از توابع زیر در نقطه‌ی ۰ = × ناپیوستگی رفع شدنی دارد؟ 


۾ 82 g у=‏ اک ( x]‏ ۷ ۴ هیچکدام 


(а Z o) х! - Фах + ۳۵۲ = » gaslas A‏ در کدام یک از بازه‌های وز ¿L=‏ حداقل یک جواب دارد؟ 
[-a,°] (f [°,та] ۳ [-1,°] ۲ [e] 0‏ 
\ + 
4 تابه — = зу‏ چند نقطه ناپیوسته است؟ 
y ۳51 ë‏ در > پیو سنه است 


б‏ یک (Y‏ دو Y‏ سه ۴ هیچ 


газа) |7 {х > à) sof ‚(х <)‏ + ]در نقطه‌ی ۱ = «جگونه 
Y (x < ۱( (‏ 


۰ - هرگاه 
e‏ (۱ < ۶ 
سسس 1 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(тх -\) - (ух тесевт 


АЛ‏ تابع | = ۷ در نقاط {o š £Y, +? А К:‏ = ناپیوسته است و در این نقاط فقط پیوستگی راست دارد. 


۳( در واقع تابع باید ناپیوستگی رفع شدنی داشته باشد. یعنی تابع باید حد داشته باشد. 


Max = ó 


-۵ > >۲ > -۲>+۳>۵ >. <k + v|<o—> > Мах + Min = ó (\)-° 
1 


= % 


٤ )۲(۵‏ در [۱,ه] کراندار است. در ° ناپیوسته است و در ۱ = x‏ پیوستگی چپ دارد و در [۱,ه) پیوسته است. 

cox > ° = x € 9) (т) 

درم ۱ dim SIX‏ ترد اينکه تابم 56 Y‏ در о‏ < نا تک فی تن رف لو وت ° حد ندا تا 
ан x (\)‏ بع گزینه‌ی در × ناپیوستگی رفع بی دارد زیرا در ردو C=‏ 

ааа о در‎ ٣ گزینه‌ی‎ 

К.) = a> < 


(a=:) > طبق قضیه‌ی بولتزانو (نتیجه‌ی قضیه‌ی مقدار میانی)‎ A 
(та) = -a"< • 


۱ 


غیرقابل قبول х>»\®>х+х-\=->х=-‏ 


х + -۱|-- > 
1 > ۱ >x X=. =. غیرممکن‎ 


(f) \о‏ چون او g‏ هر دو در ۱ = × تعریف نشده‌اند. g I‏ ٣ا‏ نیز در ۱ = X‏ تعریف نشده و بنابراین ناییوسته است. هم از 


راست و هم از چپ 


کلیدی که کار می‌کند درخشان است و وقتی بیکار ماند ;< می زند . «رو زولت» 


کسانی که هرگز وقت ندارند آنهایی هستند که کمتر کار می‌کنند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Ye شنت‎ 


۱- به ازاء کدام مقدار a‏ تابع = f(x)‏ در نقطه‌ی ۰ = × پیوسته است؟ 
-Y (۴ = АШ‏ 
.= “© ( 


келша biast پیوسته‎ R سرتاسر‎ adt |۱ ХК араба 
۲+ 2 + ها‎ „(| -Ү|>\) 


۱ o (۳ -4 (Y -۷ 0 


А 2 _ ۱-۲ 
است؟‎ elas fC) پیوسته باشد.‎ X= о نقطه‌ی‎ jfa) = = Е 


at‏ تابع 
Y (ў 0/0 ۲ ۳/۵0‏ 


۴ انفصال (ناپیوستگی ) کدامیک از توابع زیر در نقطه‌ی ° = X‏ رفع شدنی است؟ 


x 


х'+ \ 


Sim tA O о‏ = ردرازاء جه مقادیری از 17 در R‏ پیوسته است؟ 


m < -Y ۳ т> ۲ ۲ -۲ > ۳ > ۲ 0 


۶در ازاء جه مقادیری از m‏ تابع \+ y= x'- (т - \)х‏ در К‏ پیوسته است ç‏ 


۲ > m< ۴ ۱ > т< 6۲ seen А 


۷ هرگاه تابع (فاصله وب پو ستهاشد. 


F by Y‏ وکدام است؟ 
М‏ = ۴ ۲ 


۸ بزرگترین مقدار k‏ که به ازاء آن تابع | ۲۲-۲ | = y‏ روی بازه‌ی [Y.k)‏ پیوسته باشد. کدام است؟ 


“Ге Ea N 6 ra 


=A 
р R шз ыс о R E A ازاء جه مقادیری از » تابع‎ 52-4 
Л < с < Л 
Y Y 


۰-هرگاه تابع jaf‏ نقطه‌ی =з а‏ سته باشد. کدام تابع همواره در نقطه‌ی a‏ پیوسته است ç‏ 


ff © f- © +f © {| 1-f 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۲ š 
im Еру ERE nn аа ا0(‎ 
° ° ۰  kl(ki-) 


(Y<x <) 


бый ө у 0‏ ادر 0 پو است نذا فقط کافی ااست: 
در ۱ = »و =Y‏ پیوسته باشد. 


۲+۵۲ +0 {х<\ (۳<ع۶یا‎ 


هت مر هه Y—a+b+ ۱ > е‏ 


۴< + ۳۵ + 6 (ўа+ b= -ò 


۴(۴) کافی است تابعی را بيابیم که در ° = ×حد داشته باشد. 


۳(۶ بایستی زیر رادیکال مثبت يا صفر باشد. 


Р 
(m-۱) -f< > -Ү<т- \<Ү $ - ۳ 


(а> ۰( پ در ۸ پیوسته است.‎ = а(х-К), у= (x -k) هر تابع به صورت‎ GÉ 


۷ (۲) کافی است فقط تابع در نقاط ± Хз‏ 


br Y= - Y‏ + و ج- 


۳ > >а<х'<К' اج‎ ۱۰4 ۰ A 
ناپیوسته است.‎ X = о نقاطی که × صحیح شود به استشناء‎ „у= [х' | با رآوری: تابع‎ 


yx- Үхїапа + ۱ > A! > ۰ апа - Y > ج.‎ | апа < ы 


۰-(۲) چون ]در ه پیوسته است. و г > о‏ ۱است لذا تابع "+ ۱ ,نیز در 4 پیوسته است. 


کار انسان رااز سه بلای بزرگ دور می‌کند: 


\- افسردگی . ۲-فست. -Y‏ احتیاج 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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x°cosx 


بت = در جند نقطه. ناییوسته است؟ 
j x- x‏ ° 


Y r Y (Ү ۱0 


۲ تابع = угу‏ بازه‌ی [77,7-] در چند نقطه. ناپیوسته است؟ 


sinx-cosk 
Y (ў Y (Y ۱ 

۳ تابع х) = | Yx]‏ وقتی Y > x < Y‏ — در جند نقطه ناپیوسته است؟ 
ay Ү (r ۵ 0‏ 

۴-تابع | әх) = |x"‏ کدام نقطه پیوسته نیست؟ 
NTT 0 „©‏ 

هتابع | х) = ۷× + | Vx‏ در کدام یک از نقاط زیر ناپیوسته است؟ 
(ў А ۱۲۵ 0‏ ۴۹ 

۶تابع х) = | x] ۲-۱ x]‏ در چند نقطه به طول صحیح. پیوسته است؟ 
ҮҮ \ (ў о (\‏ 

۷ 


ç EEN H 2. . مه‎ “Q f = ; N 
در چند نقطه ناپیوستگی رفع شدنی دارد!‎ ( ) EE تابع‎ 


\ (ў ۵ Y ا(‎ 


A‏ مجموعه‌ی نقاط ناپیوستگی تابع Lx] - | x]‏ ×=( کدام است؟ 


OC Z- {E} Z- {30 2 0 
پیوسته است؟‎ R کدام تابع زیر در‎ gG) = × + Y (кх) = x+ ۱  یقیقح‎ эле هرگاه به ازاء هر‎ ٩ 


۲]- ۵ f+ g 1+ р 1+ g 
ftg М f+ gtx” т gï Q {+ \ У 
‚(х <à) 
‚(х <١ 


Кеи R- {° T R- {1} 6۲ R- {°} 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۰۱( چون صورت و مخرج هر دو پیوسته‌اند. لذا: \—,\,° x=‏ > 
sinx — cox = ° > tanx =) > x = K7 + — > х= 2,217 (۲)۲‏ 


-۳ > x< Y = -# < Yx< # = Yx € 1-۵ ۵و ۴و ...و او »و ۱-و..و ۴-و‎ (t) -Y 


) 


A E Иа A 
Y Y Y 


۴ (۲)یارآوری: تابع | Y +N Рау |x"‏ لأ دمه ناپیوسته است. 


۵( تابع | vx‏ | = ۷ در نقاط ...و ٩و‏ ۴و ۱و هو کلیه‌ی اعداد منفی ناپیوسته است. 


۲(۶) فرض می‌کنيم 2 Є‏ 9 داریم: 0۳-8 < п) = |n] -lnl‏ 
nt] ۲-۱ nt] =п'-п‏ = حد راست 
=(п-\) -(n- 3)‏ ای لہ | حدچپ 
п-п = (п- ۱(۳ - (n - ۱( < n= |‏ 
(F) ۷‏ تابع در ریشه‌های مخرج یعنی »و ۱و ۲ ناپیوسته است و فقط در ۱ = Ах‏ دارد. 
۳(۸ تابع l x]‏ = ۷ در نقاط صحیح ناپیوسته است و تابع (пЄу = (хп) х]‏ در عدد صحیح 
لذا تابع x]‏ | (6۲-۱) = بو در نقاط ۱و ۱-پیوسته است. 
А‏ )0( چون او g‏ هر دو در R‏ پیوسته‌اند پس مخرح نبایستی صفر شود. 
ha ka Sau Sisa S Sa‏ ی یر ار ас‏ 


+ 
در ° = ۶ناییوسته است.‎ (x < уу ОО ayu О O 
: x : 


x+ \‏ 
تابع ۴ در ۳- = »پیو سته است (х < \)у зше.‏ در ۳- = ×پیوسته است. 
تابع ٤‏ در ۱ = ناپیوسته است ژیرا: 


= ۱ حد چپ در‎ = Y 


= ۱ «آپیوستگی = ل = حد راست در‎ = К-{°,\} 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱- محموعه نقاط ناپیوستگی تابع ۱۰-۲ 4=) tí‏ کدام است ؟ 


x < Y 43 x > ۳ (> Y) U {°} ۲ x> ۲ 0 
تعداد نقاط ناپیوستگی کدام یک از توابع زیر در فاصله‌ی )5,7( کمتر از سایرین است؟‎ ۲ 
у= ИЕ y= L Ух | (Y у= |x '| 0 


در تابع ‏ اگر ۱ = (۲-)؟ , ۵-- (۳-)1 , ۴- = (۰)و #در باز‌ی [۳,۰-] پیوسته باشد. معادله‌ی ۰ = fE)‏ این بازه... 


0 دقیقاً ۲ ريشه دارد. (Y‏ دقیقاً ۲ ریشه دارد. ۳ حداقل ۲ ريشه دارد. ۴) حداقل ۳ ريشه دارد. 
۴-تابع | "×| - |× | х)‏ در بازه‌ی (۰,۲) چند نقطه‌ی ناپیوستگی دارد؟ 
Y @‏ ۳۳ 
|F] - |‏ = لدربازه‌ی (Ct)‏ چند نقطه‌ی انفصال دارد؟ 
(f «т т‏ ۵ 
۶ حدود پیوستگی کدام تابع زیر نادرست نوشته شده است؟ 
x]‏ |= ر у= Ш(х - à)‏ 


0 | ( 
R -‏ دود پیوستگی =[\,+о)‏ حدود پیوستگی 


| = Arctanx 
OP R 


(f 
حدودپیوستگی‎ 8R - )۱,۲( 
(ab Є N) کدام است؟‎ a-b نقطه‌ی ناپیوستگی داشته باشد.‎ ۷ (a,b) взун әу = |× + ۱| هرگاه تابع‎ ۷ 
- ۴ -V ۲ ۷ б 
r +x] تابع‎ x = ا‎ E ار‎ 
Y Y Y 


(Q‏ پیوستگی چپ دارد. l‏ پیوستگی راست دارد. پیوسته است. (f‏ فقط تعریف شده است. 


٩‏ محموعه‌ی نقاط ناپیوستگی تابع ٤) =f I‏ كدام است؟ 
)% >|( 


x< -Y Lx > (f HNC RO 


— КЕЛИН УОТ 
РО сын طول نقطه‌ی ناپیوستگی‎ ٥ 
` € IR 0 
; 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(Е) ۰۱‏ [۵,۲-) = حدود ناپیوستگی х<ү»‏ >= ه > ۲ x-‏ 
۲( تابع | "× | = در فاصله‌ی (۶, )» در ۳۵ نقطه‌ی ۳۵ لهر... ,۲ در۱ لهناپیوسته است. 

б‏ | ×⁄ | = ۷ در فاصله‌ی (۰,۶) در ۲ نقطه‌ی ۴و ١‏ ناپیوسته است. 

تابع || = 7 در فاصله‌ی (۶,ه) در ۱ نقطه‌ی (۳ = »6 ناپیوسته است. 


| = ۷ در فاصله‌ی (۶,ه) در ۱۲ نقطه‌ی لدو.. چو و ناپیوسته است. 


O> )۳( ۳‏ ادر بازه‌ی | Y.‏ -[ دوبار تغییر علامت sls‏ است. 


لذا طبق قضیه‌ی بولتزانو (نتیجه‌ی قضیه‌ی مقدار میانی) ٤‏ در بازه‌ی [Ye]‏ حداقل ۲ ريشه دارد. 

۲(۴ تابع x]‏ | = در بازه‌ی (۲,ه) در نقطه‌ی ۱ = ناپیوسته است. 

تابع |х|‏ = در بازه‌ی (۲,ه) در نقاط ۳ ۲,٣‏ در ۱ هناپیوسته است. 

در نقاط ۲ Yol‏ ]مچون یکی از دو تابع ناپیوسته و دیگری پیوسته است لذا تفاضلشان نیز ناپیوسته است در نقطه‌ی ۱ چون 


هر دو تابع ناپیوسته‌اند بایستی بررسی شود. ° = fA)‏ 


۱ =حد راست در‎ ۱-۱ = ٥ 


لذا تابع در ۱ <«پیوسته است. °= ° ه٥‏ = حد چپ در ۱ 


(ї) ۵‏ تابع B‏ = ۷ در بازه‌ی (۴,۴-) در نقاط 9-1 Y ЭРО‏ ناپیوسته است. 
تابع B‏ = ۷ در بازه‌ی (۴,۴-) در نقاط ۳-و »و ۲ناپیوسته است. 


در نقاط ۲ و ЖҮ‏ چون یکی از دو تابع ناپیوسته و دیگری پیوسته است لذا تفاضلشان نیز ناپیوسته است در نقطه‌ی ° چون 


لذا تابع در ° <*پیوسته است. 

۶ (۲) تابع (۱ - )10 = узу‏ ۱ =×تعریف نشده است لذا حدود پیوستگی این تابع )90 +,۱) می‌باشد. 

۷ (۴) تابع ۱+ у= Lx]‏ نقاط صحیح ناپیوسته است لذا بایستی در بازه‌ی эде V (а)‏ صحیح وجود داشته باشد. 

2-9-۸ بنابراین‎ (a,b) = (° A) 55 

مر =+ = I‏ 
#در = × پیوستگی راست دارد. ج ۱-۲ +۲ = حد راست در( 


۲ 


۱ -ه +۱ حد چپ در 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(т)‏ تابع ٩-۲‏ .= ۷ در فاصله‌ی (۳,۳-) پیوسته است تابع ۳ - x‏ = در فاصله‌ی Y‏ > »و ۳- > × پیوسته است. 


لذا کافی است پیوستگی را در نقاط ۳-و ۳ بررسی کنیم. بسادگی دیده می شود که تابع در ۳ = *پیوسته است ولی در 


N نايو سته است.‎ x = -۳ 
w- Н. 5 


ХЕТ „(х < - V ,×<۳( 


Y= ۸ >x = log? log, r 


کار بد را هميشه فردا انجام بده. 


کار امروز را برای فردا مگذار. 


«پیامبر اسلام» 


«پیامبر اسلام» 


عبادت بجز خدمت خلق نیست. 


(Aa) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ا تعداد نقاط انفصال تابع | Yx"‏ | = ۷در بازه‌ی (Т)‏ کدام است؟ 
ywr ۲۴ (r ۲۵0‏ 
۲ بے (х) =E‏ در کدام نقاط ناپیوسته است؟ 
(к 1-х) ѕіплх‏ 
МО {r} (f ZU {+r} Y 7, (Ү {+m} б‏ 
۳ تابع cosx]‏ | = در بازه‌ی (۰,۲۲) چند نقطه‌ی انفصال دارد؟ 


۳ (f Y (Ў Y Y ۱0 


ТБ Xx" x +f x '- Yx +۴ 


۴ هرگاه تابع مقابل در Y‏ =× پیوسته باشد. = cat b х)‏ کدام است؟ 
(f = y (s ۳0‏ °- 

هکدام تابع در M‏ = × ناپيو سته است ç‏ 
y=l Y] б‏ 


у=(х'-*)1х! © 


۶ تاد (х) = a: (х2‏ در بازه‌ی (YY)‏ در جند نقطه ناپیوسته است؟ 


х" REZ 


Ү (ї ҮС ۱0‏ ۴ بی شمار 


زب 


)= ۴۱ [*+ )0 در نقطه‌ی ۲ = × پیوسته است.9 +۵ کدام است؟ 


2 1 -fx +۴ 


-2 (t -۳ (۳ ۳0 


еше) = ИДЫ) 


-\ ,)۲|< ۱( 
{1,0,1} (f {1} ۳ {1-1} G 


 - =‏ در بازه‌ی(۱,۳-) در چند نقطه ناپیوسته است؟ 
۳ ۶۳ ۴( ۷ 
y‏ ۴ بی شمار 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Y<x<Y = Y<x = A< Yx < YY (7) ۰۱‏ 
АЎ‏ تابع | гу = | Yx"‏ بازه‌ی (۲,۴) در نقاطی که Yx"‏ صحیح شود ناپیوسته است. در بازه‌ی (۸,۳۲)» эде YY‏ صحیح 


وجود دارد. 


۲ (۳) چون صورت و مخرج هر دو پیوسته‌اند لذا نقاط ناپیوستگی تابع ریشه‌های مخرجند. 


ОЕ,‏ تابع در نقاط وس ناپیو سته است. 


f) = Y 


ас‏ ]و s s.‏ فلت الق lim‏ = حد چپ 


Y Gay) leyka q) FT ۶92۳ ۹ 
راست‎ a= = lim (YL x] һа) = ға 
х — Y 


۵( تابع Yx]‏ | = ۷ در نقاط .. و ۲ و ± و اعد و لت و ٥‏ ناپیوسته است. 
۶ )0( تابع ٤‏ داده شده در نقاط غیرصحیح پیوسته است. ضمناً تابع در نقاط صحیح ٥‏ و ۱ پیوسته است (زیرا 


۱و (х= хь х = o‏ لذا در بازه‌ی (YY)‏ در نقاط صحیح ۲-و ۱-و ۲ ناپیوسته است. 
f(۲) = | -۴+*[ ۳۱ = - v‏ 


Y‏ ۲+ ۲۵ = حد راست 


(7) у 


то (Ybx ХЕ) = ۴9-۱‏ = حد چب 
x‏ ` 


х ЭҮ = 


(Ү) 4‏ تابع ]>= = y‏ در بازه‌ی (۱,۳-) در نقاطی که داخلش صحیح شود ناپیوسته است. 


; 
-\<x > ج۳‎ ۳ > ۳: > ٩ اسب دسج‎ a ав 


Y Y 
۱و ۲ و ۳ وجود دارند لذا تابع در چهار نقطه ناپیوسته است. البته این نقاط‎ E Q جون در فاصله‌ی (۱,۴-). اعداد صحیح‎ 


\ оу 
еу сү عبارتند از:‎ 
ها‎ l بارتند از‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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«مولوی» 


«افلاطون» 


«موریس بدل» 


Cg «سعد‎ 


«اوحدی» 


wwwi.riazisara.ir 


۳۶۲-۱ 


۲ Є Сот زیرا:‎ 


ه ۱ (۲) 


عاقبت حوینده یابنده بود. 


برای شب پیری در روز جوانی جراغی بايد تهیه دهید. 


عشق کوتاهترین راه از قلبی به قلب دیگر است. 


عشق دفتر زندگی و سعادت حاودانگی است . 


علم نور است و جهل تاریکی. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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= ) )1 در = × پیوسته باشد. a-b‏ 


upay 
x’ ‚(х EQ) 


àx -f,(x ER -Q 
ЕЕ ۳ ۱0 ۲0 


۴تایع x]‏ | وزو+ x= ° 2х) =x "sin | x]‏ چگونه است؟ 


۴_هرگاه =(»)]در ° = X‏ پیوسته باشد. at b‏ کدام است؟ 
alx] +bl -x]‏ 
o (Y -\ 0‏ ۳ ۴( ۴- 
۵ تابع sign(x"— A)‏ = در چند نقطه ناپیوسته است؟ 
Y ۳0 ۱0‏ ۴) بی شمار 
۶ حدود m‏ کدام باشد تا یکی از ریشه‌های معادله‌ی ° = (mt ۱( + Ym- Y‏ -۳در فاصله‌ی [۱,۱-] قرار بگیرد؟ 
<m SY < > ۷ > 0‏ ۱- ۳ ۳ > 0« > سل @( > 7 > -Y‏ 
ха-\зїп (x=)‏ 


۷ هرگاه تابع =) 1( (n‏ در ۰ =× پیوسته باشد. حدود کدام است؟ 


(x °) 


n € N-íAYJ (f n € N (" n € ۷-۰ (Y n Є ۷-۱, 0 


۸ هرگاه تابع х) (хт нах) | x] ra abix‏ در РШ‏ ۱ = ×و ۲ =× پیوسته باشد. ۵ و 0 عبارتند از: 


а= -ї а= Y а= -ў 2-۳ 
(f Y (Ү (\ 
| | |же ай 
در این بازه. )4% داشته باشد. نقطه‌ی‎ (х) =o سته 3 اکیداً صعودی است. هرگاه معادله‌ی‎ =з [а,Ь] تابع ]در بازه‌ی‎ ٩ 
f(a) 
f(b) 
وت‎ С аа ES Ды, 
کدام فاصله پیوسته است؟‎ узу = f(sinx) تابع ۲۲ \ ^ = ) )۴ مفروض است. تابع‎ ۰ 
RG елт [ет] 6 910 


A‏ در کدام ناحبه واقع است ؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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° راست در‎ A= = (e + ۱( S11٩ = о 
° حد چپ در‎ = (e + \) 8(-\) = sinC-) تابع فقط از راست پیوسته است.‎ 
f(e) = Y )۲( 
حد راست‎ сә lim къ 

Д 
снаа ре а 


۵ (۳) تابع در تقاط ۱و ۱-ناپیوسته است. ‚„(х<-\ Lx>))‏ 


‚(х —+\) 
= 


\<х<\) 


۶ (۱) طبق قضیه‌ی بولتزانو کافی است ° < f)‏ × (۱-)1باشد. 
<m<v‏ )>= 
۳ 


(ғ) V‏ چون ру = sn‏ ° حد ندارد. 


لذا ضریبش =¿ ۳بایستی صفر شود در نتیجه о‏ < ۱ - 1یا ۱ п>‏ ۱ مت ۱ 
lim xn"-'sin‏ 


жае x 
f(x) = (х +ах +6) 1х] + Yx' (Р) ۸ 


а= -* 


xax مه‎ (6-0-۰۲ |а Ç 


(n€Z)y = (х - п) |x] АЙ‏ در ۸ پیوسته است. 
4( ) چون طا > است و ۴ اکیداً صعودی است لذا Қа) < f(b)‏ چون معادله‌ی ° = f(x)‏ در این بازه ريشه دارد لذا طبق 


(ë)‏ | در 
f(b)‏ 


قضیه‌ی بولتزانی а)‏ و f(b)‏ مختلف العلامه‌اند پس а)‏ منفی و f(b)‏ مثبت است. بنابراین نقطه‌ی 
ناحبه‌ی دوم قرار دارد. 


; z ۱ Ya Y 
у =f(sinx)=N \-Үѕіпїх > \- Ysinx >. >- r Š < (\)-\° 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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£x) ==‏ در کدام بازه‌ی زیر پیوسته است ç‏ 


\ 
еш оо) (f [°,ї) (r ]۰,۲[ ۲ [—\,\]0б‏ 
-Y‏ توابع ۶ - ga) 2+ x + ۱ (х) = Yx‏ مفروضند. کدامیک از توابع زیر در R‏ پیوسته نیست؟ 
Í х)‏ 
f(x) C f(x) g(x) © Шу ۳۶6۵6۵ (\‏ له +۷۵۲۵ 
۳ هرگاه تابع ]در بازه‌ی [AAA]‏ تابعی زوج و پیوسته باشد. با توحه به مقادیر jsf‏ حدول زیر معین کنید. معادله‌ی 


Ї(х)= •‏ در بازه‌ی [1,1-]۰ حداقل جند мэ,‏ دارد؟ 


°/ о/ Л 


o/ PY VÝ 1/۱‏ 0۵ - ۰/۴۵ 
о ۴ (۲ ۲0‏ ۴( ۳ 
jaf‏ معادله‌ی ° ax™ + Бх'''+ + k=‏ ضرائب. اعداد حقیقی‌اند و (п € N)‏ کدام نتیجه درست و کامل است؟ 
(a  ۰(‏ 
\( معادله حدا کثر 8 ریشه‌ی حقیقی دارد. (Y‏ معادله حداقل یک ریشه‌ی حقیقی دارد. 


۳ معادله‌ی» حداکثر (۲۶-۱) ریشه‌ی حقیقی دارد. ۴) گزینه‌های ۲و ۳ 


۲ ی‎ А Ы БЕРНЕ СТЕУ 


\ \ 


۶کدام یک از توابع زیر در بازه‌ی داده شده ماکزیمم مطلق دارد؟ 
f0) = vx + (6‏ لت = (10 ۴ - ۵ = х)‏ 
x < + 0‏ < 0- 
۷-کدام حکم زیر صحیح است؟ 
0 اگر f‏ در بازه‌ی (a,b)‏ و (b,c)‏ پیوسته باشد. آنگاه f‏ در بازه‌ی (a,€)‏ پیوسته است. 
۲ اگر f‏ در بازه‌ی [a,b)‏ و [b,c]‏ پیوسته باشد آنگاه f‏ در بازه‌ی [ac]‏ پیوسته است. 
۳ اگر f‏ در بازه‌ی [ab]‏ و ГЬ]‏ پیوسته باشد. آنگاه f‏ در بازه‌ی [ac]‏ پیو سته است. 


۴ هر سه مورد 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(Yx - ў) 60006۲ -۱( ‚(х=\) 


U هرگاه‎ ۸ 
kx- \ < 


у= |‏ )در ۱ = X‏ پیوسته باشد. elsk‏ است؟ 


‚© Үт = V: (Y = VY Q 
(a < b) حتماً قطع می‌کند؟‎ y = (x - a)(x - b)+ x 4کدام خط نمودار تابع‎ 
a+ b 


y=a+ ۴ у = ° т у = Y(a+b) (Y ۷ < 2 + 0 


۰ مجموعه ЬШ‏ ناپیوستگی تابع | х'-Үх‏ | = إکدام است؟ № € (п‏ 


х к= ۱+۴ 4 | - +N ۱+8۳ 6 СЕЕ nY 6 ۳ ۱+۰ ۱0 


مردان کامیاب غالا از شکست + Š‏ پیروزی می‌جینند . 


غیرممکن فقط برای کسانی وجو د دارد که ناتوانند. 


0929995) 


عشق دفتر زندگی و سعادت جاودانگی است. 


«سعد ی») 


قدرت برای انسان ایجاد حق می‌کند. 


«بیمارک» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(7) ۰۱ 


у 
lim ER = 9 پیوسته است.‎ ٥ تابع در نقطه‌ی‎ 


xx" -x - 1)‏ > * 
بنابراین f‏ در بازه‌ی )1,°[ эз‏ سته تاه 


[Y+ оо) ۲۳۲‏ = حدود پیوستگی ج (۱+ у= f(x)g(x) =y (їх-#)(хї+х‏ 
۳ (۳) چون در بازه‌ی (۰,۱) دوبار تغییر علامت داده لذا در این بازه حداقل دو ريشه دارد ضمناً چون ° = (30 است پس 
خود ° نیز یک ریشه‌ی معادله است از طرفی چون ٤‏ زوج است طبق اعداد جدول داریم: 


ў ага аә 0/۴ 0/1 о | x 


۱/۱ ۱/۴۵ ۰/۳۲ ۸۵ ۰/۴۵ ° | 

و لذا دو ریشه نیز در بازه‌ی (۱,۰-) دارد. بنابراین جمعاً در بازه‌ی [۱,۱-] حداقل ۵ ريشه دارد. 
буе) $‏ عاد ار ری یواست ۱ ما ا که ارد ھر ما لی ارد وی کی را داق نک رس 
бу‏ ضمناً چون معادله از درجه‌ی عد است پس حداکثر (۲۶-۱) ريشه دارد. уа)‏ معادله‌ی از درجه‌ی 9 در R‏ حدا کثر 


n‏ ريشه دارد) 


(t) ۵ 


x=Y 


۱ 
X 


پس تابع در نقاط {ТЕ}‏ ناپیوسته است. ` Xx)‏ 


-۱> > ۱2 e Sx) ۱6 > e $ ۴> ۵-۲ >۵ > Max (0 -x") = ® )۴( ۶ 


۷ (۳) چون ؟در [а,Ь]‏ پیوسته است لذا در b‏ پیوستگی چپ دارد و چون در [bc]‏ پیوسته است لذا در b‏ پیوستگی راست نیز 
دارد پس در 0 پیوسته است. 
f0) =k - | MA‏ 


lim (Yx -)соцх"- 1) = ° хо іт تک‎ 2 slim اک‎ 
× اب‎ х ^ 'tan(x"- ۱( ° × اب‎ X ۲ ا-‎ 
P a tb а > Қа) > < f(b) ۳4 
f(b) =b М | 


у= atb‏ نمودار تابع ٤را‏ در بازه‌ی [а,Ь]‏ حداقل در یک نقطه قطع می‌کند. 


= \>k-ẹ\= \>k=Y 


پس طبق قضیه‌ی مقدار میانی حط 


y= К -\з(х-\) =n€N=(x-1)=+Vn +x = 4T (#) ۰ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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оо Р. 
оо 


شاخه‌ی بینهایت: شاخه‌ی بی‌نهایت در هر منحنی» شاخه‌ای است که روی O|‏ تا ریا هر دو به سمت بی‌نهایت بروند. به 


عبارت دیگر شاخه‌ای‌ایست که روی ol‏ نقطه‌ی بینهایت وجود داشته باشد. 


)2( (ب) © 


X — +o M 2‏ 
است که فاصله‌ی نقاط منحنی از ان خط هنگامیکه Ly > ±٥ Lx > ±٥‏ 


+00 


х=а 
(مجانب قائم) (مجانب افقی)‎ 
لگویند هرگاه شرایط زیر برقرار باشند.‎ = х) مجانب قائم منحنی‎ bx = a تعریف مجانب قائم: خط قائم‎ 
×ریشه‌ی مخرح کسر باشد (البته در توابع کسری)‎ = 0 
متعلق به دامنه‌ی تابع باشند.‎ a Lat ۲ 
کند.‎ ka - ٥ یا‎ + оо میل می‌کند (چه از راست چه از چپ) آنگاه ابه سمت‎ a وقتی که ×به سمت‎ ۳ 
لذا می‌توان گفت:‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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خط bx = a‏ مجانب قائم منحنی 100 = y‏ گویند. اگر و فقط اگر که حداقل یکی از روابط زیر برقرار باشند. 
lim f(x) = + о‏ 
а?‏ ج x‏ 
lim f(x) = - 0‏ 
x > a‏ 
lim f(x) = + о‏ 
х > a‏ 
lim f(x) = - 0‏ 
х > а‏ 


کلته‌ی موم: توجه داشته باشید که در مجانب قائم این لاست که بایستی به سمت L + о‏ 90 - یا ka Eoo‏ کند و لذا در توابعی 


که لنتواند به سمت ۵ U+‏ - میل کند (به عبارت دیگر э‏ تابع محدود باشد) تابع مجانب قائم نخواهد داشت. 
۲ 
به عنوان JU‏ توابع У = Z зу = Arccotx зу = Arctanx зу = Arccotx зу = Arcsinx зу = соѕх зу = sinx‏ 
۱+ ۶ 
و... مجانب قائم ندارد. زیرا: ۱ < sinx‏ < ۱-و ۱ < cosx‏ < ادو < o > Агссоѕх < ле > Arcsinx‏ 
۲ 


x 
° < — < ۱ зо < Arccotx < Fy < Arctanx < 2, 
х +\ Y Y 


еда 2‏ شرط لازم برای وجود مجانب قائم آنستکه لبتواند به سمت ‏ +یا 00- میل کند اما این شرط کافی نیست. 
مثال: در تابع  y  <‏ می‌تواند به سمت Too‏ میل کند. اما این تابع مجانب قائم ندارد! 
А А " М š ç ит жу Ж š x А v.‏ ۲ 


АНТИ 


ыкы Иси с‏ ور 


N х-\ 
x 
بهتر مطلب به نکات بعدی توجه نمائید.)‎ 


مثال: توا ` 
усы:‏ 


y —‏ مجانب قائم ندارند. با وجود اینکه مخرج کسر دارای ریشه‌ی ° = ×است. (برای درک 
GÉ‏ در توابع کسری, هرگاه 8 = × ریشه‌ی مخرج کسر باشد و این ریشه» ریشه‌ی صورت کسر نیز باشد زمانی a‏ = × 
مجانب قائم تابع هست که درجه‌ی این ريشه در مخرج از صورت بیشتر باشد. 
در واقع هنگامیکه а‏ < ×میل می‌کند. بایستی حد تابع Ж%‏ شود. 
تست: در کدام تابع زیر خط ° =× مجانب قائم می‌باشد؟ 
у= ۶ ۳ у= 0 у= 0‏ 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۳ می‌باشد. 
تست: تابع سس = لاچند مجانب فائم دارد؟ 


۱ ۰0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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= 455 غير قابل‎ > lim 
Xx وج‎ у ° Е حل: پس دو مجانب قائم دارد.‎ 


3 sinx 
حند محانب دارد؟‎ Y = —— 
10599 d x`- Yk] 


y = ° مجانب افقی‎ Y (f Y (Y ۱ 


تست : تابع 


хее kllk- D= {К е دارو ج‎ лыт حل: پس‎ 


تست: b ya‏ چند باشند تا خطوط ۱ ± = X‏ مجانبهای قائم تابع -AX‏ 
x'+ax +b ۰‏ 


а = • а= \ а = \ 
Y ۱ 
| „Ж ЖЫ с ИШ „м 


та >f- 
x=-)—> Y-a+b=- b= إ-‎ 


= ل باشند؟ 


а= °‏ 
إ- b=‏ 
GÉ‏ در توابع کسری» هرگاه ۵ = ×ریشه‌ی مخرج کسر باشد. اما تابع در هیچ همسایگی a‏ تعریف نشده باشد. خط a‏ = × 


х! +ах + = (x -۱)(x + ۱( =x" + x< | 


راه دوم: 


مجانب قائم تابع نخواهد بود. (در واقع بایستی حداقل یکی از за?‏ 2 در دامنه‌ی تابع باشند.) 
مثال: در تاب y = XY‏ خط \ = × مجانب قائم نیست. زیرا هنگامیکه ۱ > × ميل می‌کند. زیر رادیکال صورت 
х-\‏ 


منفی می‌شود. 
۱ 


۱ 
i ыл‏ چند مجانب قائم دارد؟ 
تسب © x‏ ا а‏ > — وار 


غير قابل قبول 
x> T > у > +۵‏ = 


غیر قابل قبول 


GÉ‏ فقط توابع کسری نیستند که مجانب قائم دارند. بلکه توابعی هستند که کسری نیستند ولی مجانب قائم دارند. 


مثال: در تابع y = 1020 - Y)‏ خط x = Y‏ محانب قائم است زیرا: 


PHA‏ در توابع y = Ln(f(x)) sy = log (fG@))‏ مجانبهای قائم ریشه‌های معادله‌ی ° = (х)‏ هستند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: تابع )© y = log(x"-‏ جند مجانب قائم دارد؟ 


۱ (Y 


= ر چند مجانب قائم دارد؟ 
Y (ў Y (ў‏ 
حل: یک مجانب قائم دارد. مجانب قائم Lnx - Y = ° > × = e"‏ 
M кы ; š ۲ А ۲ Р‏ ۲ 2 
مجانب قائم باشند (یعنی نمی‌توان گفت هر نقطه ناپیوستگی تابع» مجانب قائم تابع نیز هست) 
مجانب افقی: خط افقی by = b‏ مجانب افقی تابع Ашу = х)‏ هرگاه دو شرط زیر برقرار باشند. 


خط by = b‏ مجانب افقی منحنی х)‏ = ۷ گویند. اگر و فقط اگر که حداقل یکی از روابط زیر برقرار باشند. 
lim (х) = b‏ (۱ 
L x> + о‏ 
Y)lim (х) = b‏ 


х > - 0‏ 
کلته‌ی ада‏ توجه داشته باشید که در مجانب افقی» این است که بایستی به سمت + يا @ — oo U‏ ميل کند و لذا در 
توابعی که نتواند به سمت 90 + یا 0 - میل LS‏ (به عبارت دیگر دامن تابع محدود باشد) تابع مجانب افقی نخواهد داشت. 
به عنوان مثال: توابع ۴-۲ ور зу = Атссоѕх sy = Arcsinx y‏ ... مجانب افقی ندارند. 
да ‚2‏ شرط لازم برای وجود مجانب افقی, آنستکه × بتواند به سمت ‏ + یا -٥‏ میل کند. اما این شرط کافی نیست. 
(البته در این حالت. y‏ بایستی به سمت یک عدد حقیقی میل (LS‏ 
مثال: در تابع x"‏ = ل × می تواند به سمت ٥ LEO‏ - میل کند. اما این تابع مجانب افقی ندارد. 


مثال: مجانب افقی توابع زیر را بیابید؟ 


۲۲۸ X — =c 
\)у = > ۲ 
кее | (حد تابع)‎ 


۱ ۱ X t од 
Y)y =— سم‎ +0% 


Vx Jx) у= ۵ (حد تابع)‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Y)y =xsin 


x` 


lim xsin 


X >T% 


x` +x ۲ \ 


X — + oc 
y= Rl + 


lim (k-Yļ-x)=-‏ < هم ارزی 


1 х-\ X — +00 
те Ву у =1ор\ = ۰ (حد تابع)‎ 


× ج‎ – оо 
#)у = х + ХР >f 


(حد تابع) y=-‏ 
lim (x+ k+Y)= -Ү‏ هم ارزی 
مجانب مایل: خط Z c) y = ax + b LÚ‏ ھ) را مجانب مایل منحنی f(x)‏ = ۷ گویند. هرگاه دو شرط زیر برقرار باشند. 


lim Ех) - (ax +b)|= ۰ Кх) + ax + 0 آنگاه:‎ > < М به طوریکه اگر‎ M € R وجود داشته باشد‎ 
X دب‎ о 


lim [ х)-(ах+Ь)|=. 0) = ax + b آنگاه‎ > < -M به طوریکه اگر‎ M € R وجود داشته باشد‎ 


× — - Ф 


Y) 


در این حالت داریم lh Jim h( )= ° ;h(x) = f(x) - (ax + b)‏ تابع میرا (مردنی) (میل کننده به صفر) می‌گویند. 


aÉ‏ هرگاه خط ax + b‏ = ر مجانب مایل تابع y = f(x)‏ باشد. هو ط از روابط زیر حساب می شوند. 


a = lim (x) 


хә+® X 


b= іт (f(x) - ax) 


X >T% 


است هر یک از حالات زیر پیش آیند. 
) اگر هو b‏ مقادیر حقیقی معینی داشته باشند (a # s)‏ و تابع 100 = لمجانب مایل داشته باشد. آنگاه برای پیدا کردن 


مجانب مایل در این حالت. بایستی مقادیر sa‏ 9 را از دو فرمول فوق به دست آورده و در فرمول y = ax + b‏ جایگذاری نمائیم. 


۲ 
مثال: مجانب مايل تابع = hy‏ بیابید؟ 


| ۱ ۲ 
شیب مجانب مایل ۲+ x‏ 


+% xY_ x 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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: I : X+ Y ү. Ti 
b= lim (f(x)-ax)= lim ' а. عرض از مبدا مجانب مایل‎ 


X — + 0 х = TOX – 


مجانب مايل ۱ у= ах+ b=x+t‏ 
۲ اگر هر یک از حدود فوق موجود نباشند و یا مساوی 00 + یا 90 شوند تابع مجانب مایل ندارد. در این حالت به حالتهای 
خاص زیر توجه کنید. 
الف) اگر o‏ =4 باشد و b‏ یک эде‏ غیرصفر در این صورت y = b k=‏ مجانب افقی تابع 1600 = y‏ خواهد بود. 
ب) اگر ه یک عدد حقیقی باشد و 8 برابر оо‏ + یا 90 باشد منحنی تابع با شاخه‌ی سهمی JS‏ (سهمی‌وار» در امتداد خط 
y = ах‏ به بینهایت می رود. 
مثال: در تابع =x -VX‏ ل منحنی تابع با شاخه‌ی سهمی شکل در امتداد خط × = لبه © می رود. 


Р 
۳ 
موی‎ 
РА 
Р 


ج) اگر a‏ یک эде‏ حقیقی باشد و ا مقدار معینی نداشته باشد. آنگاه منحنی تابع در امتداد خط ах‏ = لبه بینهایت می رود 


ولی دارای شاخه‌ی سهمی شکل نیست. 


مثال: تابح x + sinx‏ = در راستای x‏ = لبه بینهایت می رود. 


х دب‎ 


r OO 


د) اگر a‏ برابر ۵ + یا ۵ - باشد. منحنی در امتداد محور Lay‏ با شاخه‌ی سهمی به بینهایت می‌رود. 


مثال: تابع ۱ x'+‏ = ادر امتداد محور رها با شاخه‌ی سهمی به بینهایت می رود. 


у = xsinx مثال:‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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2 مهم: در تابع ‹у = Ех)‏ هرگاه у” + оо 3X > +оо‏ تابع مجانب مايل ندارد. 
مثال: y = sinx‏ 
@4: در تابع Jy = Ех)‏ هرگاه +оо‏ ج ۶و y > +оо‏ تابع مجانب افقی نداشته ولی ممکن است مجانب مايل داشته باشد. 


GÉ‏ مهم: در توابم گویا 


معادله مجانب افقی یا مایل | مجانب افقی یا مایل درجه‌ی صورت و مخرج 


۱ 
аи‏ تابع فقط مجانب افقی دارد و مجانب مایل ندارد. برابر 


مجانب افقی ° = ۷ تابع فقط مجانب افقی دارد و مجانب مایل ندارد. درجه‌ی‌ مخرج < درجه‌ی‌صورت 


۲ ۱+درصه Ч‏ = درجه 
مجانب مایل ۱ + × = y‏ تابع حتماً مجانب مایل دارد ولی مجانب افقی н‏ 
صورت 

L ندارد.‎ 

iry‏ صورت فقط یک واحد از 


درجه‌ی مخرج بیشتر باشد. 


تابع نه مجانب افقی دارد نه مايل درجه‌ی صورت از درجه‌ی مخرج» 


بیش از یک واحد بیشترباشد. 


š е 5 F Я 2 2 ۳ aZ 
در این صورت تابع‎ dåb موع: در توابع گویا؛ هرگاه درجه‌ی صورت از درحه‌ی مخرج. فقط یک واحد بیشتر‎ SUU 
معادله‌ی‎ (y = —— کافی است» صورت را بر مخرج تقسیم 025 (خارج‎ «ОЇ صددرصد مجانب مایل داشته و برای تعیین‎ 

n ы‏ اه 


فا у = ۳*۱ м; kuy n‏ بیایید؟ 


معادله‌ی مجانب مايل >у=х-\‏ 


روش دوم: 
x'+ax+b‏ 
АЎ‏ ۶ مجانب مایل تابع مس = وعبارتست از " y =x+a-a‏ بنابراین خط ۱-۲ = ×-١ Ly‏ = مجانب مایل 
تابع فوق است. 
کلته‌ی بسیار مهع: دیدیم که هرگاه خط ax + b‏ = مجانب مایل تابع 800 = y‏ باشد و р(х) = f(x) - (ax + b)‏ آنگاه 


h> باشد» آنگاه‎ lim h(x) = ° و‎ вз (х) = ax + b + h(x) است لذا هرگاه تابعی به صورت‎ lim h(x) == 


(х) 
а(х) 


X نسبت به‎ (х) نسبت به از درجه‌ی‎ р(х) باشد و درجه‌ی‎ ۲ = ax + b + ۱ هرگاه ضابطه‌ی تابعی به صورت‎ PAA 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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کمتر باشد آنگاه خط су = ax + b‏ مجانب مایل تابع 100 = y‏ خواهد بود. 
مثال: مجانب مایل توابع زیر را بيابید. 


۱۲ < ۶+ Y+ 


= 
x 
x 


Y)y = |х| + 
)y = |х| оаа 


ух 
X+Ó 
у= Yx+ Y+ 


Y)y=x+ 
sinx 


x 
Y 


۵( = x+ وج‎ =+ э y= ۲۲ ٩+ ۱ 


х - \ x— 
. Ô 
نوع محانبی دارد؟‎ = Yx + sin” wU تست:‎ 
حاسی دارد‎ СУ x эш ë سب‎ 
مجانب ندارد.‎ (f یک افقی ۳ یک مایل‎ (Y یک قائم‎ 0 


lim sin Š = ۰ >y = Yx مجانب مایل‎ 


X >T% 


ضمناً توجه داشته باشد که ° = ×مجانب قائم نیست زیرا لا 11۳۳ موجود نیست. 
کلته: هرگاه у = ax + b + ро‏ (درجه‌ی q‏ نسبت به از درجه‌ی D‏ نسبت به ×بیشتر باشد). و تابع مجانب مایلش یعنی 
خط ax + b‏ = را در یک یا چند نقطه قطع کند. طولهای نقاط برخورد تابع با مجانب مایلش از حل معادله‌ی ° = pR)‏ به 
دست می آیند. 

محانب مایلش یعنی خط ۲ + × = ررادرنقاط ЖҮ‏ = ×قطع می‌کند. 
GÉ‏ در توابع گنگ یا اصم. چنانچه مجانب مایل یا افقی وجود داشته باشد. بهتر است به روش هم ارزی رادیکالهاء معادلات 
مجانب‌های افقی و مایل آنها را بيابیم. 
پس از استفاده از هم ارزی اگر ها ساده شوند مجانب افقی و در غیر این صورت. مجانب مایل خواهد بود. 
مثال: مجانبهای افقی و مایل توابع زیر را در صورت وجود بیابید؟ 


\)у=х - -А 
a ое =Y (11 (х > +оо) 
р — = Yx - v مجانب مایل‎ (x < - - о) 


у= x'- Yx -y x + Yx 
y = -Y مجانب افقی‎ (х > +) 
у= ۲۱۱۳۰۱۱ مجانب افقی  ۲ = بو‎ (x < 0) 


Dy =y -YfX+V-X ЕТ tutas 
y=x-?° asa lX 
K o مجانب مایل ی‎ (x < -%) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Ў‏ در تابع mx" + nx + p‏ مد ها + у = ax‏ داریم: 


تابح یک مجانب افقی و یک مجانب مایل دارد. 
تابع دو مجانب مایل دارد. 

«АЁ‏ معادله‌ی خط مجانب مایل نمودار чу = (x +a) +b‏ صورت |x + al‏ = راست. 
روش تقاطع برای تعیین مجانب مایل: در این روش فرض می‌کنيم خطوط 0 + ах‏ = ل مجانب مایل تابع )№ = y‏ 
باشند. مجانب مایل را با معادله‌ی خود تابع تلاقی (قطع) داده و سپس معادله‌ی تلاقی را (که معادله‌ای از درجه‌ی دوم سوم و 
... است) برحسب قوای (توانهای) نزولی مرتب می‌کنيم. چون معادله‌ی تلاقی باید ریشه‌ی مضاعف 90 داشته باشد, لذا دو 
ضریب پرتوان معادله‌ی تلاقی را (دو ضریب جملاتی که بالاترین درجه را دارند) مساوی صفر قرار می‌دهیم. به این ترتیب 8 
ТИЛЕ‏ مب رو دوعص سس وه 
مثال: مجانب مایل منحنی by = ×" - Yx Y +Y‏ به روش تلاقی تعیین کنید؟ 


y ۳‏ 
N ۲ - ۳۲۲ + ۲ —ax +b‏ > ۲+ ۳۲ -۲)ر له = 
y=ax+b‏ 
(A - 2۳(- ۳۱ + abk ... =‏ < پس از به توان ۳ رساندن و خلاصه کردن 

اس ات = 

۱-۵ = а= \ ух) 

\+а=• == ۱ ۳‏ 
еда Д7‏ اگر از این روش در توابع رادیکالی با فرجه‌ی زوج استفاده کنیم. مجانبهای مایلی که بدین روش به دست می‌ایند 

وقتی قابل قبولند که حداقل یک دسته از بی‌نهایت‌های تابع و متغیر (شرط لازم مجانب مایل) در آن صدق کنند. 


مثال: معادله‌ی مجانب مایل تابع by =× | X-T‏ بیابید؟ 
X +‏ 


X — - co X — +оо 
к жи )*( حل: بینهایت‌های تابع و متغیر عبارتند از:‎ 


x-Y 


y =× 
X +Y << 2 + وا‎ 2 


x-Y 
X+Y 
y=ax+b 


(a ۱(+ (Ya Yab + (x + ...‏ < پس از به توان ۲ رساندن و خلاصه کردن 


a`- ۱ = o а =>y=x-Y قابل قبول‎ 


غیر قابل قبول ۲+ - = لوج Tab + Y = ° зе‏ +۲۵۲ 


е b-a НК ! Р . е 10‏ 7 
هه مجانب مایل توابع به شکل + × × = ہر را می‌توان از فرمول ے2 + × = чу‏ دست آورد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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-Y ;‏ 
مغال: محانب مایل تابع لگ | fwb hy =x‏ 
جانب مايل 02у С‏ 
у ss => y=x- Y‏ 
نلته: روش ترکیبی تقسیم و هم ارزی رایکالها: به کمک این روش نیز می‌توان مجانبهای مایل برخی از توابع را به دست 
آورد. 


= 
مثال: معادلات مجانبهای مایل منحتی у = EH‏ بیابید؟ 
+ 


X 4 


a‏ ری رم еи‏ و اکتون صورت را پر Ве‏ تقسیم می‌کنيم. 


معادلات مجانبهای مایل منحنی — - »)± = و > 
GÉ‏ مجانب‌های توابع و رابطه‌های ضمنی: 
الف) برای تعیین مجانبهای افقی در توابع و رابطه‌های ضمنی ابتدا معادله‌ی داده شده را برحسب توانهای نزولی ‏ مرتب 
کرده سپس ضریب جمله‌ی پرتوان آنرا مساوی صفر قرار می‌دهیم. 
ب) برای تعیین مجانبهای قائم در توابع و رابطه‌های ضمنی ابتدا معادله‌ی داده شده را برحسب توانهای نزولی ل مرتب کرده 
سپس ضریب جمله‌ی پرتوان آنرا مساوی صفر قرار می‌دهیم. 
تست: محانیهای قائم و افقی منحنی نمایش (۳ - )<< Y)‏ - ۱۳0 کدامند؟ 
š н. Ёё | е | б‏ | 
у=ї у= -* у=* у= -*‏ 
حل: مجانب قائم >x= Y‏ ° = ضریب y‏ 
مجانب افقی у=‏ > ° = ضریب x‏ 
ج) برای تعیین مجانب مایل چنین توابعی. فرض می‌کنیم خط ax + b‏ = در صورت وجود معادله‌ی مجانب مایل منحنی 
باشد این معادله را با معادله‌ی منحنی تلاقی داده و ضرائب دو جمله‌ای که دارای بزرگترین درجه‌ها می‌باشند راء مساوی 
صفر قرار می аг‏ تا و ا و لذا مجانب مایل تابع (در صورت وجود) به دست آیند. 
مثال: محانبهای منحنی ۰ =۴ +۵ -x‏ درا بیابید؟ 
مجانب افقی (y- ۱( + ۵+ ۴ =° > y- ۱ < ۰ > у=\‏ 


مجانب قائم бх=о = х=‏ > و عار- ۴ + ور + Axy‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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y = ax +b Ү 
=> х (ах + b)- x" + дх(ах +b) + ۴ 
2۲۲۷ - x" + ۵۷۲+ ۴ < • 


(a+ да!) x + (b+ ۱۵9 - ۱( + ... = 


b+ ۱۰۵9 - ۱ =o 


ОЖ ОО a‏ ردق - ید ax + ъ=‏ = زو البته از (۱) مجانب افقی 
به دست می‌آید. زیرا ۱ ۱2۷ + •х‏ =+ 26 < ر 

نلته: برای تعیین شیب مجانبهای مایل توابع و رابطه‌های ضمنی ابتدا در معادله‌ی داده شده به جای ل × قرار داده معادله را 
برحسب توانهای نزولی × مرتب کرده» سپس طرفین را بر بزرگترین جمله‌ی شامل ‏ تقسیم نموده حد می‌گیریم و مساوی 
صفر قرار می‌دهیم تا ۵ به دست آید. 


مثال: ضریب زاویه‌ی مجانب مایل منحنی » y fxy=‏ + ×را بیابید؟ 


х! 27 а‏ در معادله 
ла Лг. ۱ + a+ — =.‏ و و ت у = ах‏ 
x‏ 


4) 


lim, „(+ + o> ۱+۵۲ + °>»а=-\ 


و میدانیم q Ба . 0 -8( IPI _ ١‏ افقی است. پرای یافتن معادلات مجانبهای مایل این هذلولی 
a" b‏ 
به صورت زیر عمل می‌کنیم: 


Ў‏ = جذر کسر دوم E‏ جذر کسر اول 


ха ر < پس از خلاصه کردن ۰ = لا ي‎ = ± (х- а) + В 


توجه داشته باشید که در هذلولی افقی» شیب مجانبهای مایل برابر ± است 


(y ۳7 . 


a" 


۲ e 
ی ی تن ت عمل کنیم معادلات مجانبهای مایل‌اش» به دست‎ м 


مثال: معادلات مجانبهای مایل مذلولی ۳۶ = ")1 - ۴6 hax-‏ بیابید؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(k= -)(ax-+ by + c)(a'x + b'y + с!) = кА PAA‏ معادله‌ی یک هذلولی است و مجانبهای مایلش عبارتند از: 
ax + by +с= °‏ 
alx + Бу +d = °‏ 
a s ۲ | ax+b 2, < Й‏ _ 
و (ай- 0026۰ ,c=-)y тш‏ همواره دارای دو مجانب است یکی افقی به معادله‌ی = = у‏ 
с СХ +‏ 


(حد بینهابت تابع) و دیگری قائم به معادل‌ی ZE‏ = ×(ریشه‌ی مخرج) ضمناً محل برخوردشان» مرکز تقارن تابع می‌باشد. 
تلم تابع هموگرافیک نوعی هذلولی مایل است. 
مجانبهای توابع مثلثاتی: 


توابع مثلثاتی محض که متناوب باشند. فاقد مجانب مایل و افقی‌اند. ولی اگر کسری باشند» فقط احتمال وجود مجانب قائم 


وجود دارد که ريشه یا ریشه‌های مخرج می‌باشند. 


К +‏ 
مثال: مجانبهای تابع y = -SEIE‏ فاصله‌ی [Y]‏ بیابید؟ 


tanx 


FOTN‏ = زرا در بازه‌ی [۰,۲7] پیابید؟ 


مثال: مجانبهای تابع 


y= 


cosx(Ycosx - \) cosx =- >x 


\ 
Y 


+ \ 


“р : i ak с ; Z. 
S= SITE تزلم: در بعضی از توابع» ممکن است عبارات مثلثاتی و جبری با هم وجود داشته باشند. مثلا در تابع‎ 


مجانبها را تعیین کنیم. Iyl‏ داریم: 


Sly =‏ بخواهیم 


dim у=)‏ .لذا حط ۱= ۷ مجانب افقی تابع است. 


برای تعیین مجانب قائم» بایستی ریشه‌های معادله‌ی 9+ = sinx‏ - درا به دست آوریم. بدین منظور نمودار توابع 3y = X‏ 
Ly = sinx‏ رسم کرده تعداد نقاط برخوردشان. ریشه‌های معادله‌ی ° = sinx‏ - × می‌باشند. 


لذا خط ЦЕ) х= о‏ ریشه‌ی معادله‌ی sinx = о‏ - 6 تنها مجانب قائم معادله می‌باشد. 


Y 
x +N, 
محانب دارد؟‎ Ay = ———— نست: تابع‎ 
: š X — cox = 


тыу ۲ (r ۱0 


حل: با توجه به شکل ۲ قائم دارد. ضمناً ۱ ل مجانب افقی تابع می‌باشد. لذا تابع ۳ تابع مجانب دارد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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x , " ۳ Я .‏ : 
تست: اگر خط Yx + Y‏ = ۲ مجانب مایل تابع 100 = y‏ باشد. مجانب مایل تابع F'O)‏ = رکدام است؟ 


у= + —@ y = tx + Y @ y=Yx+ 0 
_ ۳ 
7 - ۳۲ + х _ > حل: گے‎ 
Р j _ X+\ 
у= +\ 6۲ х= 0 


=+) 


Yx + \- х +\‏ = رکدام است؟ 


y = Yx (ї 
x> =+ о > y=Yx+ | \ <y = Yx > у= = 


әй‏ نکته‌ی فوق برای مجانبهای افقی و قائم نیز صحیح است. یعنی اگر خط a‏ = ×مجانب قائم تابع ЕП; = f(x)‏ آنگاه 
خط a‏ = ۲ مجانب افقی تابع у = f'E)‏ و اگر خط y = a‏ مجانب افقی تابع f(x)‏ = 7باشد آنگاه خط U x = а‏ — 


قائم تابع y = f ` (x)‏ خواهد بود. 
مثال: مجانبهای افقی تابع ۲ << у‏ بیابید؟ 


чу ۲ = л... лл ; = Ke ы г ۰ А‏ ۲ ات 
-IT‏ 


= Л = — 
y ү 25 


ү عبارتند از‎ y = tan™’x = Arctanx : дк معکوس‎ 


x>+% 3y = lim Arctanx = 
X — + Ф 


روش دوم: 7 
Y‏ 


x>- оо =y = lim Arctanx = 27 >y =- ï 
R f جند محانب دارد؟‎ y = آ۵‎ GE تست: نمودار‎ 


o (۴ ۳0 ۱0 
хэ. جرج‎ + Xe قائم‎ E ET حل:‎ 
x> + 0 љу + جا‎ = ۱ l 

مثال: مجانب افقی تابع `` *@ = y‏ را بیابید؟ 
روش اول: у= 6 -\>х-\=1лу—>х= \ + Lny >y = \ + [ах‏ 
مجانب قائم ۰ = рх‏ !+ — برچ مه -— Гах‏ + ۱ج هه -— y‏ 


چون ° = *مجانب قائم منحنی Ё (х)‏ = 7است پس ° y=‏ مجانب افقی х)‏ = 7 است. 


x>-% >y= lim & >’ e Py = ۰ روش دوم: مجائب افقيی‎ 


× — - Ф 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: مجانب قائم تابع V e‏ ×= رکدام است؟ 
х=-\( х = ۰ 0‏ 


۱ 
у = хех >D =R- {} 
x>. T—y= Š 


که ; Я‏ ۲ 1 
نلته: مجانب منحنی: شرط لازم و کافی برای آنکه دو منحنی ay = f(x)‏ 
y = р(х)‏ مجانب یکدیگر باشند آنستکه: 


dim , ۲۲ -۷۱|-< š‏ به شکل توجه کنید: 


х = 


مثال: نشان دهید توابع 1 = وو VX‏ = ر مجانب یکدیگرند. 


х + ۱ ۰ ۲+‏ 
مثال: ثابت کنید منحنی‌های y = Š‏ به ازاء جمیع مقادیر k‏ مجانب یکدیگرند. 
x‏ 


x 
۲+1 ۱ 8 1-۱ з 
( = ) = lim = ° 

x x х مهد بت‎ X 


مجانب توابع پارامتری: 
x = f(t)‏ ۳ 

هر تابع به صورت (که در آن ا پارامتر یا متغیر است) را یک تابع پارامتری می‌گویند. در چنین حالتی. ابتدا 
y =g(t)‏ - 

تابع چه نوع مجانبی دارد برای درک بهتر مطلب به نکات زیر توجه کنید. 

داده ü‏ مجانب‌های افقی تابع در صورت وجود به دست آیند. 

ب) t‏ را به سمت ± و به سمت مقادیری میل می‌دهیم به طوریکه به 0 میل کند. این مقادیر ‏ را در f(t)‏ = × قرار داده 

تا مجانبهای قائم تابع در صورت وجود به دست آیند. 

ج) ]را به سمت 2 و به سمت مقادیری ميل می‌دهیم که ×و هر دو به سمت EO‏ میل کنند. در این صورت شیب و عرض 


از مبداً مجانبهای مایل تابع را به کمک فرمولهای lim (f(x) -ах) за = lim tx)‏ = به دست می‌آوريم. 


әй‏ لازم به ذ کر است که در اين گونه توابع می‌توان پارامتر t‏ را بین у эх‏ حذف کرده تا معادله‌ی دکارتی تابع به دست آید و 


سپس به روشهای بیان ФАЛ‏ قبلی معادله‌ی مجانبهای منحنی را بیابیم. 
مثال: مجانبهای منحنی زیر را بیابید؟ 


روش اول: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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t +œ >x > to у= وج سل‎ =٥ مجانب افقی‎ 


t>o > y> + әх = ° مجانب قائم‎ 


А‏ مفروض است. مجانب افقی مکان هندسی نقطه‌ی ۸ وقتی که t‏ تغییر کند را بیابید؟ 


X — 0 
جاح‎ Í 


y % 


روش دوم: 


منال: نقطه‌ی 


در این حالت احتمال وجود مجانب مایل هست lI‏ فرض می‌کنيم خط 0 ax‏ = در صورت وجود معادله‌ی مجانب مایل 


منحن باشد در این صورت داریم: + 


кым Y 
=й Hx) -lim аа Al -r PE 
× — о 


= Фу =ах += - ۲ + ۰ <<۷ = - ۲۲ مجانب مايل‎ 


X =N 1۲-۱ 


مثال: مجانب مایل منحنی پارامتری را بیاپید؟ 


y =N t+) 


پس احتمال وجود مجانب مایل д a‏ 


b= lim (fx)-ax)=lim ( ПА) 


X — + 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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= lim 


Y = 
تفن‎ ۲ ۲-۱ 


e << = ۰ >y = ax + 0= × + ۰ >y = × йы es 


راه حل دوم: در این روش. ابتدا شکل دکارتی معادله (یعنی فرم (y = f(x)‏ را با حذف پارامتر t‏ بین ×و لبه ИГ‏ 


x=, ۲-۱ و و "< ۲-۱ ۲)رجت‎ 
y =N t+) 


у= x+ 1+۱1 لک‎ х" 


مجانب مايل قابل قبول y=x‏ ° 
و > ۱-۲1 K+‏ = لک هم ارزی 


–х‏ = #غیرقابل قبول است زیراء و هر دو مثبت‌اند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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X 
حل‎ у= 
X X 


-Y‏ به ازاء جه مقادیری Y EEE mÍ‏ دارای دو محانب قائم و یک مجانب افقی است؟ 


)-0۵,-۴( U(*,+ 00(- {0} ۴ m > Y ۳ |m < ۲ |m < 0 


۳-هرگاه = y‏ فقط یک محانب داشته باشد. حدود 1 کدام است ؟ 


TAU‏ و 
& ۱ + ود + ۲ 


|m > Y ۴ т> Ү ۳ ті < ۲۲ m < (0 
نمايش تابع‎ zai می‌کند. ه حانب مايل‎ k همنگامیکه 00 - > ×م‎ (у = Yx + ۱ هگاه خط‎ ۴ 


XT - AX‏ + وا + a»‏ = و باشد ا - a‏ کدام است؟ 
ғ т o (f б‏ 


Л л Л 
+— +— (y +— (\ 
۶ Ç О, E 
مجانب دارد؟‎ асу = ا‎ s ۱ + Эте? 
> 5 


FE Y (Ү Y ا(‎ 


š LARET 2. КОШЕ ОК s 


۱۳ -\ (Y -Y 


- 
۸ مجانب مایل شاخه‌ی ۰0+ تابع ХУ‏ | = رکدام است؟ 
xXx-Y‏ 


y =x- À ۳ y=x+ ۲ у=хб 


| 
رکدام است؟‎ = Yx -۱ еб Lu مجانب‎ 4٩ 
X- 


y = Yx - Y ۴ y = ۳ y=Yx+ ү y=Yx- Y Q 


à . w. ۶1 ۰ ¿= 22 ۵ > 4 о‏ » سے ہے کے 
۱- هرگاه خطوط = ۱ + و «x= Y‏ مجانبهای فانم منحنی نمایش ШОКЕ ВОНИ RT‏ 


а = – \ а = \ а = \ 
Y Y 
| E т үс, i 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


wwwi.riazisara.ir /اندیشه برتر‎ ٨ 


X— x × — x` 


y = ° و مجائب افقی‎ A = 0 - ۱۶ > ه‎ > |ы > ۴ (Ө 


pi: АЕ . — — х- \ - А ۰ 2۳۳ ۰ Аа са . T. И 
а ی‎ е فقط یک مجانب قائم‎ m= ۵ ضمنا به ازاء‎ 


(زیرا این ريشه که ریشه‌ی ساده‌ی مخرح است. ریشه‌ی صورت نیز هست) در واقع در این حالت داریم: 


۴ +9 +(۱ -ع) =  < 2+ 9+ |х y‏ < هم ارزی 


(y = ۰ توجه داشته باشید که تابع داده شده یک مجانب دارد (مجانب افقی‎ Ü А 


Вета а ЧЕ 


+ ۴ = \ b= -* 


xArctanx = Arctan( 


co) = 


مجانبهای قائم x= £Y‏ < ۰ = ۲ - || , مجانبهای مایل 


۱ = عرض از [до‏ < مجانب مايل зан)‏ 
X-‏ 


x+ ax + b = (x + A)G - Y) 


а=-\ 


х'+ак+Ь=х!-х-тә{ 
b=-Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ахї + bx" + сх - x` 2 
تلد‎ G. Ú. 
x + ۵ ë ° 

۱ -yy -y (y -۴ ا(‎ 


۲ هرگاه دو منحنی ۲- "× зу =ах -л‏ ۱+ ۲ ۳۲-۰ = ۷ وقتی که ۰ + > рах‏ می‌کند. دارای مجانب مشترک 


باشند. ‏ کدام است؟ 


у=‏ دارای مجانبی افقی به معادله‌ی ۳- = ۲ باشد. ‏ +5 a+‏ برابر است با: 


-\ (۴ \ (ў Y (ў Y OQ 


xï 


(а - ۱(۰ XAFA 


۳ هرگاه خط у = Yx‏ هنگامیکه оо‏ + > ×میل می‌کند مجانب منحنی = y‏ باشد. ۾ جقدر است؟ 


_ Y Y (v 
جند محانب دارد؟‎ У = Агсіап 
Y Y 


۵ تابع = угу‏ بازه‌ی [۰,۲7] چند مجانب دارد؟ 


sin fx 
aY v (Ү 4 (\ 


۶ عرض از مبد أ مجانب مایل منحنی تابع xArccos—‏ = رکدام است؟ 
x‏ 
v (۴ v ЕС ۱0‏ _ 
z‏ ' 
۷ هرگاه خطوط = y- × = ۱ эх + Y‏ معادله‌ی محانبهای шш,‏ نمایش تابع ХУ‏ = بو باشند. هو اوه 


ا ند ا: 
а = \ а=-\ лл‏ 


b= ۴ b=-f (\ 
б=т су 

а= ۱ a=- \ 

b= -۴ b= ۴ 

c=Y c= Y 


| 
تابع АТК‏ = رچند محانب دارد؟ 
۱ ۶۲ 
АК ۴۳ ۳0 ۲0‏ 
۲ 
هرگاه خط ۲ + × = y‏ مجانب مایل р‏ 2ھ = ر پاشد. 9 + раа‏ است؟ 
X +‏ 
(F۴ Y (r WQ ۳ O‏ ۴ 


۰ تابع y = wo‏ در بازه‌ی Yar]‏ °[ چند مجائب دارد؟ 


۴ (r ۲ ۱0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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>C — _y>c=-tY—=>a+b+c= ۳ 


y=ax- k| 


ikl emea Was 
у= yK = 


у = Yx 


۳ 2 
(а-\) [| х э+од- \ 


{ Yx 


lim Arctan К] = Arctan(3 


= е ЕЕН 
а- \ 


(у-шх)= lim (xArccos_ = а х) 


г 00 


\ : г . ۱ 
ج‎ lim (х Arcsin) “йт (-x х) = -\ 


a+ xt ۱+۲ | 
۲ 


= ах +b- Ya 2 


y=X+) b-řa= \>b=f 


(b - Yax + | 
- (b - Yax - Yb + 4а 


Z . ۱ ی‎ 

у=\ و مجانب افقی‎ x'- |х| =۰ = |х| (|х| - ۱( =° > 
X = 5 
s _ | 


(b- а)х + \ 
-(b-ax-b+a 


е 
y=X+Y 


sinYx = چ.‎ = kr +× = х= o,a, Z, Ya 


sx = o°‏ 7 = ×و ۲7 = рх‏ قبول نیستند چون صورت کسر را صفر می‌کنند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست ۳: 
۱- مجانبهای قائم منحنی نمایش تابع .= ر در فاصله‌ی [۰,۲7] عبارتند از: 
- 911 


k = 
(Y 
== 


л 
۳ 

їл 
۳ 


۲-در ازاء چه مقداری از 0 تابع ×۴ - у = тх + Y-.| Yx!‏ یک مجانب افقی و یک مجانب مایل دارد؟ 


-\( NYC \ (Y ۲0 


۲ Р 
(х= \)(х— ۲)... — n) شوت‎ 
п+ \ (ў п (\ 


ду =‏ محانب دارد؟ 


x" 
—— ys ü در‎ _۴ 
xx + K+) © 


(Q‏ خط ۱ = 7 مجانب افقی است. k= Ç‏ ۱ +× = [مجانب مایل است. 
۳ خط y = x‏ مجانب مایل است. ۴ خط ۱ x-‏ = 7 مجانب ku‏ است. 
ا Y x ETE‏ | 
۵ هرگاه خط y = mx + h‏ مجانب مایل منحنی نمایش تابع  < (Y+ же)‏ باشد. 9 + m‏ پرابر است با: 


۵ ۴ F۴ (ў ҮС ۱0 


۱ ۱ ۱ 
۶ منحنی تابع به t— gahl‏ + س = ل مفروض است ایر منحنی جه مجانبهائی Qs ls‏ 
SD Беа а cha‏ 


۵ سه قائم و یک افقی ۲ یک قائم و یک افقی ۴ دو قائم و یک افقی ۴) یک قائم 
ЕО‏ = ل چند مجانب دارد؟ 
(ү. Y (Y ۱0‏ 
۸ هرگاه مجانبهای منحنی ×۶- "× د + mx‏ = بو برهم عمود باشند. plasm‏ است؟ 
m = +, ۴ m = +y т= +] YC m= + YÓ‏ 
٩-فاصله‌ی‏ نقاط منحنی نمایش تابع 1 + ۳-۳۲ | у‏ خط h‏ + × = روقتی که » + < Јах‏ می‌کند. به صفر 


میل می‌کند. « کدام است؟ 


F 


y =‏ جند محانب دارد؟ 


Y . 
[x] +l- š 
Y (Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


wwwi.riazisara.ir اندیشه برتر‎ bYY 


قابل قبول 
Ysinx - \= -> Sinx = (۴(۱‏ 


А куё М ы Ж бл 


-Y‏ (۳) یارآوری؛ در تابع +e‏ ×ط + су = mx +n ах"‏ هرگاه mS а‏ باشد. تابع یک مجانب افقی و یک مجانب مایل 


0۲ -- ۲ -< 0 - + Y دارد.‎ 


02( مجانبهای 9 ۲= 4 ,مجانب افقی y=‏ 


xX" ۱ ۱ 
y = رح‎ + 
Е е, ОЕ LX... 4 


ааган y=x+ v+ “° > y=x+ ۴ 
x x 


° >т+һ=0 
h=f 


غیرقابل قبول х=,‏ 
к‏ ی ول у= pn E‏ 
در همسایگی о‏ =×و ۱ =× زیر رادیکال آخر منفی می‌شود. مجانب قائم X=Y‏ 


y = ۱ مجانبهای قائم ±۱ = ×و مجانب افقی‎ “y 


k -À | > 5 (п +۳) ۳ л лт =Y ۲۵(۸‏ ۲ + × = رهم ارزی 


h = ۱ T4‏ < مجانب مایل | - × = ر < هم ارزی 
۰ (۴۶) مجانب ندارد. تعریف نشده x € Z > у= шлш‏ 


توجه داشته باشید که خط راست. مجانب ندارد. مجانب ندارد. خط راست ۲- у=‏ 7 ۶ × 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ЫЕ 


_ X+) 


x = ۱ ,x = ۳ у= +\ 6۲ х= 0 


۲ +۱ |. ы A 


y = Yx (ї у= بل‎ 6 
заа ае 


Ү(ї 


۶ تابع )4 дну = Ln(x"-‏ مجانب دارد؟ 
Y G ۱0‏ ۳۳ 
۷-ضریب زاویه‌ی مجانب مایل منحنی ° = ۳ + Yxy‏ + کدام است؟ 
Yy -\ ۲ ۱0‏ 
x` Y‏ 
A‏ مجانبهای تابع ۱ = - -"عبارتند از: 


۹ 


у= + у= بط‎ ) у= +х (\ 


٩-کدام‏ خط مجانب مایل منحنی ۱۰ = (۱ (Ох - Yy)(6x + Yy-‏ است؟ 


= ۱ ۳۷ +۵ ۴ هردو گزینه‌ی او ۳ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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x эе x 2 = ар h 


x> to > y=Yx+ ۱ ۱ > у= їх > × = y> у= x 


مجانب افقی °= >y‏ 


+оо >y =× + ۲ هم ارزی‎ 


саш K = Y 
x- 


lim Ln({x"-4) = -œ 


x эў? 


lim (х'-4)=- 
EY) 


>x“ + х! mx" = -> (+ п) х х = $M =$ M=- ۱ (YN 


Tx (Ү) Л 


| 
2 ماب مان اوت‎ уа аажы Айак aa t аим кы РУ ТА 
2 b' 


СР) -4 


پارآوری: معادله‌ی (ах + Бу + с)(ах + b'y + с)= k # o‏ معادله‌ی یک هذلولی است که مجانبهایش عبارتند از: 
ах + by + с= •‏ 
ах + Бу + d'=-‏ 


Y iji 


+оо ] دب‎ 


۱ 
h=lim (y-mx)=lim (Û 
X >+% tato’ t+ \ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تعریف مشتق: فرض کنید تابع در یک همسایگی نقطه‌ی a‏ تعریف شده باشد. مشتق تابع sf‏ نقطه‌ی «а‏ آنرا با f'(a)‏ 
نمایش می‌دهیم به صورت زیر تعریف می شود: 
f'(a) = lim Қа + h) - Қа)‏ 
h4. h‏ 
А‏ فوق وجود داشته باشد. گوئیم ٤‏ در ۵ مشتق دارد یا مشتق‌پذیر است. و اگر به هر دلیلی» حد فوق موجود نباشد» 


تعریف دیگر مشتق: در تعریف فوق» اگر فرض کنیم а їх = a+ h‏ - × = طو c‏ < ط میل می‌کند. بنابراین تعریف 


Ало) =н, 0-48) 


X- 
"ونمایش می‌دهند.‎ ДУ У P'E) هر یک از نمادهای‎ Lx را در نقطه‌ی دلخواه‎ y = fK) زلم ! مشتق تابع‎ 


مثال: هرگاه ۳۶ + = (х)‏ (۱) ۴ را حساب کنید؟ 


فوق به صورت 


مثال: هرگاه ۱۰ + f(x) = ух‏ (۸) را حساب کنید؟ 


(Мх YOAV i E S 0 


-A(N x + Yx +9) (х-л({ yry Y 


تزگر ۲: تعبیر هندسی مشتق تابع: هرگاه تابع ؟ در نقطه‌ی a‏ مشتق‌پذیر باشد (یعنی (а)‏ موجود باشد). در این صورت 


مماس عمودی نباشد. چرا که اگر عمودی باشد. شیب خط ۵ شده و تابع در نقطه‌ی a‏ مشتق‌پذیر نخواهد شد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: با رسم JS‏ مشتق‌پذیری یا ناپذیری تابع داده شده را در نقطه‌ی داده شده بررسی کنید؟ 


> f'(a) = ° 


asas‏ تست )از 

(زیرا در نقطه‌ی به طول Y‏ نمی‌توان 

бое عیاش‎ E 

у= үх مه + = (۲)۱ > ۱- هر‎ 


قضیه: هرگاه تابع ]در نقطه‌ی a‏ مشتق‌پذیر باشد. حتماً در نقطه‌ی a‏ پیوسته نیز هست ولی عکس این مطلب در حالت کلی 
درست نیست به عنوان مثال تابع |х|‏ = در ° = »پیوسته است ولی در این نقطه مشتق‌ناپذیر است. 

АЎ‏ مهم: (عکس نقیض قضیه‌ی فوق): هرگاه تابع f‏ در نقطه‌ی ۵ پیوسته نباشد. در این صورت در نقطه‌ی a‏ مشتق‌پذیر هم 
نخواهد بود بنابراین پیوستگی تابع 1 در یک نقطه شرط لازم برای مشتق‌پذیری ОЇ‏ تابع در آن نقطه است. ولی این شرط 
کافی نیست. به عنوان مثال چون تابع |х|‏ = ۲ در نقاط صحیح ناپیوسته است. لذا در همین نقاط مشتق‌پذیر هم نیست. 


تعریف مشتق راست: هرگاه حد زير موجود باشد: 


f, (a) = і f(x) - f(a) _ Йй, fam- fa) 


х эа х - h مب‎ 


گویند تابع ۴ در نقطه‌ی 8 از راست مشتق‌پذیر است و مقدار حد Wf (a) Li‏ داده و این مقدار را مشتق راست تابع در 


تعریف مشتق چپ: هرگاه حد زیر موجود باشد. 


(а) = سنا‎ Wta - Шы 


х —a` 


گویند تابع ۶ در نقطه‌ی a‏ از چپ مشتق‌پذیر است و مقدار حد را با f '(a)‏ نمایش osla‏ مقدارش راء مشتق چپ تابع ۶ در 
نقطه‌ی a‏ می‌گویند. 

قشضیه: تابع ؟ در نقطه‌ی a‏ مشتق‌پذیر است اگر و فقط اگر که ٤در‏ نقطه‌ی a‏ هم از راست و هم از چپ مشتق‌پذیر باشد. 

А‏ ا هرگاه حداقل یکی از دو مشتق چپ يا راست تابع در نقطه‌ی 8 موجود نباشند. ‏ در a‏ مشتق‌پذیر نخواهد بود. 

2‚ ۲ هرگاه تابع ٤‏ در نقطه‌ی Ла‏ راست مشتق‌پذیر باشد و یا بخواهد مشتق‌پذیر باشد باید. در نقطه‌ی Ма‏ راست پیوسته نیز 
باشد و به همین ترتیب برای مشتق چپ اما عکس این مطلب در حالت کلی» درست نیست. 


КОСУ 2 + 2 > > А Z. 
تزلر ۳: مشتق راست هر تابع در هر نقطه در صورت وجود. همان شیب نیم مماس راست تابع در ان نقطه است و مشتق چپ‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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па) [F> a 


f'(a) <: f'(a) >: 
е. (а) > ۰ 
f(a) <- f'(a) >: 


т 


پاسخ صحیح گزینه‌ی ۲ می‌باشد زیرا شیب نیم مماس راست مرسوم در نقطه а‏ مثبت و شیب نیم مماس چپ مرسوم در 
نقطه‌ی а‏ منفی است. 

مثال: با توجه به نمودار تابع y = |х|‏ مشتق پذیری این تابع را در نقاط مثبت. منفی و ° بررسی کنید؟ 

در هر نقطه مثبت شیب خحط مماس ۱ است پس مشتق تابع در این نقاط ۱ است. 

در هر نقطه منفی, شیب خط مماس ۱- است پس مشتق تابع در این تقاط ۱- است. 

ضمناً این تابع در نقطه‌ی °‹ مشتق‌پذیر نیست زیرا مشتق راست در این نقطه 

ری ا E быу‏ یر تا انیس 


шы 


نقاطی که یک تابع در آن نقاط مشتق‌پذیر نیست. 

۵ اگر a É D,‏ تابع در نقطه‌ی a‏ مشتق‌پذیر نخواهد بود. 

فشک مایا توبن تست 

مثال: تابع — = „у‏ ۱ = مشتق‌پذیر نیست. 

(Ү‏ هرگاه a € D‏ باشد ٤ д,‏ در 2 حد نداشته باشد ٤‏ در 2 مشتق‌پذیر 
تست کر شنک e‏ نامع بل بر تست 

مثال: تابح зу = |х|‏ نقطه‌ی ۲ = × مشتق‌پذیر نیست. 


۳ هرگاه a € О,‏ و در ه حد داشته باشد. اما در این نقطه پیوسته نباشد در این صورت ا در a‏ مشتق‌پذیر نخواهد بود. 


در شکل مقابل در X = о‏ مشتق‌پدذیر نیست. 


۲ ° 
در ° = × مشتقپذیر نیست.‎ ٤) =f Сге 


= °) 


(f‏ هرگاه تابع f‏ در نقطه‌ی 8 پیوسته باشد ولی مشتقات چپ و راست تابع f‏ در این نقطه نابرابر بوده و حداقل یکی از آنها 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(اين نقطه را نقطه‌ی زاویه دار يا گوشه دار تابع f‏ می‌گویند) 
Ди‏ ایا says‏ ی لیر تسا 
مثال: تابع || = در °= »و یا تابع ۱۳-۱۱ = sy‏ نقاط ۱و ۱- 
در این حالت زاویه‌ی بین دو نیم مماس از فرمول زیر محاسبه می‌شود. 

капа = | misa, , (m = f'-(a),m’'= fl (а)) 

۱ + mm! 
پیوسته باشد ولی مشتقات چپ و راست تابع در این نقطه هر دو 90 +و یا هر دو 0 - باشنده در‎ a هر گاه تابع در نقطه‌ی‎ ۵ 
مشتق نامتناهی دارد.‎ a این صورت تابع در این نقطه مشتق‌پذیر نخواهد بود. در این حالت گوئیم تابع در نقطه‌ی‎ 
باشیب‎ x = ضمناً خط مماس بر منحنی در این نقطه» موازی محور لها بوده و معادله‌ی این خط مماس به صورت هھ‎ 
می‌گویند.)‎ f نقطه را نقطه‌ی عطف تابع‎ cyl) بی‌نهایت خواهد بود‎ 
× =° угу = Vx مثال: تابع‎ 
(а) 1 (а) = + مه‎ 

۶ هرگاه تابع در نقطه‌ی 8 پیوسته باشد ولی مشتقات چپ و راست تابع در بی‌نهایت نابرابر باشند یکی 90 +و دیگری 0 
تابع باز هم در نقطه‌ی a‏ مشتق‌پذیر نخواهد بود. 


(اين نقطه را نقطه‌ی بازگشت منحنی می‌گویند) تابع در نقطه‌ی بازگشت. Max‏ و Min‏ دارد. 


` 


a 
۳ е зав 
۲ + (а) = + о ۲ + (а) = – о 
ل نقطه‌ی بازگشت است.‎ =y |× | مثال: نقطه‌ی به طول ۰ = × برای تابع‎ 
a پیوسته باشد ولی مشتق تابع در این نقطه» در یک فاصله نوسان کند باز هم تابع در نقطه‌ی‎ a در نقطه‌ی‎ f هرگاه تابع‎ ۷ 
مشتق‌پذیر نخواهد بود.‎ 


7 
Х81П — (X =°‏ 
مثال: تابع ) ( x‏ = ) )1 در نقطه‌ی ۰ = × در واقع داریم: 


f f х5їп^- л i (х 
г (х)- (°) ; А š к 
f'(.)=lim واا[‎ —— =lim sin = وجود ندارد‎ 

X وب‎ X—° X وب‎ Xo X وب‎ X 


x+) ‚(х>\) 


مثال: = پذیری تابع 
x“ (x<)‏ 


٤) =f‏ رادر ۱ = ×بررسی کنید؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: مشتق‌پذیری تابع hy = | x-Y‏ در نقطه‌ی ۲ = ×بررسی کنید؟ 


` —lim سح‎ 


ЕГЕ 


E ۲ ۲ ma N “чё “Z 
مشتق‌پذیر باشد. همواره دو شرط زیر برقرارند.‎ a موع: هرگاه تابع در نقطه‌ی‎ s 
هر سه موجود و مساویند.‎ «а چپ و راست و مقدار تابع در نقطه‌ی‎ А> پیوسته است یعنی‎ a در نقطه‌ی‎ f C 


(Y‏ در نقطه‌ی a‏ مشتق چپ و راست برابر دارد. 


ax ۳ ,)6<۱(‏ 
مثال: به ازاء جه مقادیری ٤) )= b “брза‏ در نقطه‌ی ۱ = × مشتق‌پذیر است؟ 


_ ,) > ۱( 


حل: اولاً پیوستگی > 


فرمولهای مشتقگیری 


Ү)у < > >y =, 

۳( ۲ < و‎ жу y =u + у! 

Y)y =uv > y = uv + v'u 

б)у = cu > y = си 

Py =uvw > у = u'vw + v'uw + w'uv 
\ a uU 


۱ 
Фу < ارج 1ج‎ => ш = 


ла‏ +۳۲ _ ۷ - ۱۵۴ + = بو 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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> у! = ۱ 
) >у'=м(х\+х) (Yx + \) 


а b ç a c 
X + 


۰ اند يشه برتر 


OPP الا‎ I 
alx’ + bx + c Y 
(а!х" + b'x + c!) 


۱ 


Vx 
u! 


Yu 


\Ðy=vx > y'= 
ió)y=Vu >у'= 
مثال‎ > y= × 

۱۶( ۷ = Vx" 

y= Ñ ×۵‏ > مثال 


۱۸( y = (їор)(х) > у = р(х) x f'(e&)) 
y = (gof)G@) > у = Р(х) x g'(fGO) 
y = (fQ) > у = Ё(х) x PEE) 


y = (рор)(х) > у = 2 (х) x р (8) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


رگا از ماخ مان ات 
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у = (hogof)@) > y'= (х) х g'(f() x h'((gof)GO) 
را از دو روش حساب کنید؟‎ БОЁ مشتق‎ р(х) =x ۵ sÍ(x) = ×+ x مثال: هرگاه‎ 
(во) (х) = f(x) x g'(f@0)) = (Yx'+ ۱( x YR x) روش اول:‎ 
را حساب کرده سپس از آن مشتق می‌گيريم.‎ gof روش دوم: ابتدا‎ 
y = (воѓ)(х) = (X'+ х)'+ ۵ 
y'= (роЁ)'(х) = ۲۳+ \)(х'+ x) 
است؟‎ elaS(gof) (°) حاصل‎ g (Y) = ۱۰ f'(e)= ۵ f(e) = ۲ تست: هرگاه‎ 
۱۰۰ (f Yo (ў ۵۰ (Y ۱۰0 
(gof)' (e) = f'(e) х В )6)0(( = хв )۲( = 0 x ۱۰ = ۰ 
مقدار مشتق تابع ع٥٤ را درگ = × بیایید؟‎ g(x) = tanYx و‎ f(x) = ) _ مثال: هرگاه‎ 


۱+ x 
۱-2 ۲ 1 л z Л 

f = X Z costx = (fog) (X) = -sinf у _esin = - 
(fog)(x) ani T s (fog) GO sinfx > (fog)! ( с, Ysin ` wW ۲ 
\4)y = и) > у = u f'(u) 


y = f) < y'= FEY‏ > مثال 


у= f(t(/x)) >y =x Ух) x PEVE) 


Jus‏ هرگاه ۱ - × + = (х)‏ مشتق ) f(V x‏ = ۷را از دو روش حساب کنید؟ 


)59 ول: \ +1 = + X) — \ X‏ ! ا 
л Jokes‏ \ =( تفا У)‏ 


кух -\=х+ух-\ =y!=(f(V x ))! = روش دوم:‎ 


теда is‏ توجه داشته باشید که (f( V x ))' Lf'(V x)‏ فرق دارد. 


-< = l, x ul, 


y = и) = f(g) >y = g(x) х#(0(х)) жу! =u, x f(u) = ш ху! در واقع داریم:‎ 


این قاعده را قاعده‌ی زنجیره‌ای در مشتق‌گیری گویند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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< مشتق تابع ضمنی ° = YDER, y)‏ 


у'= ۴‏ +× ج مثال 


روش اول 


Yx + Yyy'= ° = Yyy' = -Yx= y=-‏ < روش دوم 


> 
y. 


YY)y = sinx > y'= cosx 
Yf)y = sinu > y' = u'cosu 
۲۵( ۲ = sinu > у= пх u' x sin™'u x cosu 


Jts > y=sin?(Vx) у! = бї (vx) x—— x cosy x 
Vx 
۲۶( ۷۲ = соѕх > y'= -sinx 


YV)y = cosu = y'= -u'sinu 
ج مثال‎ у = соѕ(ѕіпх) > y'= -cosxsin(sinx) 
YA)y = cou = y'= -nu'cos" lu x sinu 


۲۹( у =tanx =—y!= \+1ап'х = ` = و‎ 
COS x 
۳۰( у = tanu >y' = u! (۱ + tanı) = ۷ _ ulsec'u 
cos u 
Ү\) у =tan"u =>у! = nutan" u (1 + tan'u) =... 


YY)y = -Ln |созх| + сЬу = Ln| secx| + с = y'= tanx 


۱ 
sinx 
۲ -u' 
Yf)y=cotu —y!= -ul (| + сос u) = 
sin'u 


YY)y=cotx >y'=-(\+ сох) =- = -со$ес'х 


= -u!cosec'u 


۳۵( ۷۲ = сойы y'= -nu'cot™ `u x (1 + cot u) =... 
Y#)y = Ln| sinx| + c Ly = -Ln| соѕесх| + c > y'= сох 


۱ 
۳۷( у = ل‎ у! ѕесх. 
)у = ѕесх = у! = secx. tanx 


ҮЛ) у = соѕесх = = >y! = -COSECX .COtX 
Sınx 
3 


Ү4)у = Ln| secx + tanx| + c ریا‎ = Ln ۵) [+ç у! = secx 


x 
Yo)y = Ln| cosecx - cotx| + c Ly = Ln | tan + c > y'= cosecx 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Arccot و‎ Arccos مشتقشان منفی دارد همچنین‎ 60360 «СОЇ .cos شروع شوند یعنی‎ co توابع مثلثاتی که با‎ PAA 


cos x = 7 cosx’‏ ارج 
rad ۱۸۰ ۱۸۰ rad ۱۸۰‏ 


۱ 


I ی‎ i 

¥\)y لو‎ =<51п——х 
y ۱۸۰ 

YY)y = Arcsinx = y! = 


YY)y=Arcsinu >y'= 
\-u 
ff) у = (Агсѕіпи)" =>у! = пи (Arcsinu)” х 
۱-1 


۴۵( у =xArcsinx +y \-хї+с у! = Arcsinx 


۴۶( у = Агссоѕх >y! = 


YV)y = Arccosu ۷ج‎ 
۱-۲ 


۱-۲ = \ 


Чч» > у = Агссоѕ (Агсѕіпх) у! = = 


٩ \ -(Arcsinx) ۱-۲ \- (Arcsinx) 


Үл) у = (Arccosu) ۷۷ج‎ _nuf(Arccosu) - = 


1-1 

۴4) у = хАгссоѕх ۱-۲ +c =y' = Arccosx 
0°) у = Arctanx —y! = 
+x 


۱ 
وراه‎ = Arctanu >у!/=—® 
۱+ ۷" 


oY) у = (Агсіапи)" > у! = пи (Arctanu) y= - 
۱ + 


òY) у = ۸ - ۱)عا‎ +х')+с у <- 


- \ 


00y = ۸۵۵0 у! = 


00) у = Arccotu жу! = — 
\ + 


۵۶( ۷ = (Агссоѓџ)" у= nu! (Агссош)" т ۱ 


۱+ ۲ 


OV) у = xArccotx + : Іл (х + ۱(+ 6 = y! = Arccotx 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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0л) у = Агсѕесх >y! = 


04) у = Агссоѕех 


۲-۱ )ریا‎ >-۱ bx>)) 


-хї + ۱,)-۱ > > ۱( 
=> موجود نیست.‎ ۴ )۱( 
f(A) = ۲۲۸-2 ۶ 


rD = CCD = -' 


(уе) = ۲ Y°) = -۰ 


۶۲( بو‎ - lx] ay | 
موجود نیست‎ „(х €2) 


۶ اندیشه برتر 


(e > Агсѕесх < аз 

С < Атсѕесх < л (-اگر‎ 

(e > Агссоѕесх < 45 
c < Arccosecx < 7 (+اگر‎ 


مثال: هرگاه |х'—-\|‏ = ل مطلوبست: 
الف) y'‏ 
ب) تعیین نقاطی که مشتق در آن نقاط موجود نیست. 
E. ЗБ «COP #096‏ 
(х=\Ь -\)‏ 
-YX (—\<х<\)‏ 


موجود نیست 


به همین ترتیب (۱-) نیز موجود نیست. 


توصیح 41 تابع | |х‏ = [ در نقاط صحیح پیوسته نبوده و لذا مشتق‌پذیر هم نخواهد بود و در نقاط غیرصحیح؛ تابع ثابت 


بوده و لذا مشتق آن در این نقاط صفر است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: تابع |x]‏ = ومطلوب УГ)‏ , ( 

موجود نیست <(۰) ۷ و ۰ у2)=‏ و =( yN‏ 

ye) ay СӘ yt ГР) ۰3" )۵( مفروض است مطلوبست‎ y = ]۲×-۱| مثال: تابع‎ 
y )۵( = موجودنیست‎ 
У(Х ۳(< ۰ 
۷ )( = موجود نیست‎ 
y (e) = — موجود‎ 
۶۳( زا‎ =x =y!= 
#“)уу=1ли >y'= 


۶۶( у = 108 

۶۷( ۲ = ех 

#A)y =e" = у = u'e" 
J& > y=e6e% уге x e” 
#4)у =ах ->у!—а*1ла 
۷۰( у =a" >y' = ula" Ina 


ат‏ سل у=‏ کی مثال 
Yx‏ 


у\уу=х* жу! = хх (\ + Тах) 
۱ 
۷۲( ۱۲ =u” >y! = vu" ul + u v'Lnu)= u (3 + v' Inu) 


=> пу = аи" = лу = ули 


۱ ۱ ۱ 
= Inu + v =y!=y(v!Inu+— v) >у! = u (v'Lnu + у) 


مثال: مشتو تابع l, y = x)‏ به کمک Ln‏ حساب کنید؟ 


І 
У — Y[Inx +3 (Yx + ۱( 
y X 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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rl) = xt (yD + ®\) 
۱ v! 
ul v | а 
wl x! 
| =их-уу >y =UX-XU-VW-WVy مشتق دترمینان‎ 
f(t)dt =>y'=f(x) 
f(t)dt =>y'= -f'(x) 
f(t)dt =y'= v'f(v) - u'f(u) 


در واقع: (پائین رو بگذار جای t‏ توی(1)0) х‏ (مشتق پائین) - УЫ)‏ رو بگذار جای t‏ توی(1)0) х‏ (مشتق بالا) = у‏ 


{х 
مثال‎ > у = f tsintdt >y! = | .V x siny x - ۲ 
i YV 


x x 


Қ)‏ = ۷ گویند و دامنه‌ی تابع مشتق عبارتست از: مجموعه نقاطی جزء دامنه‌ی خود تابع به طوریکه تابع در آن نقاط 
элә‏ شب ای اه دامنه‌ی آن تابع C‏ دامنه‌ی مشتق هر تابع 


تابع Yx‏ = لرا تابع مشتق تابع y = x'‏ می‌گویند. 


D, =R- f.) > بچه‌ها مواظب باشید‎ 


D,=(- ۱, + ۱( 


YL دقت داشته باشید که در محاسبه‌ی دامنه‌ی مشتق هر تابع» حتماًبایستی به دامنه‌ی خود تابع نیز توجه کرد زیرا همانطوریکه در‎ әй 


بیان شد دامنه‌ی مشتق هر تابع زیر مجموعه‌ای از دامنه‌ی خود آن است (مثال (۲) در بالا را [Ке‏ ملاحظه نمائید). 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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نکاتی بسیار مهم راجع به مشتق پذیری توابع 
\( توابع قدر مطلقی محض در ریشه‌های ساده‌ی داخل قدر مطلق مشتق‌پذیر نیستند. این نقاط نقاط زاویه‌دار منحنی 
7 5 
مثال: دامنه‌ی مشتق توابع زیر را بیابید؟ 
\)у= | > D,=R-t}‏ 
>D, =R- 4‏ ۲-۲۱ -< ۲(۷ 
у= ۲۲-۱ >D, =R- )+۱(‏ 


у= К-х => D; =R- {5 ,+\} 
дуу | k(x -(x+ J| >D, =R-&1) 


#)у = x= A| - x= Y| (تابع صندلی)‎ ә ](, = )۱, Y 
۷۷ < ۲۳| =D,=R 
در واقع در مورد این تابع داریم:‎ 
> f(e) =. 


تست: تابع |x'—Y|x| + Y|‏ = ل در جند نقطه مشتق‌ناپذیر است؟ 
(ў Y (۳ ۱‏ ۵ 
حل: گزینه‌ی (۳) درست است. 
۲ را ره = x‏ > ۵ريشه ساده دارد < |(۲- ۱۱۱ ۱۷۱ y= ۳۲-۳۳۱۲ К-К‏ 


(Y‏ اگر توابع قدر مطلقی. ضریب صفر کننده داشته باشند به ازاء ریشه‌های داخحل قدر مطلق. مشتق‌پذیر می‌باشند. به عبارت 


دیگر در توابعی به صورت gx) = х) |х-а|‏ اگر ° = g(a)‏ باشد تابع در a‏ = ×مشتق‌پذیر است. 


مثال: تابع л'—х'| sinx‏ | = در نقاط +z‏ که ریشه‌های ساده‌ی داخل قدر مطلق می باشند مشتق‌پذیر است زیرا у = sinx‏ 
در نقاط ЖЛ‏ صفر می‌شود. 

۳ توابع به صورت |×|× = |А y‏ = ل |×|٭ = (па € N) y‏ همگی در o‏ = × مشتق‌پذیرند و مشتقشان در این 
نقطه. صفر است. L)‏ وجود اينکه ° = *ریشه‌ی ساده‌ی داخل همه‌ی قدر مطلقهاست) 

× = a نقطمی‎ зу = 6 - (|× - а. зу = 6 - alx -al уу = 6 - a)|x - a| توابع به صورت‎ )۴ 
бе дд داعل‎ ы б kaska T OT au ipu topas yanta 


۵ توابع به صورت | р(х) |х‏ = ۷ در ریشه‌هاتی صحیح از ga)‏ که حداقل ریشه‌ی مضاعف باشند (نه ریشه‌ی ساده) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مشتق‌پذیرند. 
۶ توابع |x]‏ = رو зу = x|x|‏ کلیه‌ی نقاط صحیح» بالاخص در ° = «مشتق ناپذیرند. البته |х|‏ = ۷ در » ناپیوسته 
بوده در حالیکه |×|× = در » پیوسته است. توضیح اینکه این توابع در نقاط غیرصحیح مشتق‌پذیرند. 
(У‏ توابع به صورت y = || .. зу = x" |x| y = х' |х|‏ همگی در =o‏ × مشتق‌پذیرند. البته فقط در عدد صحیح 
° = × مشتق‌پذیرند و در بقیه‌ی اعداد صحیح مشتق‌ناپذیرند توضیح اينکه این توابع در نقاط غیرصحیح مشتق‌پذیرند. 
۸ توابع به صورت (k € 2( ۷ = (х - k)|x]‏ در کلیه‌ی اعداد صحیح و بالاخص در эде‏ صحیح k‏ مشتق‌ناپذیرند. 
4( توابع به صورت (х - к)" |х] у = (х - Ю) |х]‏ = زو .. (k € 2( ۷ = (х - K|]‏ در عدد صحیح k‏ مشتق 
پذیرند. البته فقط در عدد صحیح k‏ مشتق‌پذیرند و در بقیه‌ی اعداد صحیح مشتق‌ناپذیرند توضیح اينکه اين توابع در نقاط 
غیرصحیح مشتق‌پذیرند. 
تست: کدام تابع در نقطه‌ی ۰ = x‏ مشتق‌پذیر است؟ 

у = |х| +|х-\| ۴ у= x" |x| ۳ у = |х| 6 у = |х| (\ 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۳ می‌باشد.‎ 
کدام عدد نمی تواند باشد؟‎ n مشتق‌پذیر باشد.‎ × = Y у(х) = (х ۲۳ |х] еб تست: هرگاه‎ 

тҮ ҮҮ ۳ (r ۱0‏ 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۱ می‌باشد. 


۰ تابع Ый узу = [x]‏ ا" 


۲ 


A ۲ و‎ ۱ ۱ 

— اه‎ шы а و‎ 
А : ET БА x ۳ 

۱ تابع || = لا در نقاط ...و эж‏ و ° مشتق‌پذیر نیست. (جون پیوسته نیست) 


۲ تابع | "×| = ۲ در نقاط ...و۳ { Sd uta ka | Y,‏ شتا (جون بیوسته نیست) 


۳ تابع | "دا = „гу‏ ...و ۲ لا یش Еа бый‏ 


(п € М). „д әх =o در‎ ۷ = |x" | توابع به صورت‎ ۴ 


۵ توابع به صورت | ۱-۵ = ۷در (КЄ 2( × = k‏ مشتق‌پذیرند. 


۶ تابع | Ух‏ [ = ۷ در ЬШ‏ ...و ۲۵ و ۱۶و ٩و‏ ۴ و او » و کلیه‌ی اعداد منفی مشتق‌پذیر نیست (جون پیوسته نیست) 
۷ تابع | Vx‏ | = ۷ در نقاط ...و EYV‏ و ЖА‏ و ±۱ و o‏ مشتق‌پذیر نیست (جون پیوسته نیست) 


“n 2 


تست: کدام تابع زیر در نقطه‌ی داده شده مشتق پذیر است؟ 


УЕ 


X= 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Y 2‏ 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۲می‌باشد. | у= |(к-ї)‏ 
تست : تابع | y == [х'‏ بازه‌ی (۴ و ۴-) در جند نقطه مشتق‌ناپذیر است؟ 
(f Yo (Y YY (r ۱۵ 0۱‏ ۱۶ 


پاسخ صحیح گزینه‌ی ۳ می‌باشد. در واقع تابع فوق در بازه‌ی (۴ و CY‏ در نقاط ۱۵ لد,...,۲ له 


است. 
تست: И‏ تابع узу = 6+ ax + Ы) |х|]‏ نقطه‌ی ۳ = × مشتق‌پذیر باشد a‏ - اکدام است؟ 
Y W ۱۵ б‏ ۳ ۳- ۴ ۱۵ - 


Y‏ = »بایستی ریشه‌ی مضاعف سه جمله‌ای ах + b‏ «باشد لذا 
а= -?‏ 
Бе‏ 


>b-a= \ð 


x"+ax +b =(x- W) =x'- x+ >f 


۸) در توابع رادیکالی با فرجه‌ی فرد به صورت (К, n ENIS A (x-a‏ هرگاه ۱ К > Yn+‏ باشد تابع در 
x = а‏ مشتق‌پذیر است و اگر ۱ Ynt‏ > > باشد. تابع در ۵ = مشتق‌پذیر نیست. 
۵ 

gS‏ تابع xY (x - 1) (x- Y)‏ له = ۷ در جند نقطه مشتق‌پذیر نیست؟ 

Y Y G ۱) 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۱ می‌باشد و تابع داده شده فقط در ° = × مشتق‌پذیر نیست.‎ 
مشتق‌پذیرند.‎ R در‎ = ۸۵۵۵۵ y = Arctanx (a Z ۱,۵ > °)у = ay = соѕ = sinx توابع‎ (۹ 
در دامنه‌اشان مشتق‌پذیرند.‎ (а Z ۱ ,a > o)y = log% y = Inx y = cot зу = tanx توابع‎ (Y° 
مشتق‌پذبرند.‎ (А “+\) در بازه‌ی‎ = Arccosx зу = Arcsinx توابع‎ ۱ 
مشتق‌پذیر است.‎ (—%,°) U (о,+ оо) در فاصله‌ی‎ = sign(x) تابع‎ СҮ 


۱ 


x" сов ,(x#°) x"sin_ ‚(х =°) 


sn E N با شرط‎ g(x) = 2х) = 
, (x =°) ° , (x =°) 


الف) اگر ۱ = n‏ باشد. آن گاه هر دو تابع در » < ×پیوسته ولی مشتق‌ناپذیرند. 


ب) اگر ۱ > باشد. آن گاه هر دو تابع در » = هم پیوسته و هم مشتق‌پذیرند. 

n. ۱‏ 
x-a) sin— ۵‏ 
۴ در حالت کلی در توابع به فرم ) ( х-а‏ ) ( 


‚(х=а) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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الف) اگر ۱ = باشد. آن گاه هر دو تابع در а‏ = »*پیوسته ولی مشتق‌ناپذیرند. 


ب) اگر ۱ < « باشد. آن گاه هر دو تابع در а‏ = هم پیوسته و هم مشتق‌پذیرند. 
(x +ax +bJ)sin — (x=)‏ 
X-‏ 


‚(х= \) 


-\( \ (ў -Ү(ї YO 


sfx) =‏ | = ×مشتو مشتق پذ یر باشد. b‏ کدام است؟ 


حل: ۱ = بایستی حداقل ریشه‌ی مضاعف معادله‌ی ° = ax + b‏ + = باشد لذا: 


GÉ‏ وایراشتراس ریاضی دان مشهور تابع بسیار مهم f(x) = 2 Б" сов(азлх)‏ را کشف کرد. او فرض کرد که ۵ یک 
П = •‏ 


هیچ نقطه‌ای حد نداشت و لذا در هیچ نقطه‌ای پیوسته هم نبود. 


تعریف مشتق پذیری در یک بازه 

الف) تابع L f‏ در بازۂ (a,b)‏ مشتق‌پذیر گوئيم هرگاه ٤‏ در هر 425 x € (аЬ)‏ مشتق‌پذیر باشد. 

ب) تابع f‏ را در بازهُ (a,b]‏ مث مشتق‌پذیر گوئیم هرگاه در (a,b)‏ مشتق‌پذیر بوده و ضمناً در نقطة 9 از چپ مشتق‌پذیر باشد. 

ج) تابع را در بازه (0,ه] مشتق‌پذیر گوئیم هرگاه در bur aaa (a,b)‏ و о alga uyum‏ میتی تاش با شاه 

د) تابع Lf‏ در [a,b]‏ مشتق‌پذیر گوئيم هرگاه: 

Q‏ تابع در (a,b)‏ مشتق‌پذیر باشد. 

(Y‏ در نقطه а‏ مشتق راست داشته باشد. 

۳ در نقطۀ b‏ مشتق چپ داشته باشد. 

مثال: تابع sy = |х]‏ کدامیک از بازه‌های (۲,۳) و (۲,۳] و [۲,۳) و [۲,۳] مشتق‌پذیر است؟ 

حل: تابع مزبور فقط در بازه‌های (۲,۳) و (۲,۳] مشتق‌پذیر است و در دو بازة دیگر به دلیل عدم پیوستگی چپ در 422 Y‏ 


مشتق‌پذیر نیست. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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کاربردهای مشتق 
a‏ ی y. дй‏ 
اگر بخواهیم از نقطة ۸ واقع بر منحنی iala y = (Хх)‏ خط مماس بر این منحنی را بنویسیم» ضریب زاوية حط 
مماس برابر است با مقدار مشتق تابع به ازاء طول یا عرض يا طول و عرض نقطة تماس و معادلة خط مماس عبارتست از: 
у-у, = m(x = x)‏ 
مثال: معادلة خط مماس بر منحنی ۱ + Yx‏ + = را در نقطه‌ای به طول ۰ واقع بر منحنی بنویسید؟ 
Бу‏ الج ° 2 و 
y=)‏ 
شیب خط مماس ۳ = у= Yx + Y < m (0) + Y‏ 


A 


у= їх + ۱‏ > (۰ ۳6۲ = ۱ - ۷ 
۲-نوشتن معادلۀ خط قائم بر منحنی در نقطه‌ای واقع بر آن: 
توضیح اینکه خط قائم بر منحنی در هر نقطه» خطی است که بر خط مماس بر منحنی در آن نقطه عمود شود. پس شیب 
(ضریب زاوبة) خط قائم برابر است با: 


۱ 


5\5 = хаш шш = 
PONE 


бр ж . . . Р 4 . . ` * . . . с, 2%‏ 
& < £ ۳ ء £ А‏ - 
مثال: از 45 | ۸ قائمی بر Y = ۴ ial‏ + ×رسم کرده‌ایم. مطلوبست معادلة این قائم؟ 


о 


;=2 مر X == = пе x‏ ۸ 
m = °‏ قائم < تعریف نشده = - = m‏ مماس اف 


y-° 2 ۵ Y)> у= 


۳ نوشتن معادلة خط مماس بر منحنی از نقطه‌ای خارج منحنی: 


روش اول: در این روش طول ikä‏ تماس را 0 فرض می‌کنيم و آنرا در معادلة y = f(x)‏ قرار داده» عرض ol‏ را حساب می‌کنيم 


(همان €a)‏ حال از تابع у‏ گرفته در آن» طول نقطه تماس (یعنی а‏ قرار داده) تا شیب خط مماس بر حسب 0 بد ست 
X —=@ Е‏ 
y, = Қа)‏ 
y - Ќа) = f'(a) (х - а)‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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قرار دادن эх,‏ .لبه جای Jy‏ 2 بدست می‌آید و به این É‏ — هم مختصات АШ‏ تماس و هم معادله L)‏ معادلات) خط L)‏ 
خطوط) مماس بدست می‌آیند. 
مثال: معادلة خطوط مماس بر منحنی ۱ + = Уу‏ 45 ۱ ۸ را بنویسید؟ 
حل: چون در صورت مسأله گفته معادلۀ خطوط مماس у)‏ نگفته که معادلةٌ خط مماس) لذا می‌فهمیم که КЬ‏ خارج منحنی 
است زیرا از هر نقطۂ روی یک منحنی حداکثر یک مماس می‌توان بر منحنی رسم کرد. (البته با قرار دادن مختصات ۸ در 
معادله نیز می‌توان بسادگی فهمید که А Хей‏ روی منحنی نیست) 
حال فرض می‌کنيم G‏ طول نقطه یا نقاط تماس باشد لذا: 

а 

ат "‏ با نقاط تماس 
а +١‏ 
YG‏ = صمماس > у = їх‏ 


y - y, = щ(х- x,) > y- (a+ 1) = Yak- a) 


A|; -< ۲ (01+ Y= ۲۵ )۱-۵( a - ۴۵ > ۰ 


و لذا معادلات خطوط مماس عبارتند از 


۲ )۴(<۸ >у-\у=А(х-*) <y - ۸-۵ 


у=\‏ یکی از خطوط مماس 


قبل از بیان روش دوم به نکتۀ بسیار مهم زیر توجه کنید. 
бэй‏ برای تشخیص مماس بودن یک ط بر نمودار یک چند جمله‌ای: 
mx + n k=‏ = لا برنمودار تابع چند جمله‌ای +a,‏ 26 +۰۰ + ' "ی ے۵ + (х) = an X?‏ مماس است هرگاه معادلة 
تلاقی حاصل از برخورد دو iale‏ فوق یعنی 45 х) = mx + n‏ ريشة مضاعف داشته باشد. 
مثال: ثابت کنید خط ۱ - „шу = X'+  ینحنمرب y = Yx‏ است؟ 
X=‏ 


Р 
= ۳۲۰-۱ XT X= >-۱ = <] 5х = \ 
X= 


Мэ,‏ مضاعف 
جون معادلة تلاقی یعنی Yx + ۱ =o Jl‏ - آ×دارای ریشۀ مضاعف | = ×است АЈ)‏ به آسانی نیز می‌توان دید که دلتای 


Ака‏ فوق. صفر است) لذا خط داده شده برمنحنی داده شده در А28‏ ۱ = ×مماس است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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روش دوم:‎ 
خط‎ А 91) در این روش که به روش بدون مشتق معروف است ابتدا ضریب‎ 
y- y.= m(x - x.) به صورت‎ h AT فرض می‌کنيم و معادلهٌ خط‎ ml, مماس‎ 
05 منحنی در یک دستگاه قرار داده و طبق‎ iole می‌نویسیم. این معادله را با‎ 
تلاقی حاصل را مساوی صفر قرار می‌دهيم. مقدار‎ Уз» فوق‎ 
در آنها طول‎ m بدست می‌آید. ضمناً ريشة مضاعف معادلة تلاقی نیز طولهای نقاط تماس می‌باشد که با قرار دادن مقدار‎ 0 
مما مرو طة قزار‎ kan مکی فرار دادو و با هر طول زا در معادله‎ sto این طولها وا با در‎ E این تقاط تماسن دست می‎ 
داده تا عرضهای نقاط تماس نیز بدست آیند.‎ 
مثال: ممادلة خطوط مماس بر منحنی ۱ +2۳ توراکه از نقطة ۱ ۸رسم می‌شوند بدست آورید ضمناً مختصات‎ 
نقاط مماس را بیابید؟‎ 

۷ = юх - + \ 


= ×" -mx + Ym = ° معادله‌ی تلاقی‎ 
۷ نت‎ +١ 


شیب خطوط مماس 


y=mx- ўт + УЕ 


жи РЕ, sus 


= MX - Ym + - 


ريشة مضاعف معادلةً تلاقی = 


VE =x" + \>y =١ 
у= № - \@ 7۷ = ۷ 
L 
y 


= Х \+\>у=\у 


۴ نوشتن معادلة خط فائم بر منحنی از نقطه‌ای خارج منحنی: 

فرض می‌کنيم AN k=‏ خطی باشد که از 445 А‏ گذشته و بر منحنی 

T A عمود است. طول نقطة × (پای قائم يا نقطة تماس) را‎ N نقطة‎ ру = ҚК) 
Y Jy. خواهد بود.‎ (АЈ) ОЇ فرض می‌کنيم لذا عرض‎ 0 


حال شیب خط قائم یعنی AN‏ را بدست می‌آوريم. = صقائم > шкет = f'(a)‏ 


=á 
f'(a) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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-ِ Р e Toa 
y - Қа) = 2 ^ - а) اکنون معادلهٌ خط قائم را به صورت زیر می‌نویسیم:‎ 
خط قائم و مختصات پای‎ oles G ,۷را در معادله قرار می‌دهیم تا 6 بدست آید و با معلوم شدن‎ эХ, یعنی‎ А حال مختصات‎ 
لإرسم کرده‌اييم. مطلوبست معادلة اين خطوط‎ = - Yx فانئم‌هائی بر منحنی‎ A | مثال: از نقطة‎ 


-\ 


# ыы = ۳ = — 
y = Yx ۲ > مماس‎ m = a- ۲ > قائہ‎ m тэре 


y- -a= 


> (a -۱) (Ya - fa +۱) = ° 


معادله‌ی خط قائم اول ۱ x- ۱ =o = ха‏ 


۱ ا‎ 
Y) s6 m = ——— 
۳ ۲۵-۲ 


= 2 ۲ 
Y) قائم‎ m= 5 ° жоет N 
Ж ۲۵-۲ а: 


زاوية Сыз‏ دو منحنی: )491 بين دو منحنی عبارتست از زاوية بين 

مماس‌های مرسوم بر دو منحنی در Аад‏ تلاقیشان برای یافتن زاویه بين 

دو منحنی» ابتدا دو منحنی را در یک دستگاه با هم تلاقی داده تا طول 

نقطه L‏ نقاط برخورد دو منحنی (در صورت وجود) بدست آیند. سپس از 

دو منحنی مشتق گرفته و طول Шай‏ تماس را در مشتق دو تابع قرار داده تا شیب خطوط مماس بر دو منحنی بدست آیند سپس از فرمول 
m-m!‏ 


y+ mm! 


مثال: )91 4з‏ بین دو منحنی sy = sinx‏ یه = لرا بیابید؟ 


У\ == sinx г --сОо$х 
=> SINX = COSX => tanx = \ 
уу = COSX 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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=W ۲ >w=ArctanW Y 


a‏ اگر زاویة بی دو منحنی در نقطة تلاقیشان ٩۰۳‏ باشد می‌گویند این دو منحنی در نقطة تلاقی مورد نظر بر هم عمودند و یا 
متعامدند. 
مثال: ثابت کنید دو منحنی у! sy = x’‏ = در مبد | مختصات متعامدند. 

T 


> tano = تعریف نشده‎ тше 


در واقع محور Lay‏ خط مماس بر منحنی "ل = در مبدً مختصات است 
و محور »ها خط مماس بر منحنی X"‏ = ۷ در مبداً مختصات است که بر 


هم عمودند. 


ذکات توانائی. دادکستری است: «حضرت (le‏ 


Аз!)‏ بین یک خط و یک منحنی: 

چون خط مماس بر یک خط در نقطه‌ای از آن» بر روی خود خط منطبق می شود لذا زاویهٌ بین یک خط و یک منحنی عبارتست 
از )!413 بين مماس مرسوم برمنحنی در نقطة تقاطع با خط. 

مثال: خط ۴ у=‏ + با منحنی £ - ۴ = ау‏ زاویه‌ای می‌سازد؟ 


X= 


-x >х'=їх =x(x-Y)=- | 


x=Y 


| >% = Arctan 2 
۳ ۳ 
x = Y 44 خط و منحن در‎ сыз 491) 


ف اک یک طبر یک дедн‏ مان باشتمعادلة ДУЛ‏ آنها زيشه а ls сайд»‏ بعتی دای معاد علافی‌اشان: صقر 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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است. 
مثال: اگر خط ۱ - x‏ = بر منحنی у = х"‏ مماس باشد مقدار 0کدام است؟ 


у = mx" ۱ 
=>ютхї=х-\ >mxř-x+\=-> ۱ Ўт >m=- 


у=х-\ Y 
مک و ا غ را الت وو ا‎ Жылу وو وت ای‎ ый تا شک‎ ЫШ هگن یک ی کرش‎ 
هم لاو هم "هر دو صفرند)‎ 
را بیابید؟‎ a محور »ها مماس باشد‎ „у = (х- Y)GC+ ах+ ۱( مثال: هرگاه منحنی نمایش‎ 
×ریشۀ مضاعف داشته باشد یعنی:‎ + ах + ۱ = ° bL باید معادله ریشه‌ی مضاعف داشته باشد. برای این منظور گوئیم یا‎ 
آید و یا باید یکی از ریشه‌های معادله‌ی‎ угу = (х- ۲(6 ± \)' تا معادله به صورت‎ ۸ Sa- ۴ =۰ < a= +۲ 
تا معادله به صورت:‎ ۴ + Ya + ۱ = c > a= «باشد یعنی: گ-‎ = Y X'+ ۵0-۱ - 
آید و لذاه می‌تواند ±۲ و یاک باشد.‎ угу = k- NE-E- ї) 6-۷6 — = (х- ۱(6- 3 


کلقه: توابع مثلثاتی به صورت кшш‏ 


ла asinx + Y 2‏ 
аар аш шн дус САЙ а‏ 
۱0 (\- + 
a sinx + ۲ =o > 5 S > а= ۲‏ 
تست: تابع ۵ y = asinx + Ycosx‏ بر محور »ها مماس است. 2کدام است؟ 
+A (ў ۱ (Y ۲0‏ 
حل: 
«Ё‏ معادله‌ی asinx + beos = c‏ با شرط a+ b'= c‏ ریشه‌ی مضاعف دارد. 
LL‏ معادله‌ی  asinx + Ycosx = ۵ L y = c‏ ریشه‌ی مضاعف داشته باشد. لذا: ۴ = a+ ٩ = ۲۵ >a‏ 
Й‏ هر معادله به فرم ° = 100 К)‏ یک چند جمله‌ای است) زمانی دارای ریشه‌ی مضاعف است که ریشه‌ی مشتق تابم» در 
خود تابع صدق کند. 
مثال: ریشه‌ی مضاعف معادله‌ی ° = hX + ۴۶+ Y‏ بیابید؟ 
۰ -۳+(۴-۱ + (۱-) ج -٠‏ مرت y=xf+rfx+Y у= fxT+۴=.‏ 
بنابراین ریشه‌ی مضاعف معادله ۱- ЗЫ, ах‏ 
تست: هرگاه نمو دار تابع ۰ ру = ×+ fx + m + Y=‏ محور »ها مماس باشد. m‏ برابر است با: 


-۳ (f -YY Y Ç ۳0, 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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y= Px مت ۶ب‎ >x=-\ >\-?+т+ї=., = 


GÉ‏ اگر دو منحنی برهم مماس باشند. مشتق آنها در نقطه‌ی تماس با هم برابر است. 


تست: هرگاه دو منحنی ру = 2۳+ D sy = x+ x‏ یکدیگر در نقطه‌ی ۱- = ×مماس باشند. ۾ کدام است؟ 


(f ҮҮ э ۱0‏ = 
хах: утау >у'(-\)=<-їҮ‏ 
а 7 e =Ya—-V >a=-)\‏ 
у < 2۳ +9 —yl=wvax' »у!(-\)=*‏ 
مماس مشترک دو منحنی: 
برای تعیین مماس مشترک دو منحنی ,و ¥ (در صورت وجود)» فرض می‌کنيم خط y = ax + b‏ مماس مشترک دو منحنی 
(A = °)‏ از آنجا sa‏ ط و معادله‌ی مماس مشترک به دست می‌آیند. 
مثال: مماس مشترک دو منحنی ۱ Sx- ۲+ ۴ sy = x"+‏ زرا بیابید؟ 
Š‏ 
y=X ۱‏ 


i ох \ =ax+bsx'-ax+\-b=. 25° fb=f-a' 
у=ах + 

بترم[ نید 
у=х'-Үх+?‏ 


>x'-Yx+f=ax+bəx"-(a+Y)x +#-6= “5 a=Y 


y=ax+b 
y= Yx لذا معادله‌ی مماس مشترک دو منحنی عبارتست از‎ 


به شکل توجه کنید: y=‏ 


وتر مشترک: 

برای تعیین وتر مشترک دومنحنی به روش تستی, کافی است بین معادلات دو منحنی 
جملات درجه‌ی اول به بالا را حذف کنیم و در تشریحیی LL‏ معادلات دو منحنی را 

تلاقی داده نقاط تقاطع را به دست آورده و سپس معادله‌ی خط گذرنده از این نقاط را بنویسیم. 
مثال: وتر مشترک دو منحنی ۴ + ۷-۲-۴۶ , ۳+۲6--- را بیابید؟ 


حل: روش تستی 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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у=х fx +Y =(x-Y )‏ 
به شکل توجه کنید. 


زاویه دار نیز از فرمول tanw‏ استفاده می‌کنیم. دز این حالت m‏ و m'‏ مشتقهای 
یکطرفه در hba‏ زاویه‌دار هستند. 

مثال: زاوية بین دو نیم مماس تابع زیر در نقطة ۱ = «چقدر است؟ А‏ 
y=-x +Yx=-(x-1 )+ ۱‏ 

(۱ < یا -< Дх‏ °[ بوچ P Oke а к\а х>\)‏ و 


۱-۲ (-\<х<\) -Yx ,(-Y<x< \) 


>@ = Arctan * 


ñ ñ ۲ "r 
یک منحنی با محور طولها:‎ А91) نلقه: روش محاسبهة‎ 


tano = | ` | =m = (х) > о = Arctanm 
+ ° 


مثال: )91 4 بین منحنی y = Arcsinx‏ با محور طولها را بیابید؟ 
مت ыы‏ 
N ۱-۲‏ 


i 
: 2 ا با اه اه و‎ 
در‎ Í نتیجه می شود که هرگاه ضریب زاوی خط مماس بر منحنی تابع‎ (f у) T ашшы ш 


\=т >ø = Агаап\ =.‏ = (۰) ا] ج- 


x 
واقع بر‎ А و | ۸ برابر ۳ باشد ضریب زاویة خط مماس بر متحنیتیع معکوس یعنی ۳۱ در تقطه‎ 42 
РА سم‎ I f` piai 
هرگاه منحنی نمایش ]و ۴ روی نیمساز ناحية اول و سوم متقاطع باشند. برای تعیین زاویۀ برخورد دو منحنی از فرمول‎ GB 
زیر استفاده می‌کنیم.‎ 


>% = Arctan 


مثال: )491 برخورد منحنی نمایش تابع sinx‏ + × = لو منحنی وارونش در МЫШ‏ تلاقیشان که )53 


y =X + 81пх : ; ; Ui 
кы >x +sİinx =x 10ج‎ =. >х=лл نیمساز ربع اول و سوم واقع است را بیابید؟‎ 


RURE л 
у = \ + COST = \ + COST =۰ хт • >= تعریف نشده‎ > ааа 


مثال: زاوية برخورد منحنی تابع 3y = хе"‏ منحنی وارونش در نقطة تاقی‌اشان که واقع بر خط x‏ = ۷است را بیایید؟ 


у=х 
X =e 
y =e + هیر‎ > m=) #m=_=) эш=. 


= хех 
| >хе =x >х(е-\)=,, X= 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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š : 5 و‎ буа 

نلته: )9 4з‏ بین یک منحنی با محور {ау‏ کافی است )91 А‏ منحنی با 
T‏ 

ые ы ыс a 


7 £ _ X-\ А 
محور ها (محور رها ) را تحت چه زاویه‌ای قطع می‌کند؟‎ y = ` E مثال:‎ 


۲ > Y Хи 
y! = X + ۱ + TX ا‎ 


(x"+۱) . И з ЖЕРШЕ СО 
ЕИ ы ны а сес ишы شب‎ 
ArctanxY ۴ с, Arctan— (۱ 


حل: 


> o! = Aretan + >o =7 - Arctan à >w = ArctanY 


Arctanx + Arctan 


T ۳ 
ү, (x < о) یارآوری:‎ 


وا 

x 
مشتقکیری سرعتی از توابع قدر مطلقی:‎ 

در این روش در همسایگی نقطه‌ی osla‏ شده عبارت داخل قدر مطلق را تعیین علامت نموده. آنرا از داخل قدر مطلق بیرون 
آورده و سپس مشتق گرفته» عددگذاری مي‌کنيم. 

tam ۶ y] مثال:‎ 

у= )۵( رج‎ = ۲۷۲-۷ 2۷۷۶۲۲ жу! (0) = \0: 

Ү)у = |х- ۱۱ + |x - Y| 

y (Y) >y=x-\-x+f=0 у=. у! (ү) = 

Wy = |х! - ó| + |x" - x| 

۷۲)۲( у= ۲+ ۵+ у! = - ۲۲ + ۲۲۲-۱ у! (ү) = v 

Oy = |x - |x| | 

у!- (ه)‎ >x<. >у—<[х'+х|=-х'-х у= -Үх-\ >y'-(-)=-)\ 


مشتقگیری سرعتی از توابع جزء صحیحی: 
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در این روش در همسایگی نقطه داده شد مقدار جزء صحیح را تعیین نموده» سپس از عبارت بدون جزء صحیح. مشتق 
گرفته» عددگذاری می‌کنيم. 

\)у=х" | | مغال:‎ 

w )ر‎ ۳( Фу = ۲۲ Фу! = ۲ )ارج‎ (= 

y. (N ۵( - 1 (7)‏ (ب 

۲ (N ۵( ху = ۵۳ =y!= ۲۳ )ارج‎ ۵(= ۵ 

у!(Т) у= л" >yl= fx —y!(v)= ۶ 

у'({ o)-y )۳( = ۷۵-۲۱۶ = -۱ 

Dy=x"| ۲۷۶ +۱ 

(تابع داده شده در نقطه‌ی ۳ پیوستگی چپ ندارد) موجود نیست = () у‏ 

۳( ۷ = [ Ух | sin = 


у (0) Фу = Ysin Фу = cos TE >y )۵( = ° 


GÉ‏ چند فرمول بسیار مهم در محاسبه‌ی برخی از حدود به کمک تعریف مشتق: 


\) lim ыы - f'(a) 


h4. 
lim 
وب و[‎ 


lim ба-а ш 2 ۲ (a) 


وب و[ 


h وب‎ ph p 


т (а + mh) - п (а + nh —(m-n) на) 
ەج‎ P P 


f(a) - f(a - 
= f' (а 
1 (2) 


HOP 
اثبات‎ > > li 
h نسبت به‎ h 

sin(Ž +h) - ѕіп= 
" ˆ حاصل‎ : 


وب و[ 


-F م1‎ 
۲ ۲ 


КОККЕ. lim Aan х-Үһ 0 Arctan (x+ h فت ادر‎ 


۲ = ۳ 
+x ۱+ | ۱+ ( 


دانلود از سایت ریاضی سر 


۵۵۱/ انديشه برتر‎ www.riazisara.ir 
=y 


лах 


ج Y Y‏ 
تست: حاصل alalim Жаа Th- а‏ است با 
هب و[ 


Oa ۴ Yf(a)f' (a) ۳ f(a)(f' (ау) (Т (ауе (а) 0 
іт f(a + Һ) (а + Yh ؛‎ ۲۶)۵ + В) а + (ظ‎ ауа) حل:‎ 


h4. ۱‏ 
а ы ۳‏ 2 
نلته: مشتق تایع کلدون: 


+X" 


HOP 
کب‎ 


y=|x-a| + |x- b| ,(a < b) 

-Үх+а+Ь ,(x<a) -Y )ی‎ <a) 
J=1 b-a ахх <b) Фу!= ۰ (а<х<Ь) 
Үх-а-Ь ,(b<) ۲ ,(b<x) 

y'‏ در نقاط 2 و b‏ موجود نیست. مشتق چپ در نقطه‌ی sb‏ مشتق راست در نقطه‌ی са‏ صفر است ضمناً مشتق راست در 

ЛҮ ЛЕ КЕТ.‏ مدای ایک 

تست: مشتق تابع jay = |x—-Y|+|x+ Y|‏ نقطه‌ی ۱- = ×کدام است؟ 

_ v (ў Y (Y o 


چون -Y > -۱ < Y‏ ۰ = (۱-)1است. 
¿É‏ مشتق تابع صندلی: 
у=)х-а| - |x - b| ‚(а<Ь)‏ 
a-b ,(x <a)‏ 
J= i x-a-b ,(asxx<b) > У=‏ 
y‏ نقاط و 9 موجود نلست. ° b-a ‚(®<х)‏ 
£¿ هرگاه توابع و 2 را بدهند و رابطه‌ای بین "و g'‏ را بخواهند. به طور معمول با جمع کردن دو تابع با هم و یا کم کردن آنها 
از هم و یا ضربشان در هم و یا تقسیمشان برهم و یا تشخیص اینکه یکی از آنها مضربی از دیگری است و سپس ساده کردن و 
مشتق گرفتن به رابطه‌ی مطلوب خواهیم رسید. 
GÉ‏ هرگاه تفاضل دو تابع مقدار ثابتی باشد. آنگاه مشتق‌های دو تابع با هم برابرند و برعکس: 
=o f= р‏ لو - ۲ f-g=c Ф‏ 
GÉ‏ هرگاه مجموع دو تابع مقدار ثابتی باشد. آنگاه مجموع مشتق‌های دو تابع برابر صفر است. 


{+ و‎ < сь f +g =o 


Y 
درست است ؟‎ л) — کدام‎ g(x) = Е = 
+ 


۲ - р = ۴ ۲ = ع-‎ ۳ ۲+ g = 0۲ 
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حل: بسادگی دیده می شود که 2 g=‏ ۴و لذا р = o‏ ٣و‏ درنتیجه 'ع- =؟ 
تست: ھرگاہ (х) = (| 2۳+ ۱ +×'(' бк) = ) ۲+۱ х)‏ حاصل Ох)‏ ع + Р (х) gG)‏ کدام است؟ 
(fF xl xr x о -yx (y ۲x 0‏ 
حل: .== | f (x) g(x) + g'(x) fŒ) = ((х)а(х))' = | + ۱ -x‏ 
GÉ‏ هرگاه ga) < зх) = (x - ag)‏ آنگاه f'(a) = g(a)‏ 
اثبات: f(x) = (x -a)g(x) Ф (х) = 1x g(x) + g' (x) (x - a) (а) = g(a)‏ 
تست: هرگاه (۱۰۰ - 6 ... plas (5) IO = ×) - ۱6 - Y)‏ است؟ 
(Y о (\‏ ۱۰۰۱ ۳( !44 ۴ - 


х) = х (х - \) - 1)... - Y°.) =xu 


(х) = Yxu+ulx >f )۰( < ۱۷)۰( < )۰-۱()۰-۲(...)۰-۱۰۰( = °! 
(а) = مشتق عامل صفر شونده‎ × gla): = f'(a) = тар(а) آنگاه‎ .о(а) # ° + f(x) = (mx + ng) هرگاه‎ PHA 
f'(a) = h'(a) g(a) باشد آنگاه‎ h(a) = ° х) = hE) р(х) و به طور کلی هرگاه‎ 


مثال: مشتق هر تابع را در نقطه‌ی خواسته شده بیابید؟ عامل صفر شونده 


(х) = (Yx - (x +x +Y) (Xx). 


8)) 
۲ ۸( = ۲۲ 20( = Yx fx ү = ۶ 


عامل صفر شونده 
Y) f(x) = (x - a) ) Yx - a) (Tx - a)... (nx -a) , (а) =?‏ 


E(x) 
f' (а) = \ x g(a) = (n - V)!an-i 


т) х) = (tx - (rx -ї)..(їх-*) ۰ 0-9 
عامل صفر شونده‎ 


= (x - (x - (x - Y) (x - f) (x - 0) (Yx - 7) 


в(х) 
] )۱( = х о(\) = Yx Yx Yx(-A)(-Y)(- Y) = ۶ 


© f(x) = (x" + vx - A) Arcsin x O=? 
عامل صفر شونده‎ — 
5(х) 
f" )۱( = (x + ۱۷(۵)۱( = Aini =E 
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8 )(- xg) = 20. 
Yh(-) 
?)f(x)=cosx (cosx +Y)(cosx - ó) 
عامل صفر شونده‎ v 


ga) 
нору с. c- 0) = 
۳) sin бү) ۱۰ + ۳()۰- ۵( = ۵ 


af‏ هرگاه درجه‌ی عامل صفر شونده از مرتبه‌ی مشتق بیشتر باشد. مشتق خواسته شده در آن نقطه صفر است. 
مثال: در توابع داده شده. مشتق داده شده را در نقطه‌ی خواسته شده بیایید؟ 
f) = x" (x - (x - 0) (02), 2705), (0) ?‏ 
F'O) ۶ f(e) =o а‏ 
در واقع» اگر از تابع فوق دوبار مشتق بگیرید. خواهید دید که در مشتق دوم نیز عامل وجود دارد و همین عامل باعث می شود 
که مشتق دوم در نقطه‌ی ° = ×صفر شود. 
R- x) (X'+ Vx А) tr) =?‏ = )1 
Кх) = х(х- \)(х+ A) > f(0) = °‏ 
تست: هرگاه (x) = sinx cos'x‏ حاصل r‏ برابر است با: 
۱0 0 ۲ - ۴( ° ون 
وه f(x) = sinx.‏ 
چون درجه‌ی عامل صفر شونده از درجه‌ی مشتق خواسته شده در نقطه‌ی T‏ تسش г‏ ° =" 
¿É‏ فرض می‌کنیم لاو ۷و W‏ توابعی از эх‏ »و و 7 اعداد حقیقی بوده و 


GB 

у 

х) ==; 

aub I I I 

moa uf rau бу! yw 
Р(х) = w ( п | V та. 
را در نقطه‌ی ۰ = ×بیابید؟‎ )= < 


PAA‏ ممکن čis‏ تابع داده شده از مجموعه‌ای نقطه‌ی منفصل (حدا) تشکیل شده باشد یا دامنه‌ی تعریف تابع» تهی باشد. 
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در ©з!‏ صورت. مشتق چنین توابعی در تمام نقاط بی‌معنی و تعریف نشده است. 


\)у لح‎ Іов (ѕіпх) y!=? مثال:‎ 


sinx > ° => Ykz <x < ۷۲ + 


log(sinx)> • >loe(sinx)>log Y —sinx>V > 


sinx = \ +x = k7 +Ç ,(k€2) 


چون دامنه‌ی تابع یعنی مجموعه‌ی, D, = m € R :x = ۲ + кед‏ مجموعه‌ای از نقاط منفصل (ناپیوسته) 


است بنابراین مشتق تابع فوق در تمام تقاط تعریف نشده است. 


ї)х'+ y- xy = ° 


T сл, A н ۱ = با‎ Sia 
می دانیم مشتق یک تابع تک عضوی» تعریف نشده است.‎ 


я ۱ ۱ А s T Т Pa 
مشتق هر متغیر» نسبت به خودش ۱ می‌باشد.‎ tU 


این قاعده در واقع همان قاعده‌ی زنجیره‌ای در مشتقگیری است. 


مثال: مشتق تابع y = х\- ۴× + ×+ À‏ یت به L=‏ کنید؟ 


_ x^ - fx рё 


= с x? Ax + | روش اول:‎ 


у = (x) - (KT 6-۷-۸ TRN 


yrat -۸۸+۱ Жу ۳۶۶-۱‏ 
مثال: مشتق تابع ۰ × + х°- Yx‏ = زرا نسبت به «حساب کنید؟ 


روش اول: 


y=(x') + YK) + л аит + YS ART 
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«СЁ‏ هرگاه ؟ تابعی زوج و مشتق‌پذیر باشد. آنگاه مشتق و انتگرالش (انتگرال معین یا تابع اولیه) (با شرط ° (c=‏ هر دو توابعی 


فردند و بالعکس. 


(х) = ۳ فرد‎ 
10) = x+ ۱ زوج‎ = xŠ 
Jre)ax = 


فرد 


аб.‏ هرگاه f‏ تابعی زوج و مشتق‌پذیر U‏ آنگاه f‏ فرد. زوج» ЕГИ‏ هستند. (به همین ترتیب برای تابع فرد) 
Y ۲‏ 
ү‏ ی y yupa‏ اک аа‏ 
تست: ھرگاہ اہی da EEE‏ حاصل ٣) p Ж)‏ چقدر است 
ve (f awy o (Y ۲0‏ 


با رآوری: هرگاه f‏ تابعی فرد باشد و ب € f(x) + f(-x) = ° „іх‏ 


هرگاه ٤) J‏ و F‏ تابع اولیه‌ی ]باشد. حاصل F(- Z)‏ +( )۴ کدام است؟ 
+ 


— ° їл (ү 
Э, Y © ( 
за л ЯЬ. р к: 
۸۰ Yo 
»برابر است با:‎ sf ا کے =( مشتق صد و یکم‎ а تست: هرگاه‎ 
x +V 
е -\@ Je (۲ (Ó 
ل‎ (еә) = ۰ تابعی فرد است و بنابراین:‎ ОЇ زوج است لذا مشتق صد و یکم‎ ٤ چون‎ 
آنگاه ° = (1)۰است.‎ о Є D. تابعی فرد باشد. و‎ f بارآوری: هرگاه‎ 
به طول (۲) واقع بر منحنی به صورت‎ «А تابعی فرد باشد. به طوریکه معادله‌ی خط مماس در نقطه‌ی‎ f تست: هرگاه‎ 
باشد. معادله‌ی خط مماس در نقطه‌ی ۸ به طول (۳۲-)روی منحنی کدام است؟‎ y = ۳+ Y 
y = -Yx - ۲ ۴ ۷ = Yx- ۳ y=-Yx+ Y ۲ y=Yx+ 0 
و چون (2)۲ برابر (۳) است (شیب خط مماس) لذا ۳ = (۲-) ۴ بنابراین:‎ POY) = 8)۲( زوج است لذا‎ 
у-у. =m -x.) љун ۸< ۳۶+ ۲( —y= ۳۲-۲ 
و ... خواهند بود.‎ (n-Y) از درجه‌ی‎ «(п-\) باشد. از درجه‌ی‎ n یک جند جمله‌ای از درجه‌ی‎ f هرگاه‎ АЎ 
است؟‎ plas fx) یک جند حمله‌ای باشد. درجه‌ی‎ f(x) ×"×و‎ 100( = Ї'(х) Р(х) تست: هرگاه‎ 


۱۰ (f ۹ (۳ A Ç ۷ ا(‎ 
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100 × g(%) درجه‌ی‎ = К) درجه‌ی‎ + BO) درجه‌ی‎ GÉ 
لذا داریم:‎ (х) درجه‌ی‎ = n فرض می‌کنیم‎ 
۷+ = (п - \) 90-1) >n=\e 
کدام است؟‎ «(Во ) (х) = Vx" + ٩ باشد و‎ n یک جند حمله‌ای از درحه‌ی‎ f تست: هرگاه‎ 
۲ (f Y (r \ (ў ۳0 


(fog)(x) درجه‌ی‎ = fX) درجه‌ی‎ x в(х) درجه‌ی‎ GÉ 
n= ۲ 


>п(п-\)=ї >f 


10 -- - ۱ ов, 
g تابعی فرد باشد. در این صورت نیز تابعی فرد است و اگر‎ g اگر‎ afa) + bf(-x) = cg(X) در عباراتی به صورت‎ :4@ 


تابعی زوج باشد. ]نیز تابعی زوج است. 
تست: هرگاه ۲ = FEK) + Yf(—x)‏ (۱-) کدام است؟ 
0 ۳۳ 2 ۴( ۱ 
چون "× = (Хх)‏ زوج است. نیز تابعی زوج است بنابراین: Рх) + Y(x) =x Y >f( у= к"‏ 
۲--(۱-) اج ۷۲ = (х)‏ 
مشتق تابع معکوس: هرگاه تابع ]در همسایگی نقطه‌ی a € D,‏ پیوسته و یک به یک بوده f'(a)‏ موجود و مخالف صفر 
باشد آنگاه ]در نقطه‌ی ,961 (b = Қа) @ a = f'`(b))‏ مشتق‌پذیر است و مشتقش در نقطه‌ی b‏ از دستور زیر به 


دست می‌آید: 


به زبان خیلی ساده اما نه دقیق» مشتق تابع معکوس» معکوس مشتق خود تابع می‌باشد. 
تست: مشتق تابع معکوس تابع × А’ А5 jafx) = x+‏ به طول ۲ واقع بر تابع معکوس کدام است؟ 


۱ ۱ 
۳ (f = М6; =) 


| T>xY+x=Y >х=\ >а=\ 


(х) -۳۲+۱ Б (\=* 


Yx+ \ 


مثال: هرگاه fx) = o‏ باشد. مشتق تابع را در نقطه‌ی ЄР...‏ از دو روش حساب‌کنید؟ 


_ W +\ 
х-д 


سس رح 


۱ 


۱ 
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EYO=— = 


ТЕ; 
روش دوم: در این روش که مقرون به صرفه هم نیست و در برخی از مسائل استفاده از این روش بسیار مشکل و یا حتی‎ 


غیرممکن است. ابتدا تابع معکوس را به دست آورده. سپس از آن مشتق گرفته و در آن مستقیماً عدد | را قرار می‌دهیم. 


x + ۱ x + ۱ 
х) = لش‎ >у=——— ух – фу = ۲۷ + ۱ 
(х) T er RA 


б \ 
э>х(у-т)=бу+\ د‎ Y >y= a=% > (rO) 


۱ 
E т 


* ۱ 


۳-۲-۱ х= +Y = 


x < 


۳-۲-۴ х= үу > 


تست: هرگاه ۱ + × +× = к)‏ حاصل x (EEC)‏ (۴) ۳ برابر است با: 


AY \ (Y ۰0 


(f 'of)() = х یارآوری:‎ 


В А x А ۱ 2.‏ ۱ ۳ 
щи 2‏ بچه‌ها مواظب باشید مشتق دوم تابع معکوس, معکوس مشتق دوم خود تابع نیست يعنی رې # (f `) (D)‏ قبل از 


بیان مشتق دوم تابع معکوس, لازم است با مشتقات مراتب بالاتر آشنا شده و سپس به مشتق دوم تابع معکوس می‌پردازيم. 


ib‏ مشتق مراتب بالاتر و مشتق уә‏ 423 دام: 
اگر تابع f‏ روی iL‏ باز 1 مشتق‌پذیر باشد یعنی D,‏ € 1 تابع f'‏ خود ممکن است در نقطه‌ای مانند за‏ با همه نقاط I‏ 


مشتق‌پذیر باشد در واقع» گر шш. т а‏ 


در а‏ مشتق‌پذیر از مرتب دوم است) و آن را با (а)‏ نمایش می‌دهیم و در صورتی که ۴ برای همة نقاط T‏ موجود باشل 


0 موحود باشد. می‌گوئيم مشتق Шә‏ دوم ٤‏ در ه موجود است fb‏ 
هب و[ 


می‌گوئيم f‏ در 1 مشتق مرتبۀ دوم دارد. 
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این عمل را می‌توان باز هم ادامه داد و مشتقات مرتبة سوم. چهارم و ... تا ام تابع Df‏ تعریف کرد. این مشتقها را به ترتیب با 


. х ۴ 
نمایش می دهند.‎ ЧУУ f° £ ) f 


E i 
£ (a) = lim БЕ عبارتست از:‎ Ҳа) در واقع‎ 
ی یشنم دم‎ ОЛ ار تما‎ cay aa s 


d'f dq" 7 (1 
КЕЙ ст; LPE) һу 


۳ ۳ 
+ L Sy L #'"'(х) L у!!! 


У 6 ریا‎ 
دود = زرا بیابید؟‎ = sinx مثال: مشتق مرتبة 0 ام توابع‎ 
۱( у = sinx = у' = cos = sin(x + D 
у" = -sinx = sin(x + л) = sin(x + л, 
у!!! = -cos = sin(x + = 
уб) = sinx = sin(x + Үл) = sin(x + К 
حدس می‌زنيم.‎ = y® = sin(x + 37) 
ا ی‎ 
=× > y'= ۲ 
y'= CC A 


уп < (CUCU 


n 
= (yt جر‎ ED n! 


xn+À 


уб")‏ < حدس می زنیم 
در زیر فرمول مشتق АЈ уа‏ 0ام چندین تابع آورده شده است. 

у =Кѕіпах =>у(®) = Ка? ѕіп(ах + ==) 

у = Ксоѕах —y(n) = Kan cos(ax + _ 

у=е* sy) —k'ekx 

у =ак y0) —k'uakx(Lna) 


n 
مرج 1 و‎ 2 23) R! 
X 


Е xn+À 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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xn 


п+\ 


(сх +) 
у= kx" >y = kn! 
ر‎ =×" >y™ 


у= f(ax) >y =a" f™ (ax) 


у! 


у = 5іпх >y = ѕіпх > yk + 


у = сох >y) = соѕх > ук + 


у! 


)۴۰( — у = COSX 
у = с05х > а i 


= у!! = -cosx 


у' = -sinx у'= -cosx 


= و در Зы‏ = ,«کدام است؟ 


-3 (۴ 


1۷٩۵۳ - — ۷۵۵۷ )رج‎ ( 
ү!" P 


- 5110-0056 (f 


у) =у! =>у! = cosx - sinx 


=4()-cosYax)= 2 -2 
Y Y Y 
( 


у = соз'ах = | + совтах) =Ç 


= m(m-1)(m -Y)... 


Yk + 


Yk + 


у!! = -sinx - cosx 


cos Yax >y™ = -2 x (Ya) cos( Yax F т. 


+— COS Yax 
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п-\ (аа-Ъ n-i 
sym) n!(ad-bc)c 


(m- n + yxm-n—(m),xm-n 


5 Е 2 . 
مشتقات ,22 چهارم و مضارب‎ y = COSX sy = sinx نفته: در مورد توابع‎ 
Y = у! = cosx 


© = y! = -sinx 


+) =y" = - cosx 


+A)=y!= -sinx 


Y = y! = -cosx 


۳-۷۷۱ sinx 
زرا بیابید؟‎ = cosx مثال: مشتق مراتب چهلم و پنجاه و چهارم تابع‎ 


۴ 
رازه 


۱ : تا‎ sL is OESE ما و‎ - 

تت مس مر به ردم y‏ ۳۵۲ 
O‏ \ 
т‏ 


u 
- усов Z =- 
۳ 
است؟‎ е! у = sinx + 0056 ششم تابع‎ А55 м تست: مشتق‎ 
cosx- sinx (Y: 


sinx- cosx (Y sinx+ cosx (À 


۴ 
#=Y 
زرا بیابید؟‎ = cos'ax зу = sin'ax توابع‎ еп مثال: مشتق مرتبة‎ 
пл 


=> yn) =} х (та)" cos( Yax + `j 


مثال: از تابع «у = sin”x + cosx‏ دویست بار مشتق بگیرید؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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у = sin x + cos”x - ۱-۵۱ - cosx) = ® + оох 
۴ 
= x ۲۳۰۰ cosx = Yx Y™ cosx = 
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Ў sin'Yx‏ -\ = 
Y‏ 


ўз 


)۱۰( 
ИТТЕ e) Ly = e™ مثال: در تابع‎ 
09.) 


مثال: مشتق چهارم تابع )\ узу = соѕх(ҮсоѕҮх-‏ — = «جقدر است؟ 
у =cosx (©со$'х - Y) = ۴۵09۳ - Ycosx= cosYx‏ 
۴ 
:= 


Уу 


А х+ \ 
уа). С) 


( J (n>) 
X + Үх+ \ 
ç = 


مثال: = مرتبة pin‏ تابع 


کلته: دستور لایب نیتز برای محاسبة مشتق حاصلضرب دو تابع: 
اگر توابع р(х) зи = f)‏ = ۷دارای مشتقات еп 45 уа‏ باشند. مشتق еп А5‏ حاصلضرب آنها از دستور زیر محاسبه 


n 


| ul yin + uv(n) 
11-۱ 
می‌باشد.‎ ((a+ b)") توجه کنید که این فرمول و بخصوص ضرائب آن تاحدودی شبیه بسط دو جمله‌ای نیوتن‎ 


y=uv 3*y — Uy + | un Vy + ۳ uC vll... + [ 


می شود. 


پذیر از مرتبه‌ی دوم هستند) 
uv + Yu'v' + vu ($‏ 


n 


yu = 


“n x 


— 


تست: مشتق دوم تابع uv‏ = انسبت به ×کدام است su)‏ ۷ توابعی 
у” = uv’ + уц” (۳‏ 


у” = u"v + vu (Y у” = u” + v 6 
y=uv —yl=ulv+vlu >y" = шу + шу! + уи + уги! 
y! = и"! у + Yulvlivllu 


حل: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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است.‎ ۸ = Y دقت کنید که این همان فرمول لایب نیتز برای حالت‎ 
به «کدام است؟‎ — x+ 2 = \ یت مشتق مرتبه ی دوم تابع‎ 
۱ ۱ ۱ 
— ید‎ =) 
y“ y y 
از طرفین مشتق می‌گيريم.‎ 
кые те, >уу!=-х => у! уу! = -١ 


xy Y 


С +уу'=-\ > хуту = -уї эу'у'=-(хї+у\)>у"=— 


сү 
\ 
محاسبه کرده‌ايم.‎ (иу)' = ШУ + v'u را به کمک فرمول مشتق حاصلضرب یعنی‎ уу توجه کنید که مشتق‎ ‚2 
موجود و مخالف صفر‎ " (a) قضیه: مشتق دوم تابع معکوس: هرگاه ]در 4 پیوسته و یک به یک بوده و مشتقش در ه یعنی‎ 


ТРУ = وه‎ ksi 
ы) = t) 
(a) 


اشات: داشتیم: 


(к= у) y=f(x) 
= از طرفین مشتق می‌گيريم.‎ 


(Ex) = 22 ) ۳6۳۸ O) (b) = - (f(b) ЦЕ D) 
(F '())] ШШ) 


تست: هرگاه × fE) = X'+‏ حاصل (Е ИСТ)‏ کدام است؟ 
a = ۳ ۳‏ 
чүү т Т W 0‏ 


۳۲ ۶۴ 
حل:‎ 
f(x) = ۲+۱ ۷-۴ 


f(x) = #х > ft(1) = ۶ 


۲-۲ + >х=\ >а=\ >Í 


=. ОЕ ИЕ 
(FO) PY YY 
دیفرانسیل‎ 


فرض كنيد تابع угу = fx)‏ فاصله‌ی [a,b]‏ ==¿ و در Є (а,Ь) ikä‏ × مشتق‌پذیر باشد در این صورت داریم: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Р (х) = lim I(x + Ax) - f(x) 


Ах ¬4 Ax 


Ax) - f(x) |‏ + ارم 
برای ۵های کوچک داریم: (х) — х‏ 
Ах‏ را نمو متغیر ‏ می‌گویند. عبارت b f(x + Ax)-f(x)‏ تابع (یعنی ۷یا ) می‌گویند و آنرا با Ay‏ یا ۸۶ نمایش می‌دهند. 


т Ay y ЖОП. 
iea ج را با نمایش‎ (х) اگر اختلاف‎ 


= (х) Ax + ВАх (Y) 


از روابط (۱) و (Y)‏ نتیجه می شود که اگر Ay‏ را که نمو تابع است برابر 004 Р‏ اختیار کنیم. خطائی به انداز؛ ВАх‏ مرتکب 
خواهیم شد و این خطا با کوچک شدن Ax‏ کوچک خواهد شد و به سمت صفر میل خواهد کرد. а‏ (۱) را به صورت زیر 
نیز می‌توان نوشت: Ay = {х + Ах) - х) (х) Ах (Ү)‏ 
عمل جایگزین کردن خط مماس بر منحنی به جای منحنی را در محاسبه‌ی نمو عرضی تابع (Ay)‏ عمل خطی‌سازی و 
Ay- dy]‏ | را حطای г>‏ سازی می‌نامند. به شکل صفحه‌ی بعد توجه نمائید. 

توجه داشته باشید که Ax sx‏ به هم وابسته نیستند و برای هر ×ثابت در ,1 Ax эде‏ می‌تواند هر مقداری باشد به طوریکه 
b (F) Чы, (х + Ax) € D,‏ به صورت f(x + Ax) == f@) + РО)Лх (Р)‏ نیز می‌توان نوشت از روابط (۳) و (Р)‏ 
معمولاً در دو مورد زیر استفاده می شود. 

Уыз (б‏ محاسبهة و ھکار مشکل امک در صورتی که محاسبه که با در دست داشتن Ах зх‏ کاری ساده است و به 


کار „ Р(х) Ax o>‏ به جای Ay‏ حجم محاسبات را کاهش می دهد بعنوان مثال برای محاسبةٌ ۸۲6۵۵۱۰/۵ Arcsine/ 0Y-‏ 


ше‏ است عبارت 8( ؟یعنی Ax‏ بت Ax = ۲ эх = ۵ ¿bl‏ حساب کرده در این صورت داریم: 


q \-х* 
N Y 


Агсѕіп •/0Ү - ۸۵۵۰/۵ W | ofo ۳ Е 
1 VÒ 


طول X =Y‏ برابر ۲-و مقدار مشتق ol‏ در =Y‏ ×برابر ۶ است. می‌خواهیم مقادیر را در نزدیکی ۳ = × حدس بزنیم به 


Lf )۲/۹( JÚ Ol =e‏ حساب کنیم در این حالت داریم: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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EYRE + )-۰/۱((2/1)۳( + 1 Ax = -Y+ ۶)-۰/۱(- -۶ 

تعریف دیفرانسیل: فرض کنید تابع y = f(x)‏ تابعی مشتق‌پذیر از متغیر ×باشد مقدار (х) Ax‏ را که در آن Ах ух € D,‏ 
عددی دلخواه و حقیقی است) دیفرانسیل تابع ۴ در ihi‏ × می‌گویند و آنرا با df‏ یا لل نمایش می‌دهند. 

اکنون = D fGO = y = x‏ در نظر بگیرید در مورد این تابع داریم: df = dy = f'(x) Ах‏ 

y=x > ۲0 = \ 

dx = \ x Ax 

dx = Ax 

یعنی دیفرانسیل متغیر مستقل» با نمو آن یکی است. بنابراین رابطه‌ی dy = у'Ах‏ را می‌توان به صورت ۷ = dy‏ نیز 

نمایش داد لذا می‌توان گفت: 


Б‏ رتیه зу’ = ٩ aldy = iruki‏ لذا می‌توان از نماد نیز به عنوان مشتق تابع لانسبت به ×استفاده کرد. 


\)у =x" = dy = ۵ 


Y)y = c ثبت‎ >dy = o x dx = ° 


\ dx 


Dy = Агсѕіпх => у = 
\-х' 
у= Arctanu , تابعی از است)‎ u) = dy = u 
+u 
داریم:‎ JU لذا به عنوان‎ du = u'dx توجه داشته باشید که‎ 


| тоз ен И н Б 


ш \+х ۲۷۲ ۰ тух(\+х) 


دقت داشته باشید که dx‏ یا Ax‏ هر عدد حقیقی دلخواهی می‌تواند باشد. اما همان طور که در شکل زیر دیده می شود» برای 


های کو >< Af‏ و گل (یا Ay‏ و (dy‏ تقریباً مساو ی اند و البته نباید تصور کرد که همواره Af‏ از df‏ بزرگتر است. 


d(Arctan Vx ) = а(ух 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


6 /اندپشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


۲ > эў. S £ & š EA ) , _ d + 5: . í . А 
نتیجه می شود که فرمولهای دیفرانسیل مشابه فرمولهای‎ йу = у dx Ly = Tds فرمولهای دیفرانسیل: با توجه به‎ 
مشتق است. بنابراین در اینجاء ما فقط به بیان چند فرمول دیفرانسیل اکتفا می‌کنيم.‎ 


۱( ك‎ (c) ثبت‎ = о 


۲( а(и+у) = du + 7 


Y) d(uv) = vdu + udv 


u vdu - udv 
pda Jems = 


o) аах) =} dx = & 


X 
:۳ 800 اثبات فرمول‎ 
d مشتق آن تابع = (هر تابع)‎ x d داشتیم: (متغیرش)‎ 
d(uv) = (иу)'.ах لذا داریم:‎ 
= (u'v + v'u) dx 
v(u'dx) + u(v'dx) 
vdu + udv 
حساب کنید؟‎ yy = е +Ysinx - ۱۰ مثال: دیفرانسیل تابع‎ 
dy = (е*.е° + Ycosx ) dx 
حساب کنید؟‎ Ax = dx= ۰/۰۲ ах = ۶ ikä مثال: دیفرانسیل تابع × ۷ = را در‎ 
۱ 
тух 
۱ 
Е. ۲ 


مثال: الف ) مقدار تقریبی افزایش لرا برای تابع y = Arctanx‏ هنگامیکه «از ۱به ۱/۰۱ افزایش می‌یابد. بیاپید؟ 
ах = \ оса‏ ۱ 
+X" \+\ Yeo‏ 


dy = dx 


у= (х) Ax =‏ 
ب ) مقدار تقریبی ۸۲0۱۵۶۱/۰۱ به کمک دیفرانسیل جقدر است؟ 


Arctan ۱/۰۱۰ ۸۳۵۵۵۱۸۲ (x) Ax 


۱ 


Arctan ۱/۰۱۸ Агаап\ + سس‎ YOY \ 


رادیان ۰/۷۹ = س + N‏ + 


۴ Y Yee 


» علامت درجه است. (۴۵/۲۸۶۶۲۴۴۷) s‏ شش ۰/۷۹۱ Artan ۱/۰۱ s‏ > 


ج) به کمک ماشین حساب. مقدار \ °/ را حساب کنید؟ 


° 


Агсїап )۱/۰۱( я )۴۵/۲۸۵۰۵۱۲۸( 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تسوجه داشسته بساشید که: Arctan) = Y0°‏ چون تابع х) = Arctanx‏ تابعی اکیداً صعودی است. لذا 


Атсїап\/°\ > 2 


محاسبة مقادیر تقریبی به کمک دیفرانسیل: 

تابع مشتق‌پذیر х)‏ = لرا در نظر بگیرید. هرگاه مقدار این تابع و مقدار مشتق آن, در X А5‏ قابل محاسبه باشند به کمک 
فرمول: f(x + Ax) x f(x) + f! (x) Ax‏ 
می‌توان مقادیر تقریبی تابع را در نقاط مجاور ‏ یعنی نقاط به صورت Ax)x + Ax‏ می‌تواند مثبت یا منفی باشد) محاسبه 
25 

مثال: مقدار تقریبی ۳۲ ]* را به کمک دیفرانسیل حساب کنید؟ 

حل: فرض می‌کنیم: 


داریم: 


f!í(x)= \ 
1 o| x 


f'(x + Ах) (х) + f! (x) Ax 


Eo aeae 
ох TY" 
туууб 
àx Y 15 


s ماه تفر بسا‎ sty ГТ, АШАТ درا‎ Py کیک ماش کاب ان‎ а 
است.‎ 
مثال: "۵0۲۹ را به کمک دیفرانسیل حساب کنید؟‎ 
حل: فرض می‌کنيم:‎ 
= - 2 رادیان سس‎ 
f'(x) = cosx 


10 + Ax) = f&) + Р(х) Ах 


sinYs sint.’ + coste’ (- | 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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= ۰/۵ - • /.AYAYVVVV= ۲ 

البته مقدار sinY4°‏ به کمک ماشین حساب برابر است با: ۰/۲ 

ضمناً توجه داشته باشید که ۳۰۳ > 11۲۹۰و 

dy , Ay نلته: وضعیت‎ 
۱( Ay > dye ۲ > o 
Y)Ay < dy f" > o 

باید یک خط باشد. = Y) Ду = dy‏ 
تست: در کدام یک از توابع زیر ۸۵۷ از dy‏ همواره بزرگتر است؟ 
у= ۴ ۷ - ۳ y = 06۲ y = 0‏ 


y = ех > y'= ех = y"= ех > o حل: پاسخ صحیح گزینه‌ی (۲) است زیرا:‎ 


مثال: در تابع (у = x" Yx'‏ هرگاه Ay > dy‏ باشد حدود hn‏ بیابید؟ 


۱ АЕ; 


۳ 
у= ۳۱ fx اج‎ = f<. k h A = 


| Ay- خطای مطلق در هر نقطه صفر است یعنی: ۰ = اوه‎ y = ax + b برای خط‎ GÉ 
یعنی:‎ | a| (Ax) خطای مطلق در هر نقطه برابر است با:‎ y = 20۳+ bx + 6 برای تابع درجه‌ی دوم‎ бй 
| Ay - dy| = |а| (Ах)' 
بیابید؟‎ Ах = زرا در نقطۂ ,×با شرط سل‎ - ду و مقدار‎ = YX- × مثال: برای تابع‎ 
Лу - dy = ل‎ = — 
انتشار خطا:‎ 
... فرض می‌کنيم در محاسبه‌ی )۴ مقدار  توسط وسایل آزمایشگاهی نظیر آمپرسنج» ولت سنج کولیس» ورنیه و‎ 
خطا) که معمولاً این میزان خطا روی‎ Range) اندازه گیری شده باشد. معمولاً هر یک از وسایل فوق میزان خطائی دارند.‎ 
نشان می‌دهیم.‎ AX خود وسیله‌ی اندازه گیری نیز ثبت شده است و آنرا با‎ 
حداکثر‎ Ax می‌گویند. لذا هرگاه  عامل اندازه‌گیری شده و‎ х) را خطای منتشره در محاسبه‌ی‎ х + Ax)-f(x) عبارت‎ 
تقریباً برابر است با:‎ к) حدا کثر خطای محاسبه‌ی‎ AUX خطای اندازه‌گیری‎ 
Кх + Ax) - х) = Лу = f'(x) Ах 
مال: دورهی تناوب یک آونگ ساده از فرمول  | ۲= ۲ به دست می آید. طول آونگی ۱ متر اندازه گیری شده است.‎ 


اگر حداکثر خطا در اندازه گیری l‏ برابر (±۰/۰۰۱) متر باشد. حداکثر خطا در محاسبه‌ی T‏ را بیابید؟ (فرض کنید 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۳ )( - V .Jl1=vxix[1= ۲1 >T) = 

T(I+ А ~T'(1) Al a 

1)۱/۰۰۱( -TOJ Ух ۷ ۳ 

GÉ‏ معادلة دیفرانسیل: اصطلاح معادلة دیفرانسیل برای اولین بار توسط لایب نیتز به کار برده شده است و وی این 

اصطلاح را برای نمایش هر نوع رابطه‌ای بین دیفرانسیلهای »0 و 0۷ و متغیرهای ×و و مقادیر ثابت aC b ua‏ ... به کار برده 

است ولی بزودی این محدویت مفهوم از بین رفت و امروزه منظور از معادلهٌ دیفرانسیل معمولی. رابطه‌ای بین یک متغیر 
مستقل ×و یک متغیر تابع لاو ضرایب دیفرانسیل متغیر تابع نسبت به متغیر مستقل می‌باشد 

Dy= ۱ + уц = ۱+ yudy= + убх ЕСЙ 

Y)y'= -py ی‎ = -py L d'y = -p'ydx' 

حل یک معادلة دیفرانسیل: منظور از حل یک معادلهٌ دیفرانسیل پیدا کردن تابع یا توابعی مانند لاست که در آن معادله 

تک کتک انش ЕТ‏ نگاو یدیس تست sassa а Со ез Ке‏ سکن ان коет‏ 

یک مثال اکتفا می‌کنيم. 


مثال: معادلة دیفرانسیل у= ۱ + y‏ حل کنید؟ 


У \+у у = Ях + ۲ > fay = Јах + Јуах 


>у=х+ух+с >у(\-х) =х+с y= 


X+C 
۱ - 
با درا مان یکی از‎ usis مک است همانتد یک ا خاش عرابهای بشما ری‎ uu bs SSL یک‎ ly 


جوابهای 4 y‏ ۱ = ۷ به صورت ۱ y = ех‏ می‌باشد. 
در اینجا ثابت می‌کنيم که ۱ y = e—‏ یکی از جوابهای معادلهة فوق است. у= е ۱ = y+ ۱ = ех‏ 
у=е*-\» у=е* > у=у+ \‏ 


مثال: تابع y =M‏ مفروض است یک رابطه یا یک معادله — لو و "روجود دارد. مطلوبست آن 


N хї+х+\ 


رابطه؟ 


۱ 2 Я ۱ 
кой = از طرفین مشتق می‌گیریم.‎ 
- Yy! 2 ки, А 
Y 
уу! - yy! ۲ 
ЕЗ >y" +уу!! - Yy! = 


> 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: اگر y = sinx + cox‏ ثابت کنید ° y” + у=‏ (در واقع می‌خواهیم ثابت کنیم تابع y = sinx + COK‏ یکی از 
جوابهای معادلة دیفرانسیل ۰ = y‏ +۱۳ است) 


у = ѕіпх + соѕх —y!=—cosx -sinx =y" = -sinx - cosx $y" = +۷ • 


(x - Б) - (x -а) > | _ × -(а+р)х + ab‏ ع 
a-b‏ 


x`- (a+ b)x+ ab y 


у! Yx-a+b Ре 
۳ оао. مجددا مشتق می‌گیریم. ج‎ - 
موجود نباشد و یا اگر موجود‎ Р (C) گویند. هرگاه‎ f را یک نقطه‌ی بحرانی تابع‎ c € D, تعریف نقطه‌ی بحرانی: نقطه‌ی‎ 


تذگر еда‏ هرگاه c E D,‏ آنگاه c‏ یک نقطه‌ی بحرانی تابع 1نخواهد بود. (یادت نره) 


روش یافتن نقاط بحرانی یک تابع: 
) ابتدا دامنه‌ی تابع را می‌یابیم. (Y‏ سپس از تابع مشتق می‌گيريم. ۳) دامنه‌ی مشتق تابع را می‌يابيم. (f‏ مشتق را مساوی صفر 
قرار می‌دهیم. 
در این صورت نقاط بحرانی نقاطی هستند که در دامنه‌ی خود تابع باشند ولی در دامنه‌ی مشتق تابع نباشند و یا نقاطی که در 
دامنه‌ی خود تابع و در دامنه‌ی مشتقش باشند و ضمناً مشتق در آن نقاط صفر باشد. 
تست: در شکل زیر چند نقطه‌ی بحرانی وجود دارد؟ 
(Y ۶ 0‏ ۵ ۴ 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۲ می‌باشد نقاط بحرانی عبارتند از: 
{a,c,d,e,f}‏ 


Z, 
تزلرات میم:‎ 
у = |х| هر نمودار که قسمتی از آن» پاره‌حط موازی محور »ها باشد. بی‌نهایت نقطه‌ی بحرانی دارد. به عنوان مثال تابع‎ (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۲ تابع ثابت 6 = لبی‌نهایت نقطه‌ی بحرانی دارد. 
۳ نقاط ابتدا و انتهای بازه‌ی بسته. نقاط بحرانی تابع هستند. 


)1( = نقاط بحرانی 


уз 
у= x] 


р= К 


— موجود‎ (x Єх) 


р = R -z 


y =o=x€R-Z 


١| >‏ - | = ر( 


دانلود از سایت ریاضی سر 
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+±} 


х= о 


}5,1{ -نقاط بحرانی 
° ۲ 
к=)‏ اس 
‚(х =)‏ \ 
}°{ = نقاط بحرانی 


y -Y< о 
وه‎ +x )ی‎ ۲ ۰( 
x" - ۷۵۶ ,)۰ <х >۶( 


D, = [-1,۶] => »بحرانی‌اند‎ =-Y ۶و‎ 


=" (Ya <) 


۳۲۲-۷۵ ,(:<x<'*) 


> موجود نیست‎ f'o) > بحرانی است‎ × = o 


{-ї,Ў,о,-\,0}‏ = نقاط بحرانی 


ما کزیممم 9 می‌نیمم نسبی 

تعریف Мах‏ نسبی: گوئیم تابع ؟ در نقطه‌ی c‏ دارای ما کزیممی نسبی برابر (1)0 است. هرگاه یک همسایگی از ٥‏ (یا یک 
فاصله‌ی باز شامل (c‏ وجود داشته باشد به طوریکه ٤‏ روی آن فاصله تعریف شده و به ازاء هر متعلق به آن فاصله داشته 
باشیم: (1)0 < Қх)‏ 

c‏ را طول نقطه‌ی Мах‏ نسبی و е)‏ را مقدار Мах‏ نسبی در نقطه‌ی c‏ با خود Max‏ نسبی می‌گویند. در این حالت 


„llim, f(x) >1)0( 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تعریف Min‏ فنسبی: گوئیم تابع f‏ در نقطه‌ی C‏ دارای می‌نیممی نسبی برابر f(c)‏ است» هرگاه یک همسایگی از » (یا یک 
فاصله‌ی باز شامل (C‏ وجود داشته باشد به طوریکه روی ol‏ فاصله تعریف شده و به ازاء هر «متعلق به ol‏ فاصله داشته 
باشیم: Бх) > о)‏ 


c‏ را طول نقطه‌ی Min‏ نسبی و с)‏ را مقدار Min‏ نسبی در نقطه‌ی هیا خود Min‏ نسبی می‌گویند. 


lim f(x) >f(c) در این حالت‎ 


تعریف اکسترمم نسبی: ما کزیمم یا می‌نیمم نسبی را اکسترممم نسبی گویند. 


صورتهای مختلف Max‏ و Min‏ نسبی در شکل: 


جا طا هل P. YY.‏ .با 
CEME‏ 


چند 64353( مهم: 


۳_هرگاه تابع فقط روی [аЬ]‏ تعریف شده باشد. آنگاه چون در هیچ همسایگی نقاط 2 و b‏ تعریف نشده است. لذا ٤‏ در 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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این دو نقطه. نمی‌تواند اکسترممم نسبی داشته باشد به عبارت ساده‌تر نقاط ابتدا و انتهای بازه. نمی‌توانند طول نقاط 
اکسترمم نسبی تابع (نه مطلق) باشند. زیرا برای آنها همسایگی تعریف نشده است. 

۴( در تابع ثابت» هر نقطه طول Min Max‏ نسبی می‌باشند. 

ه هر نقطه‌ی اکسترمم نسبی یک تابع» یک نقطه‌ی بحرانی آن نیز هست. یعنی: 

(مجموعه‌ی نقاط بحرانی E‏ مجموعه‌ی نقاط اکسترمم نسبی) اما عکس 

این مطلب همواره درست نیست. یعنی نمی‌توان گفت که هر نقطه‌ی 

بحرانی یک تابع حتماً یک نقطه‌ی اکسترمم نسبی آن نیز هست به شکل 

مقابل توجه کنید. » نقطه‌ی بحرانی هست ولی طول اکسترمم نسبی‌نیست. 

مثال: تابع l, fE) = x"‏ در نظر بگیرید. چون ۰ = (х) = ۳:۲ = ۰ > x‏ لذا ۰ = ×طول نقطه‌ی بحرانی تابع هست ولی f‏ 
22 اکسترمم نسبی ندارد و بنابراین می توان گفت: 

۶ خیال نکنید هر کجا که مشتق تابعی صفر شد حتماً تابع در آن نقطه اکسترمم نسبی خواهد داشت (مثال فوق) 

۷ تابع مجموعه‌ی نقاط افقی (تابع مقابل) در هیچ نقطه‌ای اکسترمم نسبی ندارد. زیرا برای ШЙ‏ همسایگی تعریف نشده 
است. ۰ 

زلم مهم: همانطوری که دیدیم در نقاط اکسترمم نسبی» لزومی ندارد که مشتق تابع حتماً صفر باشد. چرا که ممکن است تابع 
در این نقاط مشتق‌پذیر نباشد. به عنوان مثال تابع f(x) = |х|‏ در ° = Min x‏ نسبی دارد اما در این نقطه تابع piaga‏ 
نیست. به قضیه‌ی زیر توجه کنید: 

قضیه‌ی مهع: هرگاه تابع در نقطه‌ی Min L Max «с‏ نسبی داشته باشد و (0) ۴ نیز موجود باشد (یعنی Ё‏ در С‏ مشتق‌پذیر 


clf’ (c) = о باشد)» آنگاه حتماً‎ 


еда cü‏ هرگاه تابع f‏ تابعی مشتق‌پذیر باشد. آنگاه تنها به ازاء ×هایی که (٭) ۴ در آنها برابر صفر است. تابع دارای نقطه‌ی 
بحرانی بوده و ممکن است اکسترمم نسبی داشته باشد. اما با وجود این» همانطوری که گفته شد. ممکن است که به ازاء مقدار 
یا مقادیر خاصی از X = о X‏ بوده و در عین حال تابع در آن نقاط هیچگونه | کسترممی نداشته باشد» بنابراین شرط لازم 


برای آنکه در نقطه‌ای مانند c € D,‏ اکسترمم نسبی داشته باشد آنستکه ° = (с)‏ باشد یا (с)‏ موجود نباشد البته این 


شرط کافی نیست. 


ما کزیمم 9 می‌نیمم مطلق 
تعریف ماکزیمم مطلق: گوئیم تابع ٤‏ در فاصله‌ی Max [а,Ь]‏ مطلق دارد» هرگاه نقطه‌ای مانند » در این بازه موجود باشد به 
طوریکه Vx Є [а]: f(x) < f(c)‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تعریف Фаз о‏ مطلق: گوئیم تابع در فاصله‌ی Min [a,b]‏ مطلق cla‏ هرگاه نقطه‌ای مانند С‏ در این بازه موجود باشد به 
طوریکه: Vx Є [a,b] : х) > f(c)‏ 


چند نکته‌ی مهم: 
۱ هرگاه с‏ طول نقطه‌ی اکسترمم مطلق تابع ؟ روی دامنه‌ی ОЇ‏ باشد و تابع در همسایگی ОЇ‏ نقطه تعریف شده باشد. آنگاه 
نقطه с‏ طول اکسترمم نسبی نیز هست. 
۲ هرگاه تابع ٤‏ روی فاصله‌ی بسته‌ی [ab]‏ پیوسته باشد. آنگاه f‏ روی فاصله‌ی مزبون یک مقدار Max‏ مطلق و یک مقدار 
Min‏ مطلق دارد. 
بالاخص: الف) هرگاه R‏ > [۵,0]:]پیوسته و اکیداً صعودی باشد. آنگاه Min Қа)‏ مطلق و Мах (Б)‏ مطلق تابع در بازه‌ی 
[а,Ь]‏ می‌باشند. 
ب) هرگاه [a,b] > R‏ :1پیوسته و اکیداً نزولی باشد. آنگاه Min (Б)‏ مطلق و Мах f(a)‏ مطلق تابع در بازه‌ی 
[a,b]‏ می‌با شند. 
۳هر تابع در یک فاصله‌ی بسته. فقط یک Мах‏ مطلق و فقط یک Min‏ مطلق دارد. اما می‌تواند چندین نقطه‌ی Min L Max‏ 
مطلق داشته باشد. به شکل توجه کنید. همانطوری که در شکل دیده می شود تابع دارای یک Мах‏ مطلق است که برابر М‏ 
می‌باشد ولی سه نقطه‌ی Max‏ مطلق دارد که عبارتند از: (b,M) s (c, M) «(с,,М)‏ 
توجه داشته باشید که یک تابع در یک فاصله می‌تواند 


چندین Мах‏ و Min‏ نسبی داشته باشد. 


ماکزیمم و مینیمم مطلق دارد. 

۴_هرگاه ٤‏ در فاصله‌ی [ab]‏ = — شده باشد. f‏ می‌تواند در نقاط Min L Max б sa‏ مطلق (نه نسبی) داشته باشد. 
مثال: اکسترممهای نسبی و مطلق تابع ۱۱ -| = را با توجه به شکل بیابید؟ 

حل: درنقاط x = +à‏ تابع هم Min‏ نسبی و هم Min‏ مطلق دارد که 

برابر » است. در نقطه‌ی ° = X‏ تابع فقط Max‏ نسبی دارد که برابر ۱ 


روش یافتن اکسترممهای مطلق یک تابع پیوسته در یک بازه‌ی بسته: 


ابتدا نقاط بحرانی تابع را در فاصله‌ی [a,b]‏ یافته سپس عرض نقاط بحرانی را با یکدیگر مقایسه می‌کنیم (توجه داشته باشید 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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که نقاط за‏ ط نیز بحرانی‌اند) نقطه‌ای که بیشترین عرض را داشته باشد نقطه‌ی Max‏ مطلق و نقطه‌ای که کمترین عرض را 
داشته باشد نقطه‌ی Min‏ مطلق می‌باشد. 
T‏ ۲7۲ 


مثال: اکسترممهای مطلق تابع ۲ = f(x)‏ 21 فاصله‌ی رم ۳ 
تنها نقطه‌ی بحرانی در فاصله‌ی داده شده 


-] بیابید؟ 


inis‏ رول و قضیه‌ی مقدار میانگین (لاگرانز): 

4-28 رول: فرض می‌کنيم تابع f‏ 

\( روی فاصلهة [a,b]‏ پیوسته باشد. 

(Y‏ روی (a,b) А26‏ مشتق‌پذیر باشد. 

Қа) = f(b) ۳ 

در این صورت عددی (حداقل یک (эде‏ مانند c € (a,b)‏ (و مسلماً متعلق به а,Ь]‏ وجود دارد که ° = (с)‏ به عبارت 
دیگر 8 در فاصلة (a,b)‏ حداقل یک ریشه دارد. 

تعبیر هندسی AAS‏ رول: این قضیه مطابق شکل بیان می‌کند که دست کم یک نقطه مانند c € (a,b)‏ هست که k=‏ 
مماس در آن نقطه افقی است (توجه کنید که در این حالت (с)‏ ۴ شیب خط مماس بر منحنی است) 

&É‏ مهم: ос‏ قضية رول» منحصر به فرد نیست. 

به شکل توجه کنید. 


در این شکل. ۳ تا نقطۀ C‏ وجود دارد. 


с = 
а AE b 


مثال: تابع y = х'— ٩‏ مفروض است آیا این تابع شرایط قضية رول را در فاصلة [۳,۳-] دارد؟ در صورت مثبت بودن 
جواب. ۵ یا glac‏ قضية رول را بیابید؟ 

حل: واضح است که این تابع در فاصله [۳,۳-] پیوسته و مشتق‌پذیر است ضمناً (۳-)1 = (Т)‏ لذا f‏ شرایط 85 رول را در 
jL‏ مزبور دارد. flx)=Yx=- >x=. ۳۰۲ с.‏ 
تزلر ара‏ عکس 125 رول در حالت کلی برقرار نیست. یعنی ممکن 
است نمودار تابعی دارای مماس افقی باشد در حالی که بعضی از شرایط 


4225 رول برقرار نمی‌باشد. به شکلهای مقابل توجه کنید. 


> 


° 
= چم 
= 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: تابع با ضابطة ۱ +۳ = f(x)‏ مفروض است این تابع در نقطة ۰ = ×دارای مماس افقی است. اما هیچ فاصله‌ای 
مانند [a,b]‏ شامل » وجو د ندارد که f(b)‏ = (1)2باشد زیرا o‏ < ۳۶ = ()"و تابع اکیداً صعودی است. 

еда &É‏ توجه کنید که اگر مفروضات قضیه‌ای برقرار باشد. حتماً حکم О]‏ قضیه نیز برقرار است اما گاهی ممکن است یکی 
وبا برش از مغروضاف (فرشهای) قضیهای بزقرا رتاک اما شک و قراز باشت مان فرق) 

)400 مهم 409 رول: از قضیۀ رول نتیجه می شود که بین هر دو ريش تابع مشتق‌پذیر Ф‏ مشتق ؟یعنی یک ریشه دارد. در 
واقع در А28‏ رول هنگامیکه می‌نویسیم °= (а) = МЫ)‏ یعنی b sa‏ ریشه‌های (х) = ° А1‏ هستند و هنگامیکه 
می‌نویسیم ° = (0) گ یعنی c‏ یک ريشه 45 (х) = о‏ 8است. 

مثال: ثابت کنید معادلة ° = ax + b‏ +۱« برای ° < و n € N‏ دقبقاً یک ريشه دارد. 


حل: فرض می‌کنيم d'E) = (fn + ۱۳۳۲ + a > ооу (х) = х" + ах + b‏ بنابراین ISI‏ صعودی است ضمناً چون 


Пт f(x) = +%‏ لذا طبق فضيه مقدار میانی Í‏ — کم یک ریشه دارد. (هر تابع پیوسته که اکیداً یکنوا باشد. حتماً یک ریشه دارد) 
х — 109‏ 


(توجه کنید که هر ales‏ از درجه فرد. در R‏ دست کم یک ريشه دارد)» اکنون به کمک قضیه‌ی رول و به روش برهان خلف» 
ثابت می‌کنيم f‏ دقیقاً یک ريشه دارد لذا فرض می‌کنيم 3 دارای دو ريش متمایز уху‏ 0 بل > باشد یعنی: 

у) = °‏ = (10(فرض خلف) چون شرایط 425 رول در فاصله „[хүхү]‏ 5|‚ است لذا عددی مانند c < X,‏ >,ت«وجود 
دارد بطوریکه ° = f (c)‏ یعنی c‏ یک ريشه معادلۀ Р(х) = о‏ که این امکان ندارد زیرا: 2 +" ×(۱ + Р(х) = (Yx‏ 
همواره مثبت بوده و اصلاً ريشه ندارد. 

مثال: ثابت AS‏ معادلة f) = ۲۷+ + ۵× - ۴ = о‏ دقیقاً یک ریشه دارد؟ 

ЈЕ‏ فد کرک تیه بر رارقا اکن Ж иды A‏ دزی شین q e gaya‏ رون قرش 
می‌کنیم که بیشتر از یک ريشه ندارد» برای این منظور گوئیم چون ۴- = (100و ۴ = fO)‏ ]در بازه‌ی ]\,°[ پیوسته است لذا 
طبق قضیه‌ی بولتزانو f‏ در بازه‌ی [۰,۱] حداقل یک ريشه دارد. حال نوبت به قضیه‌ی رول است که رل خود را بازی کند. 
بنابراین فرض می‌کنيم ۶ در بازه‌ی [eA]‏ بیش از یک ريشه مثلاً دو ريشه داشته باشد یکی эх,‏ دیگری x, эх,‏ > طبق 
قضیه ی رول. f‏ بایستی حداقل یک ريشه بین ‏ و ۱ داشته باشد اما: 

و این تناقض است. Р(х) = ۶+ Yx + ۵ =° = ۸ = ۱۳۰۲۹ > o‏ 
یکی از مهمترین نتایج А28‏ رول» А23‏ مقدار میانگین А28)‏ لاگرانژ) است. 

قضیة مقدار میانگین برای مشتقات: فرض می‌کنیم تابع t‏ 

Q‏ روی فاصله [a,b]‏ پیوسته باشد. 

۲ روی (a,b) А20‏ مشتق‌پذیر باشد. 


در ¿=l‏ صورت عددی مانند 6 a < c< b‏ وجود دارد که 
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f(b) - f(a) =#(с) (6-а) * 


۳ ام е ы А Ууу f(b ЖК К‏ 
توجه کنید که f' (c)‏ شیب خط مماس در نقطۀ = = سے شیب خط قاطعی است که از نقاط 


a 


В |‏ مىگذرد. 


2А) 
f(b) 


نعبیر هندسی قضيبه مقدار میانگین: این قضیه بیانگر & که 


b a 
می‌گذرد.‎ B 2А) موازی خطی است که از نقاط‎ 
f(b f(a) 


к) =‏ را در بازة [۰,۲] در نظر بگیرید. نقطه‌ای به طول )0( ۲ > Lo > c‏ استفاده از маў‏ 


х'+\ 
مقدار میانگین بیابید؟‎ 


ебх) YK) A рр 


ma d! 


واضح است که f‏ شرایط А25‏ مقدار میانگین را در [۰,۲] دارد لذا: 


f(b) – f(a) _ (YHE) _ Y- Yc' Y f(\-C" 
=f!(c) > کج‎ s шы 


b-a Y- ° cY+ Ò ۱ + C 


\+с'=0б-бс' се 


قابل قبول 
مثال: درستی نامساوی زیر را Ú‏ — کنید؟ 


‚(=<а<Ь<\) 


f: [a,b] — > R 
Yf: (ab) =» R 
طبق قضية مقدار میانگین‎ 
> 0 : f(b) - f(a) = f' (c) (b- a) 


Arcsinb - Arcsina = (b-a) sanib Aima = 
-а 
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حال چون 0 < за > с < blio < a < c‏ در نتیجه: 


-Б'<-с'<-а"' >\-ЬЫ'<\-с'<\-с'<\-а' >, j-b <j ۱-۵ <y ۱-۲ 
۱ ۱ 
(Y) 


=> < \ < 
N y-a N A-C 1-b" 
\ Arcsinb - Arcsina 
«Ае 
\-а' b-a \-Ь' 

b-a 


1-b 


< Arcsinb - Arcsina < 


مثال: ثابت کنید Arctane/Y < L‏ < ° 


f(x) = Arctanx حل: فرض می‌کنيم.‎ 
Vf: [5,7 тр — R 


v) £f: (Р) >R f! (x) 


> АЧс:<<с<./ү :F(o/Y)-f(:)= ' 


+ 
° < Агсѓап•/Ү - Arctan: = Î <./ү چون ۱> ی‎ 
۱+ C + C" 
о > Arctan ۰/۲ < ۲ 


تمرین: به کمک قضیة مقدار میانگین می‌توان ثابت کرد. 
l) sinb - ѕіпа| > | -a| ,(Va,bER)‏ 
|Arctanb - Arctana|< |b - a|‏ )— 


b-a 


<Arctanb - Arctana < ,)۰ <a <b) 


а'+\ 


b-a 
<tanb - tana < 
cos "a cosb 


ше ‚(«<а<Ь<7) 
Y 
ثابت است.‎ 1 jL باشد آنگاه, در‎ (К) = ۰ Д) چنان باشد که به ازاء هر در‎ f قشیه: هرگاه تابع‎ 
(Vx € [-1,1]) Arcsinx + Arccosx = зш مثال: ثابت‎ 


حل: فرض می‌کنیم (х) = Arcsinx + Arccosx‏ می‌دانیم f‏ در [ ۱,۱-] پیوسته و در (۱,۱-) مشتق‌پذیر است. حال چون 
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۱-۲۳ له 


لذا )۴ تابعی ثابت است یعنی عددی حقیقی К.‏ هست که: ЭЗхє[-\,\] :f(x) = к‏ 


چون f‏ [۱,۱-] ثابت است لذا عرض تمامی نقاط این بازه با یکدیگر برابر است. بنابراین به ازای ° = ×داریم. 

I л л іл 

х=. 5) = Arcsin: +Агссоѕ- =k 5+2 =k >k=% Y 
Y Y نو‎ 


= Arcsinx + Arccosx = k 


- 


نمودار تابع (Хх) = Arcsinx + Arccosx‏ خطی است افقی به معادله‌ی T‏ نا а sx = Yuyay‏ ((شکل فوق) 


Кх) = g) + k آنگاه‎ f'E) = 200 روی )8 داشته باشیم:‎ (Хх) 9 (х) برای دو تابع مشتق‌پذبر‎ K| АЎ 


کاربرد قضية مقدار میانگین: 

در این قسمت به یکی از کاربردهای مهم قضیۀ مقدار میانگین که ارتباط بین صعودی و نزولی بودن تابع و مشتق آن می‌باشد 
می‌پردازيم. 

تعریف: تابع Df‏ روی باز آ اکیداً صعودی گوئیم. هرگاه: بلاج Yx, Xx, €I :x,<x,‏ 


یعنی با افزایش x‏ 7 نیز افزایش و با کاهش ‏ 7 نیز کاهش می‌یابد. 


+ = 


به شکل‌های زیر توجه کنید: 


ار 
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GD‏ هر تابع اکیدا صعودی» صعودی نیز هست ولی عکس این مطلب همواه درست نیست مثال نقض: تابع ثابت 
تعریف: تابع bf‏ در باز‌ی 1 اکیدا نزولی گوئیم هرگاه: Yx, xy EI :x <x, =Í(x,)>Í(x.)‏ 


یعنی با افزایش X‏ 7 کاهش یابد و بالعکس. 


+ o 


تعریف: تابع را در بازه‌ی 1 نزولی گوئیم هرگاه: Vx, x EI :x, <x, >f, fx)‏ 


+ “ы بلد‎ 


: ЕТУ ° š 2 2$ ۳ ¿Z 
موع: هر تابع اکیدا #39« نزولی نیز هست ولی عکس این مطلب همواره درست نیست مثال نقض: تابع ثابت.‎ SUU 
نزولی باشد. حدود ۳ را بیابید؟‎ ًادیکا٤‎ = ))-۲,۷( , )۱:۳( , (em), )-۱,۵([( مثال: هرگاه تابع‎ 


>f(\)<f(-)<f(-)) << ۳۵‏ ۱ >۱>۰- 
تعریف تابع یکنوا: اگر تابعی روی یک بازه مانند آصعودی يا نزولی باشد. می‌گویند آن تابع روی آن فاصله یکنواست. 
قشیه: +„ می‌کنیم تابع بر باز [a,b]‏ پیوسته و بر باز (a,b)‏ مشتق‌پذیر باشد. در این صورت: 
الف) اگر به ازاء هر ×در Р(х) < ° (аЬ)‏ باشد آنگاه ]بر [a,b]‏ صعودی است. 
—( اگر به ازاء هر ×در Ї'(х) < o (a,b)‏ باشد. آنگاه [a,b] „f‏ نزولی است. 
مثال: صعودی یا نزولی بودن توابع زیر را تعیین کنید؟ 
نزولی > » < ۱ - \)y = sinx- x = у = cos‏ 
۱ ۱ 
°“ ۰< سب = +N ۶-۵ у‏ ۶-۳ لو ۷ (۲ 
YN 7-۳ YA Xx- Ó‏ 


D; = [0,+ co) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir ка айс A 


نکاتی مهم در مورد صعودی و نزولی بودن توابع: 
۱-هرگاه و ع توابعی IASI‏ صعودی و پیوسته باشند آنگاه از میان توابع g‏ ± او عاو فقط تابع в‏ + ؟اکیداً صعودی 


خواهند بود. زیرا: (f+ g) =f+g >o‏ 
۲-هرگاه р f‏ توابع اکیداً صعودی و پیوسته و مثبت باشند آنگاه g‏ × نیز اکیداً صعودی خواهد بود. 
۳ جهت تغییرات ۶و ۶- خلاف یکدیگر است یعنی هرگاه ۶ اکیداً صعودی DAS)‏ نزولی) باشد. ۶- اکیداً نزولی (اکیداً 
صعودی) خواهد بود. 
۴ جهت تغییرات و نیز خلاف یکدیگر است. 
۵ جهت تغییرات و f‏ یکسان است. یعنی هرگاه f‏ صعودی باشد. نیز صعودی است و هرگاه ؟ نزولی باشد ' ٤‏ نیز 
نزولی است و بالعکس. 
۶ تابع ثابت y = c‏ هم صعودی است و هم نزولی ولی اکیداً صعودی و اکیداً نزولی نیست. 
T БУ‏ محوز تقارن q‏ > عرناشه دون دامهه‌ی شود یکت نهواهد بوه: 
۸ تابع متناوب در دامنه‌ی خود. یکنوا نیست. 
٩هرگاه f‏ تابعی IASI‏ صعودی» پیوسته و مشتق‌پذیر باشد. آنگاه معادله‌ی f(x) = о‏ تنها یک ريشه دارد. 
e‏ جهت olsa‏ و توابع ۱(4 (а> ۱( logi ,Arctanf, Arcsin ‚(а>‏ یکسان است. 
۱ جهت تغییرات و توابع a> ۱( logi ,Arccotf,Arccosf ,(e<a<\) af‏ > ۰) خلاف یکدیگر است. 
۲- در تعیین صعودی و نزولی بودن توابع مرکب (fog)‏ کافی است علامتهای مشتق را در هم ضرب کنیم. 
مثال: هرگاه ASIE‏ نزولی و ع اکید آ صعودی باشد. تابع (۱ (fogof‏ چگونه است؟ 
اکیداً صعودی است > ° >)—()+()—( = (fogo)‏ 


اکنون قضایایی را بیان می‌کنيم که به کمک آنها می‌توانیم اکسترممهای نسبی یک تابع را در صورت وجود بیابیم. 


inis‏ آزمون مشتق اول برای تعیین اکسترممهای نسبی: 
اگر تابع f‏ در همة نقاط بازة (a,b)‏ شامل عدد ه پیوسته و "به ازاء همة نقاط (a,b)‏ جز احتمالاً در » موجود باشد. آنگاه: 
الف) اگر (х)‏ در )5 (а,с)‏ مثبت و در (cb) jL‏ منفی باشد. به عبارت دیگر 8 در ه تغییر علامتی از مثبت به منفی داشته 


باشد آنگاه ]در Max c‏ نسبی دارد. 


در شکل (l)‏ ]در c‏ مشتق‌پذیر است و در شکل )—(. ادر c‏ مشتق‌پذیر نیست. 
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ب) اگر (a,c) 55 f'E)‏ منفی و در بازهُ (c,b)‏ مثبت باشد به عبارت Ё «у>‏ در 6 تغییر علامتی از „бл‏ به مثبت داشته 
باشد» Min © уэ‏ نسبی دارد. 


foo . 0 fy х)>0 


در شکل cof (g)‏ مشتق‌پذیر نیست و در شکل (د) در c‏ مشتق‌پذیر است. 

تزلر میع: لزومی ندارد که تابع در نقاط اکسترمم نسبی» مشتق‌پذیر باشد حتی ممکن است. مشتق تابعی در یک نقطه صفر 
شود ولی تابع در آن نقطه Min L Мах‏ نسبی نداشته باشد. زیر در نقاط Min L Мах‏ نسبی» مشتق حتماً بایستی تغییر علامت 
دهد. 


مثال: نقطه یا PUS‏ اکسترمم نسبی تابع ۱(۲ + b y = (x‏ درصورت وجود بیابید؟ 


x — 00 – \ + оо 


y =v(x+ ۱(۴< ۰ > х=-\ y + + 


y — 00 Ж | Pad + оо 


می‌بينيم با وجود اينکه مشتق تابع در ۱- < ۵ صفر شده ولی تابع در \- = کسترمم نسبی ندارد» زیرا مشتق در این نقطه 
تغییر علامت نداده است. 
ال با зө ыыы‏ ازل ыы дане АЙ‏ را یاب 

\)у= үх? - \0хї у! = ۵ - ۴» =۰ << ۱۵۲۲ )۲-۳(<۰ 
h| Y x 


1 


y. 


y 


Y М \ 
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: . . دب یک‎ 39 s... 
منظور از تقعر یعنی گودی و منظور از تحذب یعنی برآمدگی‎ 
مثبت: هرگاه در یک تابع با حرکت از چپ به راست. ضریب زاویه‌ی خطوط‎ lay الف) تقعر به سمت بالا با به سمت‎ 


مماس افزایش یابد. آنگاه تابع 8 تابعی صعودی بوده لذا مشتق (Р) ОЇ‏ مثبت بوده و خطوط مماس همواره زیر نمودار 


f < • fl> °‏ 
f > ° f >.‏ 
(з‏ تقعر da‏ سمت پائین یا به سمت رهای منفی: هرگاه در یک تابع با حرکت از چپ به راست. ضریب زاویه خطوط 


مماس کاهش یابد. آنگاه تابع ۴ تابعی نزولی بوده لذا مشتق آن (Р)‏ منفی بوده و خطوط مماس همواره SYL‏ نمودار خواهند 
! 
F: е‏ 


| ° Ж 
۲]صدق کند؟‎ > o تست: کدام نمودار در شرایط . > ]و‎ 


k. ۲ تست‎ 


حل: گزینه‌ی صحیح. گزینه‌ی (۳) می‌باشد. 


f! > 


Й‏ برای تعیین جهت تقعر یک منحنی» مشتق دوم تابع را تعیین علامت کرده در هر فاصله که ° < Р‏ باشد تقعر منحنی به 
سمت YL‏ و در هر فاصله که ° > ۲ باشد. تقعر منحنی به سمت پائین است. 
قضیه‌ی آزمون مشتق دوم برای تعیین اکسترممهای نسبی یک تابع: فرض می‌کنیم c‏ یک نقطه‌ی بحرانی تابع f‏ 


باشد به طوریکه ۰ = (0) "و به ازاء همه‌ی >های بازه‌ی بازی شامل c‏ موجود باشد اگر (1)0موجود باشد آنگاه: 


الف) هرگاه åL (о) < o‏ آنگاه تقعر منحنی به سمت پائین بوده و لذا در ». Max‏ نسبی دارد. 
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ج( اگر (с) = о‏ باشد. آنگاه این آزمون بی‌فایده است یعنی در این حالت. نمی‌توان اظهار نظر کرد که #در Max,c‏ نسبی دارد 
Min L‏ نسبی. 

بنابراین برای یافتم اکسترممهای نسبی یک تابع مشتق‌پذی کافی است ریشه‌های مشتق اول تابع را در مشتق دوم قرار cala‏ 
سپس از بندهای (الف) و (ب) قضیه‌ی فوق استفاده کنیم. 


مثال: با استفاده از قضیه‌ی آزمون مشتق دوم اکسترممهای نسبی  - +۱ GE‏ = (10را بیابید؟ 
х= •‏ 
хе‏ 


(х) = fx" - ۱۲۲ < ۰ 5 (х -۳( < » >f 


f (x) = 1۲x" - fx 


۳)۳( = ۱۰۸-۷۲ - ۳۶ > о > نسبی دارد.‎ Min x = Y ۶در‎ 

эъ ТОР ае о аы) 
Маў: оа ss برای‎ uraqi awas کش‎ ааыа ва دی رشن‎ олга ШЕ که آدر‎ Аб وو‎ 
را تعیین نموده و با عرض نقاط همسایگی‌اش مقایسه کنیم,‎ (С) نسبیء» یا باید نمودار تابع را رسم کرد و يا‎ Min نسبی از‎ 
shafa) کوچکتر از‎ (с) نسبی خواهد بود و چنانچه‎ Max طول‎  < c مجاورش باشد‎ lfa) بزرگتر از‎ (с) چنانچه‎ 


تعریف نقطه‌ی عطف: نقطه‌ی c‏ = ×را نقطه‌ی عطف تابع де убу = f(x)‏ هرگاه: 

1-۱در С‏ پیوسته باشد. 

۲ در с‏ دارای مماس باشد حتی مماس قائې a)‏ عبارت دیگر در c‏ مشتق متناهی یا نامتناهی داشته باشد) نگفتیم 
مشتق‌پذیر باشد. 

۳ جهت تقعر منحنی در C‏ عوض شود( به عبارت دیگر مشتق دوم تابع در C‏ تغییر علامت دهد شکلهای زیر بعضی از 
حالات نقطه‌ی عطف را نشان می‌دهند. 


Ñ `‏ سم 


f'(c) = ° f'(c) = + о Ё (c) = ° 
(۱) (Y) (т) 


توجه کنید که در سه شکل زیر » نمی‌تواند طول عطف باشد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


wwwi.riazisara.ir اندیشه برتر‎ DAE 


C 
دارای مماس نیست.‎ c در‎ f جهت تقعر در » عوض نشده است.‎ 


چند نکته‌ی рдо‏ 


۱ در نقطه‌ی عطف لزومی ندارد که تابع مشتق‌پذیر باشد. (شکل شماره‌ی (YL (Y)‏ 


۲-در نقطه‌ی عطف. لزومی ندارد که مشتق دوم تابع حتماً صفر باشد. چرا که ممکن است تابع اصلاً مشتق دوم نداشته باشد. 


(شکل شمازه‌ی (۲ بالا) 

۳ نقطه‌ی е‏ تابع می‌تواند نقطه‌ی بحرانی آن تابع نباشد. شکل شماره‌ی OL (Ў)‏ 

۴_قضیه: فرض می‌کنیم Ё‏ روی یک همسایگی نقطه‌ی c‏ = × مشتق‌پذیر باشد و نقطه‌ی (с, f(c))‏ یک نقطه‌ی عطف نمودار 
تابع f‏ باشد در این صورت اگر о зас за (с)‏ باشد» آنگاه حتماً حتمنی °= РС)‏ است» به بیان ساده‌تر در نقطه‌ی عطف» 
مشتق دوم تابع در صورت وجود. حتماً صفر است. 

„Хе‏ قضیه‌ی فوق در حالت کلی برقرار نمی‌باشد. یعنی ممکن است ° = f(c)‏ باشد. امّا نقطه‌ی به طول c‏ نقطه‌ی عطف 
نباشد. در این حالت در С‏ تغییر علامت نداده و این نقطه را نقطه‌ی مپلة L‏ مپلا (me plat)‏ تابع گویند. 

مثال: مطلوبست جهت تقعر و تعیین نقطه‌ی عطف تابع (در صورت وجود) aR EON‏ 


у =x ۵ +۲ ۱ u 5 ' ж 


۴x + ۵ у” 


+ | + 
= ۱۲ = o >x = جهت تقعر‎ 3 ۱۱ F 


در این حالت نقطه‌ی T‏ | نقطمی عطف نبوده چون مشتق دوم ый‏ تغبیر علامت نداده است و نقطی مپلة SU‏ 


КОД 

۵ در نقطه‌ی عطف. مشتق اول تابع می‌تواند صفر باشد یا مخالف صفر و یا حتی موجود نباشد )90 باشد) 

۶ در نقطه‌ی عطف. مماس بر منحنی از روی منحنی عبور می‌کند. زیرا در قسمتی که تقعر رو به بالاست. خط مماس زیر 
منحنی و در قسمتی که تقعر رو به پائین است خط مماس بالای منحنی است. پس قسمتی از مماس» زیر منحنی و قسمت 
دیگر ان بالای منحنی است. 

تست: در تابع x + ax"+ Y‏ = ال در نقطه‌ی Y‏ = × مماس بر منحنی از منحنی عبور کرده است. ۵ کدام است؟ 


-۶ (* -۳ (۳ ۶ @ ۳0 


۷۲-۰-۲۲ + Yax 2 > +Ya=- > ۱۲+ ۷8۵۵ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Й‏ نقطه‌ی معمولی یا عادی: نقطه‌ای است که مختصاتش فقط در معادله‌ی خود تابع صدق می‌کند. 

GÉ‏ مختصات نقاط Max‏ و Min‏ نسبی هر تابع: 

الف) او S‏ در معادله‌ی خود تابع صدق می‌کنند. 

ب) G‏ در معادله‌ی ° = نیز صدق می‌کنند (البته به شرط اینکه تابع در این نقاط مشتق‌پذیر باشد) 

تست: تابع bx + c‏ + - = (10 مفروض است. هرگاه jaf‏ نقطه‌ای به طول (۱-)دارای ما کزیممی نسبی برابر (Y)‏ 
باشد a)‏ عبارت دیگر نقطه‌ی Y)‏ و ۱-) نقطه‌ی Max‏ نسبی. تابع باشد c‏ + کدام است؟ 


۲ (۴ o (Y Еа ۱0 
=> c= V ->be 


۷ مختصات نقطه‌ی عطف هر تابع 

الف) У‏ در معادله‌ی خود تابع صدق می‌کند. 

ب) ثانیاً در معادله‌ی ° نیز صدق می‌کند (البته به شرط اینکه تابع در این نقطه. مشتق دوم داشته باشد) 

تست: تابع y = X'+ 20+ bx + c‏ مفروض است. هرگاه نقطه‌ی ۸ نقطه‌ی عطف تابع بوده و منحنی تابع. 
محور عرضها را در نقطه‌ای به عرض ۲ قطع کند. » b-‏ + 2کدام است: 


۴ (f \ ў Y Ç Y O 


c= ۲‏ + و9 -و دی +9 -ه + 2-۱ ۱ < در خود تابع А‏ 
۱ 


у = x" + Үах + b 
SE sS. MS SE 
B|; درخودتابع‎ > ۲ ۰+ +< =۲ < b=Y= а+ъ-с= ү 
× = а ×ریشه‌ی مکرر زوج تابع باشد)» آنگاه‎ = a (یعنی‎ (n € N) باشد‎ (x - а)!" هرگاه تابعی دارای عامل ضربی‎ PAA 
(к - a)'" در بقیه‌ی تابع (غیراز‎ ha а) بودن‎ Min و‎ Max طول نقطه‌ی اکسترمم نسبی تابع خواهد بود. برای تشخیص‎ 
ضمناً به‎ o خواهد‎ Max اگر منفی شد 2 = ×طول نقطه‌ی‎ s Min طول نقطه‌ی‎ X = a قرار داد اگر حاصل مثبت شد‎ 
(مپلة) تابع نیز می‌باشد.‎ тёр1аї نقطه‌ی‎ J bx = an> ۱ ازاء‎ 
×طول اکسترممم نسبی است» ضماً:‎ = a (n € N) f(x) = (х- a) "(x - b) در توابع به صورت‎ ai 
نسبی است.‎ Min باشد. 2 = »طول‎ 2 - b> о الف) اگر‎ 
نسبی است.‎ Мах باشد ه = ×طول‎ a - b > ° ب) اگر‎ 


مثال: در تابع (۱ =-Y yy = (x + YR-‏ «طول چه نقطه‌ایست؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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x =-Y ۴ ریشه‌ی مکرر زوج از مرتبه‌ی‎ >x - y am = V = y < ° > نسبی است‎ Max طول‎ x = -۲ 
۲ 
چه نقطه‌ایست؟‎ d bx = ° y لک‎ ш; مثال: در‎ 


(x + \)‏ 
x = °‏ طول Min‏ نسبی است > waa r.‏ ج ریشه‌ی مکرر زوج از مرتبه‌ی x = (ү‏ 


z 
(x + ۱( | ۲ 4 
(п Є №, у= к + (х — а)" نلته: تابع‎ 
دارای می‌نیممی برابر 1 است که 2 = ×طول آن است.‎ a > ° الف) با شرط‎ 
دارای ما کزیممی برابر 1 است که 2 = ×طول آن است.‎ a > ° ب) با شرط‎ 


Үп+ \ 


GÉ‏ هرگاه تابعی دارای عامل ضربی 


X = а فرد تابع باشد) آنگاه‎ S «ریشه‌ی‎ = a (یعنی‎ (п E N) باشد‎ (x - а) 


نتیمه: در توابع ۲ J х = a(n € №.у = (х (۳۳۲ ۱+ ax + b y = (k – а)" (x - b) y = (х- а)‏ نقطه‌ی 


عطف تابع است. 


۸ 
۰ 
مثال: در U м;‏ ال کا = y‏ ۲ = × طول چه نقطه‌ایست؟ 
(Yx + ۱(‏ 4 
۲ = طول نقطه‌ی عطف تابع است.  Y‏ = ریشه‌ی مکرر فرد از مرتبه‌ی y = NEY > ٩‏ 


نتیج هگیری: ریشه‌های از مرتبه‌ی زوج تابع» طول نقاط اکسترمم و مپله» و ریشه‌های از í‏ تابع» طول نقطه‌ی عطف 
E‏ 
GÉ‏ ریشه‌های از مرتبه‌ی زوج ۰ = iy!‏ طول نقطه‌ی عطف و ریشه‌های از مرتبه‌ی فرد و ساده‌ی y’ = о‏ طول نقاط اکسترمم 
نسبی می‌باشند و نوع | کسترمم با تعیین علامت مشتق مشخص می شود. 
مثال: هرگاه "(۲ - =-Y sx = оу = х(х + Y)'(x‏ × طول РШ‏ اکسترمم و ۲ = «طول نقطه‌ی عطف می باشند. 
تزلر: به تعداد ریشه‌های مشتق (ساده یا مضاعف) می‌توان برمنحنی» مماس موازی محور »ها (مماس افقی) رسم کرد (زیرا 
шы‏ هار فیط ماس ات هر з эы asla‏ لو ی سر وان 
تست: در چند نقطه از منحنی ۱۵۶۳ - ۳ = y‏ مماس بر منحنی افقی است؟ 

° (۴ \ (т Y (ү ۳0 


۳نقطه ج۳ ]+ = .= т)‏ - )۱۵۲۲ °= ۴۵۲۲ - ۱۵ج y'=.‏ 


жу п Я е А š ж п . 2 А * .ќ 
طول نقطه‌ی‎ y = ° طول نقطه‌ی مپله و ریشه‌ی ساده و ریشه‌های از مرتبه‌ی فرد‎ у = ° نفته: ریشه‌های از مرتبه‌ی زوج‎ 
باشد)‎ у” = о عطف می‌باشند. (البته در نقطه‌ی عطف. بخاطر بیاورید که لزومی نداشت که‎ 

یارآوری: ریشه‌ی ساده و ریشه‌ی مکرر زوج و فرد: 


تابع DE- Y)°‏ + »)× = لرا در نظر بگیرید. این تابع سه ريشه دارد که عبارتند از: ٥و‏ ١-و‏ ۳ ریشهی -١‏ = ×راکه 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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توان ندارد» ریشه‌ی ساده می‌گویند و ریشه‌های әх =o‏ ۲ = »را که دارای توان هستند ریشه‌ی مکرر می‌گویند» = را 
ریشه‌ی مکرر زوج از مرتبه‌ی ۲و =Y‏ ×را ریشه‌ی مکرر فرد از مرتبه‌ی ۵ می‌گویند. 

تعیین علامت سرعتی: 

عبارت ۳(۵ - p = x'( + YG‏ را تعیین علامت کنید. 


روش معمولی: > y,‏ 


x 


х+ \ F + 
(x—Y)° =. _ 
p + pb = p = 9 


روش سرعتی: در این روش علامت D‏ را مستقیماً به صورت زیر به دست می‌آوریم. علامت خانه‌ی آخر را باقرار دادن یک 


عدد به دست آورده» سپس با توجه به دو نکته‌ی ساده‌ی زیر علامت خانه‌های دیگر را می‌یابیم. 
ابه ریشه‌ی ساده يا مکرر فرد که رسیدیم» علامت را عوض می‌کنيم. 


به ریشه‌ی مکرّر زوج که رسیدیم. علامت را عوض نمی‌کنيم. 


نقطه‌ی معمولی پا عادی < ریشه‌ی ساده 
طول عطف < ریشه‌ی مکرر مرتبه‌ی فرد 
نوع اکسترمم با قرار دادن این ريشه در بقیه‌ی تابع مشخص می‌شود. < طول اکسترمم < ريشه مکرر مرتبه‌ی زوج 
طول عطف < ریشه‌ی مکرر مرتبه‌ی زوج 


نوع اکسترمم باتعیین علامت مشتق مشخص می شود < طول اکسترمم < ریشه‌ی ساده و ریشه‌ی مکرر مرتبه‌ی فرد 


طول عطف < ریشه‌ی ساده و ریشه‌ی مکرر مرتبه‌ی فرد 

طول meplat‏ > ریشه‌ی مکرر مرتبه‌ی زوج 
مثال: در تابع )1 - ах =-\ sx = ۰ y = ×)» + A)‏ ترتیب طول چه نقاطی هستند؟ 
حل: ° = ×نقطه‌ی عادی است. ۱- = ×طول عطف است و ۲ = ×طول اکسترمم نسبی است. 


۲ = ×طول Min‏ نسبی است. < ° < (۱ + ۲6۲ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: هرگاه ах =Y ух =-Y sx = ° (у! = x(x + R- H‏ ترتیب طول چه نقاطی می‌باشند؟ 


حل: ° = sx‏ ۴ = ×طول اکسترمم نسبی هستند و -Y‏ = «طول عطف می‌باشد. 


"d 
موع: در توابع به صورت کلی:‎ s 


(mn E N) >‏ .با شرط 


a gla) Z о‏ = ×طول نقطه‌ی اکسترمم است. نوع اکسترمم به صورت زیر مشخص می شود. 
الف) هرگاه • lim g(x)>‏ باشد a‏ = ×طول نقطه‌ی Min‏ | است. 
8ب х‏ 


ب) هرگاه » >(80 lim‏ باشد J ex = a‏ نقطه‌ی Max‏ | است. 
X —a‏ 


مثال: در تابع d bx = ° у=‏ چه نقطه‌ایست؟ 
۱-۴ 


حل: ° = Max J ex‏ است. ج 
مثال: در تابع (۵ - y = | ×" (xY -x‏ ۰ = ×طول چه نقطه‌ایست؟ 

حل: ° = × طول Max‏ است. ج 

GÉ‏ هرگاه تابع f‏ دارای یک Max‏ و یک Min‏ نسبی باشد و نقطه‌ی عطف بتواند مرکز تقارن منحنی باشد. آنگاه نقطه‌ی 


عطف. و سط پاره‌حط و اصل بین نقاط Max‏ و Min‏ خواهد بود یعنی: 

Xmax +X min 

ae ۹ 

ШЕ 
Y 

به عنوان مثال در توابع درجه‌ی سوم نقطه‌ی عطف و سط پاره‌خط و اصل بین نقاط Min ‚Мах‏ منحنی (در صورت وجود) 


است. 
ته: به طور کلی» در هر تابع پیوسته. مرکز تقارن نقطه‌ی عطفش می‌باشد (البته به شرطی که عطف داشته باشد) 
تست: در تابع iy = r‏ هرگاه طول Max‏ (۱) باشد. طول Min‏ جند است؟ 

ý X 


-۲ (б ۳ Y @ -\ 0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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حل: چون تابع فرد است پس ‏ | ۰ مرکز تقارنش بوده و چون تابع پیوسته است این نقطه. نقطه‌ی عطفش نیز می‌باشد 


PAA‏ در تابع درجه‌ی سوم «у = ax" + bx"+ cx + d‏ مختصات نقطه‌ی عطف عبارتست از: 


تست: مختصات نقطه‌ی عطف تابع ۳-۱ х'+‏ = رکدام است؟ 
(e x°) (\‏ تساو (e‏ ۳(-و 1( CA‏ 
پاسخ صحیح گزینه‌ی ۲ می‌باشد. دقت 325 که در این تابع» =o‏ 9 است. 


at 9+ с 
۳ 


СЙ‏ هرگاه f'(b) = о f'(a) = o‏ باشند و تابع jaf‏ بازه‌ی (a,b)‏ مشتق دوم داشته باشد. آنگاه طبق قضیه‌ی رول 


لته هرگاه (к - а)(х - b)G@ - с)‏ = 100 (تابع درجه‌ی سوم) باشد آنگاه طول نقطه‌ی عطف عبارتست از: 
(a,b)‏ € »ای وجود دارد به طوریکه ° = d(c)‏ یعنی نمودار بین هر دو مماس افقی» یک نقطه‌ی عطف دارد. 


| 
І‏ 
1 
1 
| 
ас b‏ 
تست: تابع YR- ۲۵()۶ - х)‏ + )× = ردارای Мах...‏ نسبی و ... Min‏ نسبی و ... عطف است؟ 


ЖАШАШ КЪА Y Y YG‏ ۴وو 
حل: تابع فوق دارای ۵ ریشه‌ی ساده است (یعنی محور ها را در ۵ نقطه 
قطع می‌کند) و نموداری تقریباً به صورت زیر دارد. لذا ۴ اکسترمم دارد که 
با توجه به نمودار تابع» Y‏ ماکزیمم و Min Y‏ داشته و چون بین هر دو áb‏ 
ра‏ یک عطف دارد لذا ۳ عطف نیز دارد. 
¿É‏ در توابع رادیکالی با فرجه‌ی 3 o‏ ریشه‌ی مکرر زوج زیر رادیکال که درجه‌ی «ОЇ‏ از فرجه کوچکتر باشد و عامل صفر 
شونده در کتار خود نداشته باشد» معرف طول نقطه‌ی بازگشت می‌باشد. 
‚(т,пЄМ) ,n>m ,g(a)=:)‏ 
الف) اگر • > lim g(x)‏ باشد a‏ = ×طول Min‏ است. 

д, elie sls 

| ب) اگر lim g(x)<°‏ باشد a‏ = ×طول Мах‏ است. 
ab‏ در توابع رادیکالی با فرجه‌ی فرد. ریشه‌ی ساده b‏ مکرّر مرتبه‌ی فرد زیر رادیکال که درجه‌ی «ОЇ‏ از فرجه کوچکتر باشد 


و عامل صفر شونده در کنار خود نداشته باشد. معرف طول نقطه‌ی عطف مشتق‌ناپذیر می‌باشد. 
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„n>m ,g(a)=°) 


در این حالت ч‏ 

X —a 
عطف و بازگشت را بیابید؟‎ blä مختصات‎ у = Ñ| 5۳-۳ مثال: در تابع‎ 
x=.  فعاضم ×طول بازگشت < ریشه‌ی‎ = ° > 
х = \ ×طول عطف < ریشه‌ی ساده‎ = c Ф ۳ 


۳ ۳ 
تست: بر نمودار تاع ۶۲-۱ у = N xï +N‏ چند مماس به موازات محور رها می‌توان رسم کرد؟ 
(f \ (ўї ۲ (ї‏ ° 
° = ×طول بازگشت است. < ریشه‌ی مضاعف 


J bx = ±۱‏ عطف مشتق‌ناپذیر است. = ریشه‌های ساده ۱ = 


۵ 
تست: نمودار تابع ) N × xY ( - Yx + Y)‏ = ال شبیه کدام است؟ 


Je. ые aa 


= o Ф طول بازگشت = ریشه‌ی مضاعف‎ x = ° < lim g(x)<- < Max طول‎ × = ° 
X وب‎ 


| = × طول lim g(x)< ° > Max‏ > ۱ = × طول بازگشت < ریشه‌ی مکرر زوج < ۱ = 

Y > طول عطف مشتق‌ناپذیر < ریشه‌ی ساده‎ × = Y > lim g(x) >° => صعودی‎ Í 
لذا گزینه‌ی صحیح. گزینه‌ی ۱ می‌باشد.‎ 
us فی ار تیف نی‎ Р 10 امک ویشه‌های ماه‎ Ц) Їй در‎ а 
«طول نقطه‌ی توقف منحنی است.‎ = ау = x-a مثال: در تابع‎ 
می توان رسم کرد؟‎ clay چند مماس به موازات محور‎ iy = له‎ ×" + 5۲-۱ ш تست: برنمودار‎ 

o (۴ 
р,= لا[۱-,ه‎ ]۱ , +œ) 


۲مماس قائم < طول نقاط توقف x=. ED; >х=+\‏ 


ته مشتقات چپ و راست تابع [2- ٩ [к‏ > ۷ در نقطه‌ی а‏ ۰ +و 0 -بوده و 8 نقطه‌ی بازگشت منحنی است. 


PHA‏ تابع x = ару = (х - a)|x - a|‏ دارای نقطه‌ی عطف است. بالاخص ° = «طول نقطه‌ی عطف تابع y = | x|‏ است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مسائل بهینه‌سازی و کمینه‌سازی: 
یکی از مهمترین کاربردهای حساب دیفرانسیل و انتگرال э)‏ بخصوص مشتق) در مسائلی است که با تعیین مقادیر Мах‏ و 
Min‏ تابع سروکار دارند. در زندگی روزمره به دفعات عبارتهائی مانند بیشترین سود بیشترین فاصله بیشترین مقاومت و L‏ 
کمترین هزینه کمترین مساحت. حداقل زمان ممکن و ... را می‌بینیم یا می‌شنویم و یا می‌خوانيم. در زیر روش حل کلی چنین 
مسائلی را مطرح می‌کنيم. 
فرآیند حل مسائل بهینه سازی (روش کلی برای یافتن Max‏ (بیشترین مقدار) و Min‏ (کمترین مقدار) یک عبارت: 
۱-ابتدا یک تصویر یا نمودار یا شکلی کلی از مسأله را رسم می‌کنيم. 
۲-نمادها و حروفی را به هر یک از مقادیر داده شده و خواسته شده نسبت می‌دهیم. 
۳-مقادیر ثابت و متغیر یا متغیرها را شناسائی می‌کنيم. 
۴کمیتی را که می‌خواهد Min L Max‏ شود تشخیص داده و برای آن یک معادلۀ اولیه (رابطه‌ای برحسب متغیرها) می‌نویسیم. 
۵ چنانچه این معادلۀ اولیه, تابعی از بیش از یک متغیر مستقل باشد. آن را به تابعی فقط از یک متغیر مستقل تبدیل می‌کنيم. 
۶ دامن alea‏ اولیه را مشخص می‌کنيم» یعنی مقادیری را مشخص می‌کنيم که jJU‏ داده شده برای آنهاء با معنی باشد. 
۷با استفاده از روشهای مشتق‌گیری و یافتن نقاط بحرانی» مقادیر ما کزیمم یا می‌نیمم مسأله را بدست می آوریم. 
۸ جهت تعیین مقادیر ما کزیمم یا می‌نیمم یک تابع پیوستۀ ٤بر‏ یک باز بسته» یادآور می‌شویم که می‌بایست polis‏ را در 
نقاط بحرانی با مقادیر f‏ در نقاط انتهایی این بازه مقایسه کنیم. 
مثال: مقوائی مربع شکل به ضلع 2 در اختیار داریم. می‌خواهیم از هر گوشة of‏ مربعی ببریم و آن را خم کنیم تا جعبه‌ای 
در باز (رو باز) درست شود. برای اینکه حجم جعبه ماکزیمم شود 
مطلوبست تعیین ضلع مربع گوشه‌ها؟ 
حل: اگر طول ضلع مربع گوشه‌ها را × بگیریم ابعاد مکعب روبازی که ساخته 
می شود عبارتند از a - Yx a- Ya x‏ لذا حجم جعبه برابر می شو دبا: 

V = x (a - Yx) 


М! = Y(a- Yx) - Yx (a - x) = (a тх) (ах) = + 


پس حجم جعبه به ازاء Max x = É‏ و به ازاء £ = эх‏ ° = ×می‌نیمم می‌گردد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: ثابت کنید از بین مستطیلهای محاط در دایره‌ای به شعاع معلوم ë> — U R‏ ماکزیمم ні‏ (می دانید که در 
یک دایره بینهایت مستطیل می توان محاط کرد.) 
حل: طول مستطیل را ×و عرض آنرا ۷ فرض می‌کنيم طبق inad‏ فیثاغورث داریم: 
y>°‏ 
у= ۴8۲-۲ > y= YR'-x'‏ 


لذا مساحت مستطیل عبارت خواهد بود از: 


$=ху=х\ ۴-۲ له‎ ۴۳۳۲-۲۴ 
ARx - ۳ 


y| YR'x'- xt 


5! = > Yx (YR - Yx! )= ° و‎ [Т ,x=RN Y 
- Y Ry ۲ 
N -ҮК' 
Min 


همانطوریکه دیده می شود مساحت در جائی که ۲ ВА‏ = ×است ماکزیمم می شود در این حالت داریم: 

y= ۴۲-۲ =\| ۴۸۲-۲۸۲ = RT Y 
می‌شود. یعنی زمانی که مستطیل, مربع باشد ضمناً مقدار‎ Мах است‎ y = КА ۲ ×و‎ =R. ۲ لذا مساحت در حالتی که‎ 
s=xy=RN ۲.۳۸ ۲ = YR' برابر است با:‎ Max مساحت‎ 
(مطابق شکل ) محدود شده است طول و عرض مستطیل‎ у = ۳ - × مثال: یک مستطیل به محور ها و لها و نمودار خط‎ 
چقدر باشد تا مساحت آن کزیمم شود؟‎ 


s = xy 


چون دو متغیر داریم. لذا امکان مشتق‌گیری وجود ندارد. اما نقطة 


x=.‏ ۳ = او ج- رد-۳ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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GÉ‏ تعیین نزدیکترین با کوتاهترین فاصله‌ی یک نقطه از یک منحنی: 

برای بدست آوردن کوتاهترین فاصله‌ی یک نقطه از یک منحنی و یا یک خط از یک منحنی, معادله‌ی منحنی را به صورت 
یک نقطه نمایش داده (یعنی y‏ را برحسب X‏ می‌نویسیم). سپس به کمک فرمول (куех) у).‏ | فاصله را 
بافته و مشتقگیری می‌کنيم. 

مثال: کو تاهترین فاصله‌ی Aa‏ | مختصات را از منحنی ۴ + y = Yx‏ بیایید؟ 


>d=0A=y x+y" =N X +۲ + ۴ ET سرت‎ ну 
YA x" + Yx + ۴ 


due Min(d) =, )-۱( + Y(- 1 t =F 


در شکل dun‏ نمایش داده شده است. 
نکاتی بسبار بسیار مهم جهت تعبین Мах‏ و Min‏ توابع و عبارات. بدون استفاده از مشتق: 
قضیه‌ی اول: حاصلضرب چند متغیر مثبت که مجموعشان ثابت است. هنگامی Мах‏ است. که این متغیرها مساوی باشند. 


1 


х = می شود که‎ Мах باشند. ۷ زمانی‎ , y> s ×و‎ ۳ y = | هرگاه‎ шм 


y= 
۲ ۲ ۱ Y А 
(x+y) (к-у) = جع لودج و‎ - (к-у) ] اثبات:‎ 
۲ 
× = y =  :ینعی‎ Max (ху) = — صفر است لذا‎ Мих - у) چون‎ 


راه دیگر اثبات با استفاده از مشتق است. کافی است ما کزیمم عبارت xy = ×)1 - x)‏ = ۸ را با استفاده از مشتق حساب 


مثال: مجموع دو عدد مثبت. برابر ۳۶ است. ماکزیمم حاصلضرب آنها چقدر است؟ 
x =y‏ 
х=у= \л 5 Мах(ху) = ۱۸ = ۴‏ > ۳۶ - ۷+ 1 
مثال: در بین مستطیلهای با محیط ابت ۲۰ سانتی дә‏ کدام یک دارای مساحت Max‏ است؟ 
x =у‏ 


Үх + ۲۷ - ۲۰ —=>x+y= ۰ => =y=0 =Max (5) = x" = Yocm' 


مثال: ما کزیمم تابع by x )۴۵۲ -х!)‏ تین کید 
x‏ 


х =y y 


x" + fa -x= fa ج , ثابت‎ xV =Yta'-x' =x'= Ya 
Мах (у) = x" (Ға! - x") = Ya" (fa' - Ya") = ۳ 

1 А РА 2 да 

نتیفه: هرگاه о‏ > ر , ×و | = ax + by‏ انگاه xy‏ زمانی ما کزیمم است که - = ах = Бу‏ 


مثال: هرگاه Yo‏ = (۵ +۳ و ° < ر , × ماکزیمم [«چقدر است؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۳۶ ду= ۲۰ >x = ۱۰ y=? >Max(xy)= ۱۰۰۶ = ۰ 
در‎ x = y = < هستند‎ Min هنگامی‎ ×" + уб... х'+ yx y ×آنگاہ عبارات‎ + y = a > o هرگاه‎ зм) 
Ming" + у) = С) CO" اینحالت داریم:‎ 
А = x+ у= (x + у)! Yxy = a- ۵ اشبات:‎ 
در این حالت:‎ ۶ = y = — ما کزیمم شود و ۷ زمانی ما کزیمم شود که‎ ху می‌نیمم شود باید‎ A برای اینکه‎ 
y 
Min(A) = а'— YC = — 
B = x+ у = (х + у)'— Yxy(x + y) = a- Yaxy به طور مشابه:‎ 


Min(B) = x- ra ÊÊ) = £ 


۱۶ 
Ç = е = вт - . . ь‏ 
مثال: می‌نیمم عبارت + = «جقدر است؟ 


T T < 2 % Н а 
СЕ х < ү? جقدر است؟‎ y = Азес'х + ۱۸6۵5 مثال: می‌نیمم عبارت‎ 
۸۹۵0 ۱۸۵۵5 = ۱۴۴ ثابت‎ = ۸۹۵0 < 
соз'х = BERE cosx = Tg Min) = л x + ۱۸۰2 ۰ 
4 y y Y 
لبه صورت زیر است. مقدار ۵ را بیابید؟‎ = tanx + acotx GE مثال: قسمتی از نمودار‎ 


tanx.acotx = a ثابت‎ YMin = “| 


tanx = acotx = 


WY X tanx = ۳ 
Y acotx = \ © 


0000 -۰ Y ]سل روج‎ ax ۲ >а=ї 
tanx | © 
است که‎ Max قضیه‌ی سوم: برای سه متغیر مثبت ×و لو 2 که مجموع آنها ثابت است. حاصلضرب ۶۷2 وقتی‎ 


مثال: ماکزیمم تابع улану = х)‏ است؟ 
А‏ ۲ 
=× = = = = ثابت ۱۶ x+ ۱۶ -x=‏ 


= Мах(у)= ۴/۱۶ - ۴( = ۲ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: اگر ۱۰ = y‏ + :باشد بیشترین مقدار ۳ = ۸ را بیابید؟ 
۲ سس х+у‏ = 
۵ 


(А) = ۴۲.۶۲ = ۶ 


M سهم به ×و‎ 1 «а حساب کنیم در این صورت از مقدار‎ DA = x" y" ×باشد و بخوا هیم ما کزیمم عبارت‎ + у = а اگر‎ әй 


سهم به لإ می می‌دهیم یعنی در این ¿ حالت: 


در این حالت: Мах(А) = (2) (EE)‏ 


مثال: در استوانه‌ای. مجموع ارتفاع و شعاع قاعده برابر ۱۵ می باشد. پیشترین حجم این استوانه جقدر است؟ 
ثابت ۱۵ = R + h‏ 


R= na ۰ ۰-۲۶۱۵ ` 
m+n Y+) 


۷ 7 > 
h- ma _ \х\д о 
m+n Y+) 


> Vmax =A X Yel X A= Qo ot 
кашы аы ннн ышы 
ظ‎ +R = (NF) = ۲۷ ثابت‎ > 


ال 
М = xx YAxY— ۲‏ 


قضیه‌ی چهارم: اگر sx‏ و 2 مقادیر مثبت و حاصلضرب آنها ثابت باشد. مجموع X + yB+ Z‏ وقتی می‌نیمم است که 


۱ 
y = Ct  ج ثابت ۱ سس‎ 
x x 


КООШ Е 


>х'=-—— 5 Міпу = Y +— 
Y Y 


قضیه‌ی پنجم: اگر مجموع دو متغیر و ۷ مقداری ثابت باشد. مجموع مربعات آنها؛ وقتی Min‏ است که y‏ = باشد. 


مثال: اگر ۱۰ у=‏ + «باشد. Min‏ عبارت x + y‏ = ورا بیابید؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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x =y 
X=y х+у=\< > x=y=0 رت وج‎ +x = =ð. 


قضیه‌ی ششم: اگر مجموع مربعات دو متغیر مثبت эх‏ لامقداری ثابت 2 مجموع آنها وقتی Max‏ است که y‏ = ×باشد. 
مثال: هرگاه ۵۰ Min x + y=‏ عبارت ٩ = у X + y‏ جقدر است؟ 
х =y‏ 


х+у=0° > х=у= ۲۵ >Sma SN TON ۲۵ = ۰ 


6,۷۲ < ۰( بیایید؟‎ hs = Yx + ۷ —LeMax ۵۳+ y = ۵ مثال: اگر‎ 
و‎ < ۲ + y > Z иа. (Yy)+ y'= ۵ 
у= ۱ > x=Y =Ma (5) = ۲)۲( + ۱ = ۵ 
و زمانی‎ = by- ax Ls = ax - by قضیه‌ی هشتم: اگر تفاضل مربعات متغیرهای مثبت ×و مقداری ثابت باشد. عبارت‎ 
à X _ y . a 
ند 4$—- = باشد.‎ M 
'a b s e 
(a,b> ۰( ورا بدست آورید؟‎ = ۵9 - a عبارت‎ Max a- 9" = —# مثال: با فرض‎ 
۱ 


+< b= да ۾ ج‎ (да) = -۶ т=ш= b 


b 
۵ 


Мах(ѕ) = ۵۵-1-۷۲‏ 
Y ۳‏ 
قضیه‌ی نهم: اگر متغیرهای ×و لو 2و ضرائب 2و C sb‏ مثبت و عبارت yH z‏ +۳ مقداری ثابت باشد. عبارت 
ax + by + cz‏ = و زمانی Max‏ می شود که: گ = 
с‏ 
مثال: با شرط ۱۴ = 27 Max ۵+ y+‏ عبارت Yy + Yz‏ + × = ورا تعیین کنید؟ 


>к=\‏ ۹۱۴+ ۴ + 1ج 


مثال: Min‏ عبارت ۸ S = хї+ y- Yx + Yy‏ را تعیین کنید؟ 


۴ ۱+۳ + ه = Min(s)‏ 
مثال: ماکزیمم تابع y = sin'x.cos"x‏ جقدر است؟ 


Р Y . ۱ 
у =sin'x.(cos'x) => ѕіп'х + соѕ'х = ۱ ثابت‎ 


а я sinx = 
sinx cosx : 
> = => sin x = cosx > 


cos'x = 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: با فرض آنکه Мах ۷× +] у = уа‏ عبارت xy‏ = م چقدر است؟ 
Y‏ 

> Max(p) = 3.3 = — 
(p) YY NA 


ri A" ۲ i 
مثال: ہ1 عبارت * 099+ * ”۵ = ورا بدست آورید؟‎ 


пх + cos x = ۵۱ — ۵ д => пх Е 0s SHE — SGS YX‏ — عم | × زو 
`Y _‏ 
sinx =} => cos x =} >Min(s)=0 +0 =W ۵‏ 


مثال: Min‏ تابع atanx + bcotx‏ = زرا تعیین کنید؟ 


А хїіапх а 
atanx.bcotx = ab ثابت‎ => atanx = Бсоїх => їап\х = 0 


ЕЕ сох = + | P > Min(y) = а(« | 1) b( | جرد‎ Min(y) = Y ab 


آهنگ تغیسر: مقدمه: می دانیم در یک خانواده» هرگاه یکی از افراد خانواده ناراحت شود. چهره‌ی دیگر افراد خانواده که به 


نوعی به وی وابستگی دارند تغییر کرده و آنان نیز ناراحت می‌شوند و به همین ترتیب خوشحالی وی باعث خواهد شد که 
چهرة افراد وابسته به او نیز خو شحال و خندان شود این تغییر چهره را آهنگ تغییر می‌گویند. 


اکنون فرض می‌کنيم D,‏ € 4و ؟ در a‏ مشتق‌پذیر باشد داریم: f! (а) = lim Қа + Ax) - f(a)‏ 


Ах >e Ax 
ж à , „fi + Ах)-ї ۳ ç 


تعریف آهنگ تغییر متو سط: هرگاه D‏ € 2 باشد و از Ах ма‏ + هھ تغییر کند. آنگاه متغیر انیز از f(a)‏ به f(a + Ax)‏ 
تغییر خواهد کرد. بنابراین وقتی تغییر ×برابر با Ax‏ باشد تغییر asy‏ آن را با رشان می‌دهند برابر است با 


(а + Ах)- f(a)‏ در این حالت آهنگ متوسط تغییر در واحد تغییر X‏ وقتی که jx‏ ۵ به Ax‏ + 2 تغییر کند L)‏ وقتی که 


AY _ f(a+ Ax)- f(a) 


L باشد) برابر اسٹ‎ Ах برابر‎ × „© 
АУ АХ برابر برابر‎ X мё 


تعریف آهنگ зал‏ لحظه‌ای (آنی): اگر حد کسر فوق. وقتی که » <- Ax‏ موجود باشد. مقدار حد کسر فوق را )45 در 
واقع برابر f'(a)‏ است) آهنگ لحظه‌ای (آنی) تغییر угу‏ واحد تغییر ‏ در a Май‏ می‌گویند. 

زره همانطوریکه تغییرات ‏ موجب تغییرات y‏ می‌شود متقابلاً تغییرات ‏ نیز موجب تغییرات әх‏ شود لذا اگر x = gO)‏ 
آنگاه می‌توان از آهنگ تغییر متوسط و آنی #نسبت به ‏ نیز صحبت کرد. اگر متغییر از به Ay‏ + 0 تغییر یابد. متغیر UX‏ 


Ax = g(b + Ay) – g(b) 41201‏ تغییر می‌یابد در این حالت. آهنگ متوسط تغییر ‏ در واحد تغیبر ۷ وقتی که از 0 به b+‏ 
Ax _ 86+ Ay) - g(b)‏ 

Ay Ay 
موجود باشد)‎ 8 (b) (البته به شرط آنکه‎ g'(b) برابر است با‎ b А در‎ y لحظه‌ای تغییر در واحد تغییر‎ Kal در این حالت‎ 


Ay‏ تغییر کند (یا وقتی که تغییر لا برابر AY‏ باشد) برابر است با: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: شعاع دایره‌ای ۱۰ سانتی‌متر است. اگر شعاع دایره به Y Фуд‏ سانتی‌متر بزرگ شود. مطلوبست آهنگ متوسط و 
آهنگ آنی تغییرات مساحت و محیط دایره. 


حل: می‌دانیم مساحت و محیط هر opla‏ هر دو, تابعی از شعاع آن هستند لذا: (ЕВ) = xR‏ 


لذا: уул‏ 1۳۳۲۱۰۲ - )3 لے ЩЕ‏ لالص له = آهنگ متوسط تغییر مساحت 


7 = (9)۱۰ = آهنگ آنی تغییر مساحت > КВ) - 7 > (В) = ۲7 R‏ 

P(R) = ۶ 

P(R+AR) - P(R) _р(\ї)-р(\+) _ Yfr-Y.7 
AR ۲ ۲ 

PR) = YR > P'(R) = ۲۲ > آنی تغيير محیط‎ Kal = ۳)۱۰( = 7 

مفال: بادکتکی. کروی عملو از هوا شعاعین برابر ۲۰ سانتی متر دارد. اگر ۱ سانتی‌متر دیگر به شعاع آن اضافه شود. حجم 


بادکنک چقدر افزایش می‌یابد؟ Kal)‏ تغییر حجم چقدر است) 


حل: می‌دانيم حجم کره تابعی از شعاع آن است در واقع: V(R) = Tar"‏ 
میزان تغییر آنی حجم نسبت به شعاع برابر است با: ۳15۹۳ = x rR’‏ = م۷ و لذا: 
Vy, ۱۶۰۰۲ ۶‏ 

یعنی هرگاه ۱ سانتی متر به شعاع بادکنکی کروی با شعاع ۱۰ سانتی‌متر اضافه شود حجم آن تقریباً ۵۰۲۶/۶ سانتی‌متر 
مکعب افزوده می شود. 
در این حالت آهنگ متوسط تغییر حجم (که در واقع در اینجاء برابر است با مقدار واقعی تغییر حجم کره) برابر است با: 

мн м = МОЕ Mr = ۳۸۷۹۲/۳۹ - ۳۳۵۱۰/۳۲۲ - ۷‏ 
مثال: درجة حرارت فارنهایت را به کمک رابطۀ (۳۷ - 2)۴ = С = (P)‏ می توان به درجة حرات سانتی‌گراد تبدیل کرد. 
آهنگ متوسط و آنی تغییر C‏ نسبت به ۴و F‏ نسبت به ) را بیابید؟ 

-(F+AF ۳۲( = (Е ҮҮ) 


ет <; _ AC _h(F+ ЛЕ) - ҺР) ۵ 
G E AF ДЕ ДЕ 4 


G = 2‏ = آهنگ آنی تغییر ٥‏ نسبت به ۴ 


۶. 
б 


ЕА -\ 
۴ = О) = 360 - ۳۷ C نسیت به‎ „шс آهنک متوسط‎ - П (С+АС (0 cı АЫ £ 


0-2 (F- Yr) > ۹0 - ۵۲ - ۰ >Е=^С- 


C+ 


(Cı AC) -YY 
AC 


q 
۳۳ б 
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کمیتهای وابسته: 

در برخی از مسائل نه تنها دو کمیت уз)‏ متغیر) ух‏ لابه هم مربوطاند» بلکه هر دوی آنها تابع کمیت سوّمی (که معمولاً زمان 
است) هستند. لذا هرگونه تغییرات زمان (t)‏ باعث تغیبر در هر دو متغیر ×و ۷ می شود لذا در اینگونه مسائل می‌توان از آهنگ 
متوسط و آنی هر یک از دو متغیر ×و لانسبت به کمیت سوم یعنی زمان» بحث کرد. در این حالت اینگونه کمیتها را کمیتهای 
وابسته می‌گونيم. 


; 2 x = g(t) 
در واقع در چنین مواردی بحث از یک تابع پارامتری به صورت پیش می‌اید. که در ان ] نقش پارامتر را بازی‎ 


у = 1) Ее 


В А + At) - f(t А 


X آهنگ آنی تغییر [ دسبت به تغییر‎ 7 = f(D 
А ۳ г - Ах _ р(ї+ At) – g(t 
تفت کاب تیور‎ Кышы вышы T a ` s SE Sa 


t آهنگ آنی تغییر #نسبت به تغییر‎ = x', = g'(t) 
К يا‎ у!х хх! =y!, طبق قاعدة زنجیره‌ای یادآور می شویم که:‎ 
را می‌دهند و دیگری را می‌خواهند لازم به ذکر است که برای‎ (у', ШУ) و‎ E, LXC) در مسائل معمولاً یکی از دو مقدار‎ 
را ابتدا خودمان محاسبه کنیم.‎ y, محاسبة دیگری, حتماً لازم است‎ 
باشده‎ ۴ (К) > ° باشد. آن گاه تابع در آن فاصله صعودی بوده و هرگاه‎ (х) < ° همانطور که می‌دانیم هرگاه در یک فاصله‎ 
مثبت باشند نشان دهندة صعودی بودن‎ y (t) آنگاه تابع مورد نظر در آن فاصله نزولی خواهد بود. لذا در مسائل اگر (0) با‎ 
y منفی باشند نشان دهنده نزولی بودن توابع ×و‎ y (0) و‎ (E) بوده (و بر عکس) و اگر‎ t نسبت به متغیر مستقل‎ y ух دو تابع‎ 
هستند (و برعکس)‎ t نسبت به متغیر مستقل‎ 
به مثالهائی در این زمینه توجه کنید.‎ 
۳ سرعت‎ Ly در 45 (۲ و ۱) قرار دارد اگر متغیر‎ P در حرکت است هنگامی که‎ ۷ =N ×" + ۸ — روی‎ P 45 مثال:‎ 


متر در ثانیه کاهش یابد. متغیر × با جه سرعتی تغییر می‌کند؟ 


لذا متغیر Lx‏ سرعت ۶10/8 کاهش می‌یابد. 
مثال: مطلوبست تعیین آهنگ آنی تغییر مساحت دایره‌ای که شعاع آن ۸٥۳‏ است و آهنگ تغییر شعاع آن ۶/5 است؟ 


R = Acm 
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R'(t) = ۶ 
s(R])=zR'` >s'(t)=sh XR, >s'(t)= YrR x R! (t) 
s! (A) = YAX Ax f = ۹۶۶۲ 5 

مثال: مطلوبست آهنگ تغییر مساحت دایره نسبت به تغییر محیط آن؟ 
حل: می‌دانیم مساحت دایره و محیط آن هر دو توابعی از شعاع آن یعنی R‏ هستند یعنی: 5 = و 
واضح است که کمیت مطلوب b S'(p)‏ , * است. ۶ = p‏ 

برای محاسبةٌ آن می‌توان از دو روش استفاده کرد. 

روش اول: R‏ را از فرمول p = YAR‏ برحسب ‏ بدست آورده در S‏ قرار می‌دهیم تاه مستقیماً تابعی از شود سپس از تابع 


بلس امه شنت به ص مشتق می‌گیریم تا ر (s'(p) L) ٩‏ بدست آید. 


روش دوم: 
یعنی آهنگ تغییر مساحت دایره نسبت به تغییر شعاع آن, 8 برابر آهنگ تغییر محیط دایره نسبت به شعاع آن است. 
مثال: طول مکعب مستطیلی با سرعت ۱ سانتی‌متر بر ثانیه در حال کاهش و عرض ОЇ‏ با سرعت ۲ سانتی‌متر بر ثانیه در 
حال افزایش و ارتفاع OÍ‏ با سرعت ۱ سانتی‌متر بر ثانیه در حال کاهش است. آهنگ تغییرات حجم این مکعب مستطیل را 
در لحظه‌ای که طول آن ۲۰ سانتی‌متر و عرض آن ۱۰ سانتی‌متر و ارتفاع OÍ‏ ۳۰ سانتی‌متر باشد. به دست آورید؟ 
با رآوری: y = uw > y'= u'vw + v'uw + w'uv‏ 
V=abc >V', =al Бс+ b', ac+ cl ab‏ 
CQ ee) + Xeo) + (-1)(T0)(l0) = Моо‏ = 
مثال: هرگاه شعاع قاعده‌ی استوانه‌ای با سرعت ۳ سانتی‌متر بر ثانیه کاهش و ارتفاع آن با سرعت ۵ سانتی‌متر بر ثانیه 
افزايش یابد. آهنگ تغییر حجم این استوانه را در لحظه‌ای که شعاع قاعده‌ی ОЇ‏ ۱۰ سانتی‌متر و ارتفاع آن ۲۰ سانتی‌متر 
است به دست آورید. به نظر شما حجم در لحظه‌ی فوق در حال کاهش است يا افزايش چرا؟ 
V=zR'h ۷۵ = Yz RRI(t]h + h! (t) 7R’ = ۲۲ )۱۰()-۳()۲۰( + ۵7۲ (1°) = -V 7t‏ 


تست: انداژه‌ی یکی از زاویای حاده‌ی مثلث мы‏ الزاویه‌ای. با آهنگ 5 رادیان بر ثانیه کاهش می‌یابد. هرگاه طول وتره 


ثابت و ۴۰ سالتی متر باشد. وقتی اندازه‌ی زاویه‌ی حاده به Ер‏ برسد. سرعت تغییر مساحت کدام است؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۶۰۱/ انديشه برتر‎ www.riazisara.ir 


ba 
_ a sin0cos0 = asin = fe sin 


۲ 


d0 _ 


کاربرد اقتصادی 

هرگاه × مقدار محصول (کالای) تولید شده باشد آنگاه: 

) تابع هزینه «О(х)‏ نشانگر هزینه‌ی تولید محصول است. 

۲ تابع در آمد RE)‏ نشانگر درآمد حاصل از فروش казах‏ است. 

۳ تابع سود PG)‏ نشانگر سود حاصل از فروش × محصول است. 

واضح است که: Р(х) = RG) - С(х)‏ >= هزینه - درآمد = سود 
Р(х) RC) С(х) т‏ 


x x 


Й‏ هرگاه هزینه‌ی متوسط درآمد متوسط و سود متوسط هر واحد کالا مورد نظر SU‏ به ترتیب 
اشفا دهم کین 

4 هرگاه هزینه‌ی نهائی» در آمد نهائی و سود نهائی برای (۱ + )امین کالا مورد نظر باشد به ترتیب از C'@)‏ و В'(х)‏ 
её азбы‏ 

CCo) ii‏ یعنی هزینه‌ی اولیه‌ی تولید 

УБ )امین‎ + л) یعنی هزینه‌ی واقعی تولید‎ С(х + 1)- CGO PHA 

توجه داشته باشید که С'(х) = €)» + à) - С(х)‏ 

مثال: یک کارخانه‌ی پارچه بافی برای تولید  ле‏ پارچه مبلغ С(х) = ۰/۰۰۲ + ۲۰۶+ ٥‏ دلار هزینه می‌کند. 
مطلوبست: 

الف ) هزینه‌ی اولیه‌ی تولید دلار ۵۰۰۰ = C(e)‏ 
ب ) هزینه‌ی ho ga‏ برای ۱۰۰ متر پارچه 


۱ oo 
0250 „үзүү هزینه‌ی متوسط ۱۰۰ متر پارچه برای هر متر‎ 


۱ oo 
ج ) هزینه‌ی واقعی تولید صد و یکمین متر پارچه‎ 
C(x + ۱( = Ск) = CG eA) = CO ee) = )۰/۰۰۲())۱۰۱(۲- )۱۰۰(( + ۲۰6۱۰۱ = 100) + ° 


= o/ooY ۰۱ — \оо) ۰۱ + 100) + Yo ۰/۴۰۲ + Yo = ۲ 
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د) هزینه‌ی نهائی تولید صد و یکمین متر پارچه 

С'(х) = о/оо#х + Yo = С'(\ оо) = ۰/۴ + Yo = ۴ 
x` 
боо 
دلار باشد. سود نهائی تولید ۵۰۱ امین ساعت مچی جقدر است؟‎ RG) = 
– \ 
\ оо 


مثال: هرگاه هزینه‌ی تولید ×ساعت مجی CE) = + ۱۰۰+ ۲۰۰۰ plp‏ دلار و درآمد حاصل از فروش این <ساعت 


۲ 
مچی برابر ۳۰۰۰ +۱۵۰۶ + 5 


\ ооо 


x+ Dox + Yeso => Рх) = یت‎ + бе = ۳)۵۰۰( = ۴۹ دلار‎ 


Р(х) = R) - С(х) = — 


نمودارها: 
1( بررسی نمودار تابع درجه‌ی دوم (سهمی قائم)۰ + bx‏ +2 = ډو ویژگیهای آن: 
\( نمودار تابع فوق به یکی از دو صورت مقابل است. 1/۰ 
(Y‏ دامنه‌ی تابع ۸ بوده و تابع همه‌جا پیوسته و مشتق‌پذیر است. 20 a<0‏ 
(Т‏ طول نقطه‌ی اکسترمم در توابع درجه‌ی دوم از رابطه‌ی ZE‏ = *(ریشه‌ی مشتق) به دست می‌آید. 
۴) هرگاه ° < a‏ باشد, б‏ دارای Min‏ نسبی و مطلق به عرض ТА‏ = لإ می‌باشد. 
۵ هرگاه a > о‏ باشد تابع دارای Max‏ نسبی و مطلق به عرض y = ТА‏ می‌باشد. 
مثال: در ازاء جه مقادیری از m‏ تابع ۴ (m- mx- x-‏ = ردارای Мах‏ مطلق می‌باشد؟ 
a< o >m - т > о» о > т< |‏ 


۶ مختصات نقطه‌ی Max‏ و Min‏ نسبی و مطلق تابع عبارتست از: 


تست: هرگاه ما کزیمم تابع ۳ + y = ах'+ Yx‏ برابر ۴ باشد. ۾ کدام است؟ 

-Y (Y ۲0‏ ۱۳ 
روش اول: 
روش دوم: چون خط ۴ = لبر نمودار تابع مماس است. لذا معادله‌ی تقاطعشان یعنی معادله‌ی ۴ = Yx + Y‏ + 2 با 
Yx- ۱ = о‏ + 20 باید ریشه‌ی مضاعف داشته باشد بنابراین: – = وج ۰ а=‏ + ۴ < ۸ 
این تابع مجانب ندارد. 


۸ این تابع نقطه‌ی عطف ندارد (جهت تقعر منحنی یا هميشه روبه بالاست يا هميشه رو به پائین) 


А‏ عط == = «محور تقارن یا خط تقارن منحنی تابع می‌باشد (ضمناً توجه داشته باشید که = «طول نقطه‌ی اکسترمم 
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о‏ -هرگاه دلتای معادله» بزرگتر از صفر باشد نمودار تابع محور ها را در دو نقطه قطع می‌کند و لذا معادله دو ريشه دارد. 


а>0 а<0 


۱-هرگاه دلتای معادله» صفر باشد. نمودار تابع برمحور LX‏ مماس بوده و بنابراین معادله ریشه‌ی مضاعف دارد. 


0 
а<0 i 


۲-هرگاه دلتای معادله. کوچکتر از صفر باشد نمودار تابع محور »ها را قطع نمی‌کند و بنابراین معادله )445 ندارد. 


а 


а>0 а<0 
بالای محور »ها می‌باشد.‎ LLS پائین محور ها می‌باشد. نمودار‎ LLS نمودار‎ 


تست: در ازاء چه مقادیری از m‏ نمودار تابع ۱ + y = × + Yx‏ تماماً بالای محور :ها قرار دارد؟ 
m> ۴ ° < m < ۳۴ т> ۱ ۲ т< ۵‏ 


۱ < ۳ < اشتراک 


P =>m>° 
Al<. 5 \- т< 2 <( 


۳-هرگاه ac < o‏ باشد. نمودار تابع محور ها را در طرفین محور (АУ‏ قطع می‌کند. یعنی معادله دو ریشه‌ی مختلف العلامه دارد. 


۴-برای تعیین معادله‌ی وتر مشترک دو تابع درجه‌ی دوم» کافی است بین معادلات آنهاء جملات درجه‌ی دوم را حذف کنیم. 


۵-هرگاه معادله‌ی تابع درجه‌ی دوم به صورت y = kG - x)'+ c‏ باشد آنگاه: 
X 2‏ 

الف) اگر ° < >1باشد ۱ s‏ نقطه‌ی Min‏ تابع و X,‏ = ×محور تقارن تابع می‌باشند. 
X 2‏ 

ب) اگر ° > >1باشد А‏ و نقطه‌ی Мах‏ تابع و X,‏ = محور تقارن تابع می‌باشند. 


۶ هرگاه عرض دو نقطه از نمودارء با هم مساوی باشند. وسط پاره خط و اصل بین این نقاط روی محور تقارن قرار دارد. 
معادل‌ی محور تقارن نگ = x‏ ج І‏ 

x 

۲ 


—_!y 
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تست: دو نقطه‌ی bx + сакав |Y и‏ +2 = «واقعند. در این صورت طول نقطه‌ی 
re ۲ ۱0‏ ۴( ۴ 


(П‏ بررسی نمودار تابع درجه‌ی سوم ل + cx‏ +0 + که = y‏ ویژگیهای آن: 


> 


وای کے بوده و تابع همواره پیوسته و مشتق‌پذیر است. 

این تابع مجانب ندارد. j UN ч,‏ 

این تابع محور تقارن ندارد. 

شاین تابع همواره یک مرکز تقارن دارد که همان نقطه‌ی عطفش می‌باشد. 

۶ طول نقطه‌ی عطف تابع (ریشه‌ی مشتق دوم) عبارتست ر = ۶« (توجه داشته باشید که b‏ ضریب جمله‌ی درجه‌ی دوم است) 


w #۲عبارتست از:‎ = ах'+ сх + d مختصات نقطه‌ی عطف تابع درجه‌ی سوم‎ -V 


P 
25 مطلق‎ Min ‚Мах نسبی تابع‎ Min و‎ Мах 4 
در حالتی که مشتق تابع ريشه نداشته باشد و یا ریشه‌ی مضاعف داشته باشد تابع اکیداً صعودی و یا اکیداً نزولی بوده و‎ ۰ 


الف) — Р,‏ لازم و کافی برای اینکه تابع درجه‌ی سوم y = ак^ 9+ cx + d‏ اکیداً صعودی باشد 


а> انستکه‎ 
A <» 


ب) شرط لازم و کافی برای اینکه تابع درجه‌ی سوم y = ах'+ bk" сх + d‏ اکیداً نزولی باشد Хб жыЛ‏ 
<o‏ 


۱ در حالتی که تابع Min „Max‏ نسبی دارد. نقطه‌ی عطف تابع وسط پاره‌حط و اصل بین این نقاط l‏ یعنی: 


XMax f XMin 
X. ص‎ 
عطف‎ Y 
__Умах T YMin 
— عطف‎ 
Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: مجموع Max‏ و Min‏ نسبی تابع ۱ + Vx‏ - ۵ = زکدام است؟ 
АМИ‏ ری 
۵ ۷ 


تست: هرگاه مماس بر نمودار تابع m™ fx- Yx + À‏ = [ در نقطه‌ی ۲- = x‏ از نمودار تابع عبور کند. 70 برابر است 
با: 
(f Үт ۱ (Y ©‏ - 


حل: چون در نقطه‌ی عطف. مماس بر منحنی از منحنی عبور می‌کند. لذا ۲- = ×طول عطف است بنابراین: 


۲-هرگاه (х - а)(х - b)(x - с)‏ = لے با شرط a ۶ bz c>‏ تابع دارای دو اکسترمم بوده و طول نقطه‌ی عطف تابع برابر 
0 7 _ 


است با: S‏ ا 
۳ فاصله‌ی بین خطوط مماس در نقاط اکسترمم تابع برابر است با: | Ymax 7 YMin‏ | 
۴ فاصله‌ی بین خطوط قائم در نقاط اکسترمم تابع برابر است با: | مت = хмах‏ | 
۵ تعداد ریشه‌های معادله‌ی درجه‌ی سوم بستگی به دلتای مشتق دارد. 


الف) هرگاه دلتای مشتق کوچکتر یا مساوی صفر باشد. تابع یا اکیداً صعودی يا ALSI‏ نزولی بوده و لذا معادله فقط یک ریشه 


x 


دارد. 
—( هرگاه دلتای مشتق. بزرگتر از صفر باشد» مشتق دارای دو ريشه خواهد بود» دراین حالت: 
\( هرگاه عرض یکی از ریشه‌های مشتق. صفر باشد شکل تابع به یکی از دو صورت زیر بوده و لذا معادله یک ریشه‌ی ساده 


مثال: معادله‌ی ° = ۲ + Yx‏ - ۳«جند ریشه‌ی حقیقی دارد؟ 


معادله یک ریشه‌ی yl=YxY- ў Ух = ۸ . osle‏ 
f(-1)= ۴‏ 
و یک ریشه‌ی مضاعف دارد. 


البته دقت داشته باشید که با نگاه کردن به معادله می‌فهمیم که \ = × یکی از ریشه‌های معادله است (زیرا مجموع ضرائب 


ریشه‌ی ساده کافی است معادله را بر (۱ - (x‏ تقسیم می‌کنيم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۶ انديشه برتر 


۲ هرگاه عرض ریشه‌های مشتق, مخالف صفر باشند. در این صورت اگر عرضهای نقاط اکسترمم مختلف العلامه باشند 


(یعنی Max‏ و Min‏ در طرفین محور »ها باشند) شکل تابع به یکی از دو صورت زیر بوده و لذا تابع سه ریشه‌ی متمایز خواهد 


ملد سم 


ولی اگر عرضهای نقاط اکسترمم» همعلامت باشند. شکل تابع به یکی از دو صورت زیر بوده و لذا معادله فقط یک ريشه 


خواهد داشت. | 


بارآوری: بحث در تعداد ریشه‌های معادله‌ی درجه‌ی سوم. S‏ در مبحث معادلات با ذ کر مثالهای متنوع | 0 است: 


5 


۶-هرگاه معادله‌ی تابع به صورت К(ах - Б)(х – a)‏ = ۷ باشد آنگاه: 

اولاً: نمودار تابع در نقطه‌ی G‏ = ×بر محور »ها مماس است. 

ثانیاً: نقطه‌ی » = ×طول نقطه‌ی اکسترمم نسبی تابع است» در این حالت: 
x = 0‏ طول Min‏ نسبی است. > 9(<۰- 120۵ if‏ 
а‏ = ×طول Max‏ نسبی است. > k(aa -b)<‏ ۳ 


b 
باشد. نقطه‌ی 2 ۷ نقطه‌ی عطف تابع بوده و خط‎ y = k(ax - (+ C هرگاه معادله‌ی تابع به صورت‎ ۷ 


С 
معادله‌ی خط مماس در نقطه‌ی عطف می‌باشد.‎ y = c 


tb (се. ,ad-bcze) بررسی نمودار تابع هموگرافیک و ویژگیهای آن:‎ (Ш 


\( دامنه‌ی این تابع )26 = R‏ بوده و تابع در دامنه‌اش يیو سته و مشتق‌پذیر است. 
с : с‏ 


۲ این تابع همواره دارای یک مجانب قائم و یک مجانب افقی است که معادلات آنها عبارتست از: 
d‏ 


НА К ۶ هت‎ 


у —> +% 


مجانب قائم 


[г‏ انفصال تابع در مجانب قائمش. انفصال ساده است و نه مضاعف. 
ad- bc‏ _‚ 


(c+ d) 


۳ مشتق این تابع عبارتست از: ۷ در این حالت: 
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الف) اگر ° < be‏ - 20 باشد تابع در هر یک از فواصل رگ ,)و С но)‏ صعودی می‌باشد. 

ب) اگر bc < o‏ - 20 باشد تابع در هر یک از فواصل رگ l Cro) Ce‏ صعودی می‌باشد. 

۴-این تابع همواره دارای یک مرکز تقارن می‌باشد که محل برخورد مجانبهایش بو ده و مختصاتش عبارتست از: 
d‏ 


х= = 


а 2‏ 2 2.7 
هاگر O B‏ مرکز تقارن تابع هموگرافیک باشد» انگاه y = B sx = а‏ مجانبهای تابع می‌باشند و بالعکس. 
۶هرگاه d = o‏ + ھ یا - = 2 باشد. مرکز تقارن تابع روی نیمساز ربع اول و سوم قرار می‌گیرد. 


۷هرگاه ۰ = d‏ + هیا 4- = ۵ باشد. معکوس تابع هموگرافیک با خودش یکی می شود. 


т s m 


l ۳۷۱ 


۳ >ху-їу=їх+\ 2۷0 -۲( = ۱ атс 


۸ هرگاه 4 = 2 باشد. مرکز تقارن تابع روی نیمساز ربع دوم و چهارم قرار دارد. 
4 حاصلضرب فواصل هر نقطه‌ی دلخواه واقع بر نمودار تابع» از دو مجانبش برابر است با: 


00-0 ñ K е DA 2 
К = с! ек унела Орана Оаа ш کی‎ 


۱-برای تعیین معادله‌ی وتر مشترک دو تابع هموگرافیک کافی است بین دو معادله. جملات xy‏ حذف کنیم. 
AY‏ تابع هموگرافیک دارای دو رس می‌باشد که برای تعیین مختصات آنها کافی است معادله ۱< |۷|را حل کنیم تا طول 
این دو نقطه به دست آیند و با قرار دادن این مقادیر در معادله‌ی تابع» عرض آنها را نیز بيابیم. 
OY‏ 
مثال: مختصات رئوس تابع هموگرافیک — = by‏ بیابید؟ 
zj‏ 


у= selis )وج‎ ۲-۱ =x=+N 
x x’ 


_ | bc-ad 
= Fa 
تابع همواره دارای دو محور تقارن عمود بر هم با شیب ,+ بوده که از مرکز تقارن می‌گذرند و موازی نیمسازهای‎ зг? 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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محورهای مختصات Lib у‏ یکی از این دو محور تقارن (محور تقارن قاطع)» همواره نمودار تابع b‏ در دو نقطه قطع 


می‌کند. معادلات محورهای تقارن عبارتند از: 


+ о 


۶ معادله‌ی گسترده‌ی تابع هموگرافیک به صورت ° = Ах + By + cxy + d‏ می‌باشد. 


مثال: مرکز تقارن تابع ° = ۱ + ху‏ + ۲۲ - را بیایید؟ 

у(х-ї)=-х-\ = с >w Y 
- + Y – \ {i 
باشد تابم» هموگرافیک نبوده و تبدیل به یک خط راست (افقی یا قائم یا‎ 4  ه‎ ус = ۰ y = 2 


сози Е 
сх+а С 
_ +5 _a В مایل) می شود که معادله‌اش عبارتست از:‎ 
d d d 
ax+ b 


مس = ۷ °= ad - be‏ شود در این صورت تابع بازهم هموگرافیک نبوده و تابع به تابع ثابت که در 


Yx+ ۴ 
x+ Ү 


۷ هرگاه در 
۸.-هرگاه در تابع 
مثال: نمودار 


у=‏ رسم کنید؟ 


А ах'+ bx+ А ; 
(b' Æ ۰ , ع و‎ o) ر‎ = COL بررسی نمودار توابع به صورت‎ (IV 


) دامنه‌ی این توابع عبارتست از: Ea‏ - و تابع در دامنه‌اش پیوسته و مشتق‌پذیر است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ә. 
celi مخرج به دست می‌آید و شیبش برابر‎ 
سر مرکز تقارن تابع‎ ш این تابع همواره دارای یک مرکز تقارن است که محل برخورد مجانبهایش می‌باشد. )1 به‎ ۳ 
در هوپیتال‎ У می‌باشد طول » همان عدد مجانب قائم است و برای محاسبه‌ی عرض آن. طول را در معادله‌ی مجانب‎ 
تابع قرار می‌دهیم.‎ 
دو جواب متمایز دارد و یا جواب ندارد.‎ L مشتق این تابع. همواره‎ ۴ 
در حالتی که مشتق جواب نداشته باشد تابع هیچگونه اکسترممی ندارد ولی در حالتی که مشتق دو جواب داشته باشد»‎ @ 
АИ А 


І 
| 
І 
І 
І 
| 
4 
І 
І 
І 
І 
| 
| 


)©( مشتو )445 نداشته باشد (Y) (т)‏ مشتو دارای دو )45 

دقت داشته باشید که همواره عرض نقطه‌ی Max‏ تابع از عرض نقطه‌ی Min‏ آن کوچکتر است. 

Yax+ b Ya b жеш ы 
z = p * a ск Жш 


= رکه معادله‌ی یک خط راست است و در صورتی که تابع 


= 20 : E Р 27 у-ке, 
ДЕ Ы 
است؟‎ plasat b шу = ۳*۳۳ تابع‎ Мах نقطه‌ی‎ M . تست: هرگاه‎ 


A (f AY ۱۳0 


روش اول: 
f'(x) _Х\+їх+а-Ь _‏ 


۲ 
(x +۱)‏ 
۱-۷ + و < ۵ < 9 , ۲ < و < 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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روش دوم: معادله‌ی هوپیتال این تابع عبارتست y = Yx + а:‏ چون مختصات M‏ هم در معادله‌ی تابع و هم در معادله‌ی 
هوپیتال تابم صدق می‌کند یس: 
Шәй Е бш‏ ما 
yê- "a+b >a= ї „b= >a+b=V‏ 

ла axî x+ \ Я И ۱" 
~g a تست: معادله‌ی مکان هندسی مرکز تقارن نای‎ 
y = vx! (f ل‎ = × ۳ у= ХЁТ ç у= Х! 

х- \ х+ \ 
Үах- \ 


у = \ > у = Үа(-а) - ۱ = -Ya – À استفاده می‌کنيم.‎ 


у=‏ وقتی 2 در R‏ تغییر می‌کند کدام استا“ 


х=-а 
را حذف می‌کنيم:‎ a برای تعیین مکان هندسی»‎ «0 — ۷۲ 


| >а=-х ۲ 


зке оаа یا‎ 


۲۷۲-۱ - = ج ۱- -Y(-x)‏ 
y=-Ya'- \ ү‏ 
٩-برای‏ محاسبه‌ی عرضهای نقاط Min „Мах‏ نسبی تابع فوق» بدون استفاده از مشتق» معادله‌ی تابع را طرفین وسطین کرده 
همه‌ی جملات را یک طرف آورده معادله را برحسب ‏ مرتب نموده. سپس دلتای معادله‌ی درجه‌ی دوم به دست آمده b‏ 
aS)‏ معادله‌ای از درجه‌ی دوم برحسب y‏ می شود) حساب کرده برابر صفر قرار می‌دهیم. ریشه‌های این معادله. عرضهای 
نقاط Max‏ و Min‏ نسبی تابع خواهند بود.البته دقت داشته باشید که اگر بخواهيم عرضهای نقاط Min 5 Мах‏ نسبی تابع را با 
استفاده از مشتق به دست آوریم بایستی مشتق گرفته» آنرا صفر قرار داده تا طولهای نقاط Max‏ و Min‏ نسبی تابع به دست 
آیند. سپس این طولها را در خود تابع قرار داده تا عرضهای این نقاط به دست آیند که البته این کار کمی طولانی و وقت‌گیر 
است. 
х\+ах+ КК £ 2‏ 
تست: هرگاه عرضهای نقاط Мах‏ و Min‏ نمودار تابع به معادله‌ی << alpy‏ و ۴ باشند ا - کدام است؟ 
x‏ 
Y (۴ = yo: ۲ @ ۱0‏ _ 
طرفین وسطین 
حل: هم = xy =х'+ ax + b>x+(a-yx+b=-. > A‏ > معادله‌ی تابع 


(а - y)'= Yb = ° = у!- Yay + a'— Yb = ۰ < صدق می‌کنند.‎ O| ریشه‌های معادله‌اند پس در‎ ( = ۴ ,y < ۰ 


Ya = =‏ 
>f Y >a-b= h)‏ + 
Yb= ۰ ъ= \‏ - ۵۲ + ۱۶-۸۵ 
e‏ -توابع فوق نقطه‌ی عطف ندارند. 
۱-در توابع فوق هرگاه ریشه‌ی مخرج کسر بین دو ریشه‌ی صورت کسر باشد (به شرط آنکه صورت دو ريشه داشته باشد)» 


تابع اکسترمم ندارد و در غير این صورت تابع دو اکسترمم دارد. 
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قطع 205 (مطابق شکل زیر) آنگاه‎ D و‎ ٥ هرگاه هر خط دلخواهی, منحنی تابع را در نقاط ۸ و 8و مجانبها را در نقاط‎ AY 


همواره BD‏ = € می‌باشد. 


۳-نیمسازهای زوایای بین مجانبهای هر هذلولی بالاخص منحنی فوق محورهای تقارن آن می‌باشند. 
одага завал БА‏ ره ین مغادلات نما رها An мыз‏ 


بین آنها را بنویسیم. در واقع بايد بدانيم که در مورد دو خط معادلات 


نیمسازها عبارتند از: 
alx + Бу + c!‏ 


N al +b" 
زاوبه به یک فاصله است.‎ ОЇ یارآوری: هر نقطه واقع بر نیمساز یک زاویه» از دو ضلع‎ 
۲ 
ах! +bx +c ; 
alz.) у= بررسی نمودار توابع به صورت‎ (V 
i alx" + b'x + c! ë 
تابع در دامنه‌اش» همواره پیوسته و مشتق‌پذیر است.‎ R = ریشه‌های مخرج]‎ L Ау دامنه‌ی تابع عبارتست از‎ (\ 


(Y‏ برحسب تعداد ریشه‌های مخرج» این تابع دارای ۲یا о L‏ مجانب قائم است. 
۴) این تابم» همواره یک مجانب افقی به معادله‌ی ‏ = y‏ دارد. 
Е -‏ 
a b a c b c‏ 
xY+Y x‏ 
а b! а! с! b d‏ 


(а!х" +b'x+ c) 


۶ معادله‌ی هوپیتال تابع فوق عبارتت از sy = ЖОР‏ معادله‌ی یک تابع هموگرافیک است. این معادله از نقاط s Max‏ 
ах +‏ 


۷-برای تعیین حاصلضرب عرضهای نقاط اکسترمم تابع» بدون استفاده از مشتق» ابتدا معادله را طرفین وسطین کرده همه‌ی 
جملات را یک طرف آورده و معادله را برحسب ×مرتب نموده» SA‏ آنرا برابر صفر قرار می‌دهیم» ریشه‌های ۰ = A‏ همان 
عرضهای نقاط اکسترمم تابع خواهند بود. 

در این حالت نیز می‌توان عرضهای نقاط اکسترمم تابع را به کمک مشتق نیز محاسبه کرد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۲ انديشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


Y+ + 


-\ (۴ ۳۳ й ۲0 


x'rax+Y-Xy+y=- =x'r(a-yx+y+Y=- حل:‎ 


yoy 
A=. =(a-y) - ۲+۲۰ > (a+) =. >a=-Y 


۸ حاصلضرب عرضهای نقاط اکسترمم تابع (در صورت وجود) برابر است با داتای صو رت کسر یعنی 
b`- fac‏ 3 
YMax X YMin = y‏ 
b! - falc!‏ 


É a ۹‏ خط y = k‏ نمودار تابع فوق را در نقاط ۸و B‏ قطع کند. معادله‌ی مکان هندسی وسط پاره‌حطهای AB‏ وقتی که К‏ 


_b' _b a b Сз 
تقارن تا باشد.‎ x = — Lx = — hbs ت = باشل‎ ж هرگاهت‎ о 
+e بش‎ OQ) محور‎ Ya ` Ya а b' e هر‎ 


b 


p S a ۱‏ # 2 باشد, تابع محور تقارن ندارد. 


۲-هرگاه منحنی مجانب قائم نداشته باشد آنگاه: зура Ymin‏ هرگاه منحنی مجانب قائم داشته باشد آنگاه: Ума © Уми‏ 


a 


الف) هرگاه ۸ی مخرج تابع کوچکتر از صفر باشد (مخرج تابع Мә)‏ نداشته باشد) E‏ مج )= 


صورت مشتق معادله‌ای از درجه‌ی دوم باشد) آنگاه تابع دارای ویژگیهای زیر است. 
۱-تابع دارای دو اکسترمم نسبی L)‏ مطلق) می‌باشد. 
-Y‏ تابع دارای سه نقطه‌ی عطف واقع بر یک استقامت می‌باشد. 
۳ تابع محور تقارن ندارد. 
۴اگر تابع در این حالت مرکز تقارن داشته باشد. مرکز تقارن تابع محل تلاقی مجانب افقی با نمودار تابع می‌باشد (عرض 
مرکز تقارن F‏ = راست) 
تست: مرکز تقارن تابع ай‏ = و کدام است؟ 
yy (У ) (0‏ ور б\т‏ 


хўр ۱-۲ + ۲۷۲+ ۱ 5х = >W ۱ حل:‎ 


هنمودار تابع در ای ین حالت به یکی از دو صورت زیر می‌باشد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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»> تابع در این حالت عبارتست از: 


с Р Tk < ۰ k : ү чы < : - 4‏ 
—( هرگاه دلتای Со‏ تابع» کوچکتر از صفر باشد рә”)‏ تابع ریسه نداشته باشد) و ЕТ‏ = 


یعنی صورت مشتق, معادله‌ای از درجه‌ی اول باشد). آنگاه تابع دارای ویژگیهای زیر است. 
-b' _ -b e ۱‏ 
с‏ دارای یک محور تمارن л ы‏ مس بر 


۲ تابع دارای یک اکسترمم نسبی (مطلق) می‌باشد (یعنی فقط یک Max‏ یا یک Min‏ نسبی (مطلق) دارد) 


۳ نقطه‌ی کسترمم تابع روی محور تقارن می‌باشد. 


۴_تابع در این حالت دارای دو عطف می‌باشد. 


а 
عطف دارد؟‎ x> y = Yx 
Xx" + Yx 


\ (ў Y Y 


تابع دو عطف دارد. = 


۶ نمودار تابع در ©з!‏ حالت به یکی از دو صورت زیر می‌باشد. 
I‏ 


1 І 

І‏ مجانب افقی К го‏ مجانب افقی 
a‏ 

I І 

I 1 

| 


а а СИИ << š - 
R; = (f Ymax] š Ri = |у) ۷برد تابع در این دو حالت به ترتیب عبارتست از:‎ 


b ۲ N ۰ > à р 2 2 Ж‏ 2.1 و 
الف) هرگاه دلتای مخرج کسر برابر صفر باشد (مخرج ریشه‌ی مضاعف داشته باشد) з ۶ э‏ آنگاه تابع دارای ویژگیهای 
١‏ تابع علاوه بر مجانب افقیش یک مجانب قائم نیز دارد. 


۲-تابع یک اکسترمم دارد. 
۳ تابع یک عطف دارد. 


` 
X ' +۵۲ + Y تست: تا‎ 


y = 2‏ جند عطف و جند اکستر دارد؟ 
Е Í ü 7۲+ ۲۱‏ 
0 ۱و ۱ (r‏ و ۲ (f ۱ зо (ў‏ هو ° 


c~ ۸ -- ۴-۴ =۰‏ 
حل: تابع یک عطف و یک اکسترمم دارد. ج 
al b!‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۵ تابع محور تقارن ندارد. 
۶ تابع مرکز تقارن ندارد. 


- ђа < o 
انفصال تابع در مجانب قائمش. از نوع انفصال مضاعف می‌باشد.‎ ۸ 
ب) هرگاه دلتای مخرج کسر برابر صفر باشد ۶ = — آنگاه تابع دارای ویژگیهای زیر است.‎ 
تابح علاوه بر مجانب افقیش» یک مجانب قائم دارد.‎ ١ 
می‌باشد.‎ > Z تابع دارای محور تقارنی به معادلی‎ ۲ 
۳-نمودار تابع» مجانب افقی‌اش را قطع نمی‌کند.‎ 
۴-تابع اکسترمم ندارد.‎ 
تابع عطف ندارد.‎ ۵ 
تابع مرکز تقارن ندارد.‎ ۶ 


۷-نمودار تابع به یکی از دو صورت زیر است: 


гт а b š А 1 & ۰ 2 а `‏ 
الف) هرگاه دلتای бә”‏ خود تابع» بزرگتر از صفر باشد рә”‏ دو ریسه‌ی متمایز داشته باشد) و بر = انگاه تابع دارای 


ویژگیهای زیر است. 
۱-تابع در این حالت یا دو اکسترمم دارد یا اینکه اکیداً یکنوا بوده و اصلاًا کسترمم ندارد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۵ تابع محور تقارن ندارد. 
۶ تابع علاوه بر مجانب افقیش. دو مجانب قائم نیز دارد. 


_/ 


= L تا‎ 


= — — = + — — = 


ү 


ba' > •‏ - 20 
۸ انفصال تابع در مجانب قائم‌اش. از نوع انفصال ساده است. 


b 
ب) اگر دلتای مخرج کسر بزرگتر از صفر و = آنگاه تابع دارای ویژگیهای زیر است.‎ 


a 
۱-تابع علاوه بر مجانب افقیش. 92 مجانب قائم دارد.‎ 
|x = > ۲-تابع دارای یک محور تقارن به معادله‌ی‎ 
a 


2 ۵۲ + Yx + V 


\ т ۳ ات‎ да بت‎ 
ره‎ + Yx - 


х= –\ (\ 
حل:‎ 


۴_تابع مرکز تقارن ندارد. 


۶ تابع دارای یک اکسترمم می‌باشد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۶ /اندیشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


۷-نمودار تابع به یکی از دو صورت زیر می‌باشد. 


۸انفصال تابع در مجانب قائمش, از نوع انفصال ساده است. 
ac'- са' > o‏ 
رسم نمودار 
الف ) رسم نمودار توابع گویا ул)‏ تابع کسری را که صورت و مخرجش دو چند جمله‌ای باشند. تابع گویا می‌گویند) برای 
رسم نمودار توابع کسری مراحل زير را به ترتیب انجام می‌دهیم. 
۱ دامنه‌ی تعریف تابع را مشخص می‌کنيم. 
۲-مجانبهای تابع را پیدا می‌کنيم. 
از تابع مشتق گرفته و نقاطی که مشتق در آن نقاط صفر می شود را می‌يابيم. 
۴نقاط برخورد منحنی با محور »ها )° = (y‏ و با محور (x = °) Lay‏ را به دست می‌آوریم (اين عمل الزامی نیست) 
۵ جدول تغییرات (جدول رفتار) تابع را تشکیل می‌دهیم. 
۶ در دستگاه مختصات. ابتدا مجانبها و سپس نمودار تابع را رسم می‌کنيم. 


مثال: مطلوبست حدول تغییرات و رسم نمودار els‏ زیر: 


(х-1)' 
۱( 1, =R- ñi) 


مجانب افقی ۱ = у‏ , (انفصال مضاعف) مجانب قائم ۱ = Y)x‏ 


туу Z= ра = ° =p X = в 


6-۱( 
х= о << 7 < ۲ 


у= о >x- ۴+ Y =c > x = Y + 


х 


— 00 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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n) y = x` 


D = R - )۰( 


مجانب افقی ° = y‏ (انفصال ساده) مجانب قائم ° = Y)x‏ 


-Y _ KY, 4 x=. ۳‏ 7۳6۱0 ( اک = رورس 
у= -۷ ۴‏ 


г? y : 7 
+ | 
аА 


— 00 <: Мах 


دقت داشته باشید که تابع داده شده تابعی فرد بوده و لذا تابع (همانطوری که دیده می شود) بایستی نسبت به مبداً مختصات؛ 


۲ 
تقارن داشته باشد. - ور 


эр, =R- {o} 
Y)x = o (انفصال ساده) مجانب قائم‎ у = × مجانب مایل‎ 


>y= i+ >.‏ رت ور 
x x‏ 


D =R- {1} 


مجانب مایل  ( = x - Y‏ (انفصال ساده) مجانب قائم ۱ Y)x=‏ 


۲ — ° 
۳ تک - او‎ L. > 
(х-\) = 


Y)x= о» у= -ү,у= о => (х- Y)'= c >x = ۲ بر محور ها مماس‎ 


б) x + оо 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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معادله هوپیتال تابع عبارتست از ۴ - ас а xT = Yx‏ 
9 
معادله‌ی هوپیتال تابع صدق می‌کنند. در شکل نمودار هوپیتال تابع به صورت نقطه‌چین رسم شده است. سس - ۷ 0 
Yx-‏ + 7۲ 
эр, =R- {\, -ї}‏ 
مجانب افقی ۱ = ۷ , (انفصال ساده) مجانبهای قائم ,x = -Y‏ ۱ = (۲ 


._ _ ری 


تابع مجانب قائم و مایل ندارد. مجانب افقی ۱ = Y)y‏ 


Y 
۳( ار‎ 2х ARa a, 


(مشتق را با استفاده از فرمول دترمینانی حساب کرده‌ایم) ۱ = х‏ - 
(x" - Yx +۳)‏ 


х= о >2y=-Y,y= о »х = ۱ ۳و‎ 


-%0 =| ۱ ۳ + 0 


Yx 
۷ بح‎ ۶۵ 
)у x+, 


۱( ,ظ‎ = R 
DY = ° تابع مجانب قائم و مایل ندارد. مجانب افقی‎ 
۲۳ 


P 
(x'+)) 
Y)x = o ФУу= o 


= XxX =н 


Yy 


Ó) x 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ке 2! . Е . i 4 1 a 
صدق می‌کنند» در شکل» نمودار هوپیتال تابع به صورت نقطه‌چین رسم شده است.‎ 
+ Y 
Ny =® D 
X 
WD, = R- {o} 
۲(× = ° (انفصال مضاعف) مجانب قائم‎ 
“KEKE ا‎ 


=x+ Y+ + رج‎ =× + Y مایا‎ Шм 
y xY x Ps: у جاب يل‎ 


۲ ۲ 
(ربشه‌ی مضاعف مشتق) نا = - - 
ی مضا طول عطف > юу! АХ \/ Ë ах Y.‏ 
х х‏ 


طول اکسترمم نسبی x = Y‏ 


у= о << ۶ = –\ 


б) x 


1 
0 
1 
1 
I 
1 
1 
1 
0 
۲ 


ب ) رسم نمودار توابع اصم (گنگ) 

برای رسم نمودار توابع گنگ مراحل زیر را به ترتیب انجام می‌دهیم. 

0 دامنه‌ی = — تابع را پیدا می‌کنيم. 

(Y‏ مجانبهای تابع را در صورت وجود می‌یابیم. 

۳ از تابع مشتق گرفته: 
الف) نقاطی که مشتق صفر می‌ شود (مماس افقی) ( کسترممهای نسبی یا عطف افقی) را پیدا می‌کنيم. 
ب) نقاطی که مشتق 90 می شود (مماس قائم) ЬШ)‏ بازگشت. عطف قائم و توقف) را می‌ابیم. 

۴_نقاط برخورد تابع را با محورها بدست می‌آوریم (انجام این مرحله الزامی نیست) 

sau pa sua‏ مر وهی 

۶ در دستگاه مختصات. ابتدا مجانبها و سپس نمودار تابع را رسم می‌کنيم. 


مثال: مطلوبست جدول تغییرات و رسم نمودار توابع ام زیر: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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D = [ه,00-)‎ U [Y + co) I ۱ 
مه - جر‎ Фу = \ مجانب افقی‎ 


۲( م + ×= رج هم ارزی‎ - ١| > а 
هم ارز‎ у к-\| маза مجانب مایل‎ С ` 


۲0۰-۱ N ۲ - їх + ۲-۱ | ' ۳ T 
туушу R ۷ ۴ ۱۰۰۱ E узе Мыс, МҮЛ apa pis 
Үү x" - Yx q x" - Yx 


х= ه‎ ФУу= • 


б) x - оо К ۲ 


= э 


М. o 


Y)y= х' 


х'-\ 


UD, = (<®,-\) U +e) 


| 
Эх = £) مجانبهای قائم‎ , а +Í 


X — +00 >y =X 


x> - 0 >y = -X 


кото E о 


(x"- ۱N ۲-۱ 


Y)y= A ۲۳ - Yx 

۱( ۲, = R 

تابع مجانب قائم و افقی озі‏ مجانب مایل Yy = x‏ 

(طول نقاط عطف (G‏ ریشه‌های ساده‌ی زیر رادیکال با فرجه‌ی فرد ۳ Е‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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у= \+хї FN \-х' 
y=\+x لت‎ \-х" 
ур, = [-\,\] 

تابع هیچگونه مجانبی ندارد. Y)‏ 


Y)X= ه‎ Фу= ه‎ 


Yx тх \-х'+х _ 
Yq \-х' q ۱-۲۳ 


y= Yx + 


— 00 = \ о \ + оо 


“2. 
| YN ° ⁄ Y 
\ — \ 


تر ودار نقطه‌چین مربوط به تابع у уя +з!‏ می‌باشد. 
ج) رسم نمودار توابع مثلئاتی 
برای رسم نمودار توابع مثلثاتی» مراحل زیر را به ترتیب انجام می‌دهیم. 
© توابع مثلثاتی را معمولا در یک دوره‌ی تناوب رسم می‌کنيم. اگر دوره‌ی تناوب تابع T‏ باشد. نمودارش را مثلاً در فاصله ی 
Бо]‏ رسم می‌کنيم. 
۲ توابع مثلثاتی فقط ممکن است مجانب قائم داشته باشند (ریشه‌های مخرج) ولی مجانب افقی و مایل ندارند (چرا که وقتی 
бе Л]‏ سس SE‏ بیتهایت میا E‏ 
۳_مشتق تابع را گرفته و نقاطی را که مشتق صفر می شود پیدا می‌کنیم. برای تعیین علامت مشتق در جدول رفتار تابع از روش 
عدد گذاری, علامت مشق را تعیین می‌کنيم (البته از این روش تعبین علامت: می‌توانیم همه جا استفاده کنیم) 
۴-نقاط برخورد تابع با محورها را پیدا می‌کنیم (انجام این مرحله الزامی نیست) 
В‏ جدول رفتار تابم را تشکیل می‌دهیم. 
۶ ابتدا مجانبها و سپس نمودار تابع را رسم می‌کنيم. 
مثال: مطلوبست جدول رفتار و رسم نمودار تابع: 
у = cos% – cosx‏ (۱ 
D = R‏ 
АИГ‏ نداردر (۲ 


Y)y' = —Ysinx cosx + sinx = ° > sinx (-Үсоѕх + ۱( = ° 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


wwwi.riazisara.ir 


| 
= 


۱ + 0 
E ,)۰ <x >7) 


DD, 25 +۲69 ۰] = 


л Ym 
Ох ==, ту مجانبهای قائم‎ 


sinx о 
ابر رس‎ - Sinx(Y + cos x) _, X= от, FT 
COS xX 


Yx =o >y= À جواب ندارد. > ° = رو‎ 


۵( x 


y 


Y)y=sinx +tanx ,(x€[+-,Yz=]) 


VD =R- (ka & , kez} ۱۳۸۲۲۰ 5, = 


ZU 3‏ با 
Е кй CES‏ 


\ _ ۱+ 
۳( у! = cosx + \ + їапїх = cosx + سس‎ = s 


cos x cos x 
ج‎ 005 5<-\ DX =7 (طول عطف افقی) ریشه‌ی مضاعف‎ 
ух = e m y =e gy = s => X = e , TT 


Ó) x л 


Жн! 


Жез 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۷۲ اندیشه برتر 
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_ tanx-y v 


tanx -۱ 
л л лл 
VD =К-{Ккл+,т+т |кЄ2} е ге 


ө 


= Л y `. 


(N ۳-۱()۱ +1ап'х) 1 


J Z Qsoa A ۳ 


— — — — p کک‎ 


۵( y = tan — + cot < Y ,( sx) 
D =R-{fk, fk+ Y|kez} s[-,f]-{, Y, f} 
Y)x = o , = ۲ ,x = Y مجانبهای قائم‎ 


š -7T COS Е | 
у= >у!=-————. tanx + cotx = با رآوری:--‎ 
y sin = Í sin = sinYx 


=> cos TE =. 3چ‎ =кт+” =>x—Yk+) >x=),ř 
у= =» جواب ندارد‎ 


۵( x 


8 


х=* 


نمودار توابع زیر را رسم کنید. 
\)у =sinx -cosx ,[*, їл]‏ 


۱ 


SINX + 2 


, [° ; їл] 
۳(۷ = +tanYx , [°,л] 


Py = Үѕіпїх + “sinx ‚[-л,л] 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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COSX T 
= К [ 


= _ j 
cos Yx Y 


۵( у - ۳-۲۷ < 


5 


С 
( ) G 
#)y= — #)y=sinx-sinx-Y ,[°, r] 
х\+х+\ 
۱ - Yx + Y 


V)y=(Ysinx + ۱) „|, 7] 
х-\ 


A)y=cosx ,[*, Yx] 
1۳ / Үл] 


‚[° / Үл] 


تقارن 
در زیر نکاتی مختصرا راجع به تقارن مرکز تقارن و محور تقارن منحنی‌های مختلف آورده شده است. 


x 


x 
X, 
Уз 
x 
45 عبارتست از‎ ۲ = x نسبت به خط‎ ۸ y. قرينة‎ _Y 
X, 
Y: 


Ya -х. a X 
A! عبارتست از نقطة‎ W نسبت به نقطة‎ ۸ | ° 
6-y. 8 y. 


۳ قرينة A‏ نسبت به مبداً مختصات عبارتست از نقطة 


Al А5 لعبارتست از‎ = -x نسبت به خط‎ A 


ax +by +c . x,- Тад x, ЖЕ 
=—  — در آن‎ S.A! عبارتست از:‎ ax + قرینه | ۸شسبت به خط ۰ = © + را‎ ۷ 
a" +" y, - Yb у. 


À 


ах + by = Yaa + ۲۵۵ + عبارتست ازع‎ (ap) А5 نسبت به‎ 2 + by + c = ° خط‎ 4 š ۸ 


مطالبی راجع به تعیین مرکز تقارن منحنی‌ها 


а 


o(a В) معرفی شده باشد. شرط آنکه نقطة‎ (х,у) = ۰ اگر تابع به صورت ضمنی یعنی به صورت‎ ۲۵- Қ) = Қа х) 


مرکز تقارن تابع باشد این است که داشته باشیم: (۲۸۵-۱,< х,у) = (та‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Түн -b' а ç ; , , , _ ax+b Р 
مرکز تقارن است.‎ О(г) محل برخورد مجانبهه یعنی‎ (ab - ba Zo , ج‎ # °) y a сеа 


۳ در تابع y = ах'+ bx'+ cx + d‏ نقطة عطف که طول آن ZE‏ است» مرکز تقارن منحنی است. 

۴ مرکز تقارن توابع به صورت 6 = - 900 +۳( - Фа В) А a‏ باش 

۵ مرکز تقارن توابع به صورت ° = аря °) ,aX'+ by'+ cx + dy + e‏ نقطة رکچ )م می‌باشد. 
۲ 

۶ مرکز تقارن توابع به صورت 2 0 

عبارتست از Жэ y = mx + поо щ(=”)+п)‏ مجانب مایل آن می‌باشد. ضمناً عرض مرکز تقارن 


I 1 7 b'‏ ابا 
را می‌توان با قرار دادن ج- در هموپیتال ns O з su‏ ۰ 


+ 
iols‏ هوپیتال تابع عبارتست از: Е‏ = 


о а X'+px +q 
45 باشد.‎ 0 (р-р) = Y(q- q) 51у = 
G ЖО, Үп 

| 5 A(x -a) +В(у-В8 


Yk ۱ 


lO F نقطة‎ fx)=a(x-a) на (к-а) — +a ±8 مرکز تقارن توابم به معادلة کلی‎ ٩ 
SB sbs سای‎ ЕЕЕ a 
= “С. Э+В) نقطۂ‎ y = ax -Ê= ах! + bx + C مرکز تقارن توابع به صورت‎ e 


۱-مرکز تقارن تابع сл) ikä n = ҮК+ ۱ y = (ах +b)"‏ در صورت زوج بودن N‏ تابع مرکز تقارن 


۷ در توابع به صورت 
x" +p'x +q! =‏ 


Ym 
( =C مرکز تقارن توابع به صورت کلی‎ ۸ 


)ا است. 


БУРЕ 
برای تعیین مرکز تقارن (در صورت وجود) به صورت زیر عمل‎ axt bxy + + ах+ еу + f =° در توابع‎ ۲ 


۱۳۹ _ e-d می‌کنيم.‎ 
fl, = ° Yax + бу + d= • 5 3 Е 
0 -f y => Yab - Ybc Ү(а-с) 
Ру = • Үсу + bx +e= ۰ _ -Үае+ ۲۵۵ _ сі-ае 
Yba-Ybc ab-bc 


اگر در معادلة مقطع مخروطی فوق. ° = b‏ باشد. هر یک از معادلات دستگاه 1 یک محور تقارن مقطع مخروطی را نشان 

می دهد. 

AY‏ مرکز تقارن У = ax + b+ — Eb‏ محل برخورد مجانبهایش بوده و به مختصات 
a‏ 


ا 


ab! - ba! 
رت‎ 
2 


۴ مرکز تقارن تابع ° = w (-b,-a) 45 Xy + ax + by + c‏ می‌باشد. 


=C 


ارت 
w( b‏ 


5) نقطه‎ + bxy + cy + d =o ۵-مرکز تقارن تابع‎ 


=>) Sas (акауы) = k مرکز تقارن تابع‎ ۶ 


ах + by +с= ° £ | POCORN 
KEDE جواب دستگاه‎ (ах+ byt 02۲ b ytc’) = k مرکز تقارن تابع‎ ۷ 
alx +b'y اهب‎ = • 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۸مرکز تقارن تابع 1 = ط-1 | + (k> ۰( [x-a]‏ که Ш\л»‏ مربعی به مرکز заба)‏ به قطر Yk‏ بوده و قطرهای آن موازی 
4 مرکز تقارن تابع bä (b> a)y = |x - а|-|х- b|‏ 


a+b 
می‌باشد.‎ w | Y ط) نقطة‎ < a)y = |x-b| -| x-a] مرکز تقارن تابع‎ ۰ 


)۲۱ می‌باشد. (شکل‎ (а) ikä (k > °) |x-a| -| y-b| = k ۱-مرکز تقارن تابع‎ 


(ҮҮ می‌باشد. (شکل‎ O(a,b) ikä (k < (| y-b| -|x—a| = k مرکز تقارن تابع‎ ۲ 


۳ در توابع فرد» уа O i‏ 35 تقارن منحنی است. (YAY)‏ 


نکاتی راجع به محور تقارن 
۱ شرط آنکه k=‏ @ = > محور تقارن y = f(x)‏ باشد. آن است که f(x) = f(Ya- x)‏ باشد اگر تابع به صورت ضمنی 
х,у) = °‏ باشد خط G‏ = ×محور تقارن تابع است اگر و فقط اگر که داشته باشیم: (х,у) = 1۲0-۷ , y)‏ 


۲-محور تفارن تابع » + (a = °)у = ах'+ bx‏ خحط = #است. 
a‏ 


руна‏ تقارن منحنی b= (a Z °)х = ау'+ by + c‏ 20 = است. 

a 

Я ЖО او و داد‎ PSS b pu да аре Ња’ = » ل هرگاه‎ - 
Ya a Pass 


فقط دارای یک Max‏ و یک Min‏ است. بنابراین اگ я L‏ سل = باشد. نمودار تابع یک Max‏ و یک Min‏ دارد. 
a С‏ 
I‏ 


ax ۲ + 


۵ شرط اینکه y = 8 k=‏ محور تقارن تابع y = f(x)‏ باشد آن است که YB- у = (х)‏ اگر تابع به صورت ضمنی 
(хуу) = °‏ باشد. شرط آنکه jyy = В k=‏ تقارن تابع باشد آن است که f(y) = f(x , Yf- у)‏ 
۶ شرط آنکه y = x k=‏ محور تقارن تابع ° = А56, y)‏ آنستکه (х,у) = Кух)‏ 


۷ شرط آنکه خط y = -x‏ محور تقارن تابع ° = f(x,y)‏ باشد آنستکه х,у) = f(-y,-x)‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ах + | ахї + bx + C bA‏ = لاگر نمایش یک سهمی باشد معادلة محور تقارن آن که موازی خط y = ох‏ می‌باشد 
عبارتست از -—P—‏ 6 + چ = y‏ 
)1+ ۲/۵۲ 


محور تقارن مایل 
٩-برای‏ تعیین محور تقارن مایل مقاطع مخروطی به معادلة • = bxy + cy+ dx + еу + f‏ +2۳ از رابطة زیر استفاده می‌کنيم. 


۴۵۲ + ۲ 


۴۵۲ +b' 


у=<х+ +b 
عبارتند از:‎ ۷ = atd -معادلات محورهای تقارن تابع‎ о 
Жик АДИ 


“s 5 "s Т , 22 s _ axtb 8 š э 


مرکز تقارن آن هستند. 
تقارن در منحنی‌های مثلثاتی 
۱ تابع y = sinx‏ بی‌نهایت مرکز تقارن دارد که از @(Кл,°)‏ بدست می آیند Май @ (k € z)‏ عطف منحنی نیز می‌باشد 


ҮК+ \‏ > 
خطوط 1۳ ۳ = «محورهای تقارن منحنی هستند z)‏ € ) 


آن از ох = Кт‏ دست می‌آیند. (k € z)‏ 
551,1 تقارن تابع tanx‏ = راز 0(Кт,°)‏ بدست می‌آیند. )2 € (k‏ 


Yk+ 7۲ = КЕ 
(КЄ 2( راز(ه ,)م بدست می‌ایند.‎ = сох ۴-مراکز تقارن تابع‎ 


تابع مشتق و رسم نمودار آن: 
بارآوری: 
تعریف: هرگاه تابع y 5 fx)‏ در تمام تقاط 19 باز J‏ مشتق‌پذیر باشد» آنگاه می‌گویند. I Sasy f‏ مشتق‌پذیر ЕЕ ае‏ 


حالت. تابع جدیدی به نام تابع مشتق. به صورت R‏ > 1 وجود دارد که برای هر I‏ € داریم: 


این تابع را با ۴یا 7 نمایش می‌دهند. 
Ë‏ توجه داشته باشید که حتی اگر ٤‏ در برخی از نقاط مشتق‌پذیر نباشد. می‌توان تابع 


مشتق یعنی 8 را روی نقاطی که مشتق f‏ در آن نقاط موجود است. تعریف کرد یعنی 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Dy = {x € 1 : موجود است‎ Ї'(х)} 


در حالت کلی دامنۀ تابع Ї'‏ عبارتست از مجموعه نقاطی متعلق به uf iala‏ طوری که در ОЇ‏ نقاط مشتق‌پذیر باشد بنابراین 


به مثالهای زیر توجه کنید: 


مثال: در توابع زیر تابع مشتق تابع داده شده را نوشته و دامن آن را تعیین کنید؟ 


х) = x ۳۶۲+ ۲‏ (الف 
حل: واضح است که: (х) = Yx" ۶۶ , De = R D, = R‏ 
f(x) = |x|‏ )> 


توجه داشته باشید که تابع |x]‏ = (1 در نقطه o‏ مشتق‌پذير نيست. 


D = R و اضح است که‎ : 
-Y „(х > ۱( f Е 


„(х =з \) 


(\<х<\ї) >D =К-{\,} 


توجه داشته باشید که نمودار تابع مزبون به صورت یک گلدان خواهد 


>) х) = Lnx 
مد(‎ 
> D.,=(* , +e) D,= )۰,+ оо) حل: واضح است که‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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رسم نمودار تابع از روی نمودار تابع f‏ 

برای سم نمودار تان E‏ نمودار ab‏ ترجه به تکاتی ند که ور زیر می آیه الزامی است اما sas ы ШАГ‏ 
А,‏ بین منحنی تابع و منحنی تابع را در توابع چند جمله‌ای. به صورت شهودی بررسی کنیم. سپس به بیان نتایج 
می‌پردازيم. 

مثال: نمودار تابع f‏ به معادلة ۱+ ۳ - =x"‏ را رسم می‌کنيم . 

طولهای نقاط Max‏ و Min‏ تابع 

طول نقطة عطف تابع 


+ о 


ек) = gl (x) = x - 9= > 

е (к) = віх) = x" - x = >f = 
х= Ү 

همانطوریکه دیده می شود ريشه ° = р(х)‏ همان ریشۀ » = (است بنابراین طول 45 عطف а‏ برابر است با طول 

نقطهٌ اکسترمم تابع g‏ همچنین ملاحظه می‌شود که ریشه‌های ۰ = gE)‏ همان ریشه‌های ° = (٭) ۴ است بنابراین طولهای 


f «طولهای نقاط اکسترمم تابع‎ = ۲ эх = ° طوریکه در مثال فوق دیدیم‎ a) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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نتیجة اول: طولهای نقاط اکسترمم منحنی تابع #برابر است با طولهای نقاط برخورد منحنی تابع با محور Lax‏ البته به 
شرطی که در نقاط اکسترمم منحنی تابع E) f‏ 8 برابر صفر باشد. 
۲با کمی دقت متوجه می‌شویم که طول Шай‏ عطف تابع ؟برابر ۱ است. از طرفی طول Шай‏ اکسترمم منحنی تابع "نیز برابر 
۱ است پس می‌توان گفت: 
نتیجۀ دوم: طولهای نقاط عطف منحنی تابع برابراند با طولهای نقاط اكسترمم منحنی تابع Р‏ 
۳ به طوریکه در شکل تابع ٤دیده‏ می شود تقعر (گودی) تابع در فاصلۂ نقاط А‏ تا C‏ یعنی قطعه منحنی ABC‏ به طرف پایین 
بوده لذا ۳ در این فاصله یعنی در Мов‏ [ ۱, ۱-] منفی است. اما چون (х)‏ همان () ع است پس E)‏ 2 در این فاصله منفی 
است. بنابراین تابع چ در این فاصله اکیداً نزولی است. 
نتيجة سوم: اگر تقعر منحنی تابع ٤‏ در فاصل [a,b]‏ به سمت پائین (به سمت glay‏ منفی) باشد. منحنی "در این فاصله اکیداً 
نزولی است. 
۴.هم چنین از روی نمودار تابع ‏ دیده می شود که تقعر تابع ]در فاصلۂ نقاط ٥‏ تا E‏ یعنی قطعه منحنی „СЕ‏ طرف بالا 
بوده لذا y”‏ در این فاصلة یعنی [۱,۳] مثبت است بنابراین () 8 در این فاصله مثبت است و لذا تابع g‏ در این فاصله اکیداً 
صعودی است. 
نتیجة چهارم: اگر تقعر منحنی تابع در فاصلة [оа]‏ سمت بالا (به سمت لاهای مثبت) باشد. منحنی در این فاصله اکیداً 
صعودی است. 
۵ مجدداً به منحنی تابع ] توجه کنید. منحنی این تابع روی قطعه منحنی AB‏ اکیداً صعودی است یعنی تابع f‏ در فاصلة 
[۱,۰-] اکیداً صعودی است پس تابع f'E)‏ در این فاصله مثبت یا صفر است اما چون (к)‏ همان (×)8 است پس ()8 در این 
فاصله مثبت يا صفر است لذا نمودار تابع g‏ در این فاصله بالای محور »ها L‏ روی محور ×هاست. 
نتیجۀ پنجم: اگر منحنی تابع 1در فاصلة [a,b]‏ اکیداً صعودی باشد. آنگاه تابع (к)‏ در این فاصله مثبت یا صفر است بنابراین 
نمودار f'‏ که همان نمودار تابع g)‏ است در این فاصله بالای محور ها یا روی محور هاست. 
عتابع روی منحنی BCD‏ اکیدا نزولی است یعنی تابع در فاصله‌ی [۰,۲] اکیداً نزولی است پس تابع () در این فاصله 
منفی یا صفر است بنابراین نمودار "که همان نمودار تابع g(X)‏ است در این فاصله زير محور ها یا روی محور هاست. 
D f(x) = 6- ۲(+ ۱ а-у‏ در نظر می‌گيريم. 
تابع اکسترمم ندارد. > > (۲ ۲6 = (х)‏ 
طول ikä‏ عطف (х) = #(х- Y) = ° > x = Y‏ 


< = 0) زا‎ ۳ + оо 


10 КИ 2 


\ 
f) -oZ oe Z /Ү/ +% 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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حال شیب خط مماس در Май)‏ عطف را بدست می‌آوريم. ۰ = m = f'(Y)‏ 
بنابراین خط مماس در Аай‏ عطف موازی محور طولهاست. 
کون в) = Р(х) = ۳-۲ a G ы‏ 

طول اکسترمم ۲ = ×+ ۰ -(۲ - »)۶ = () 2 = (х)‏ 


۹ 
g (Х)‏ 
E)‏ 
Min‏ نسبی 
چون Y‏ = × طول ikä‏ عطف تابع ٤است.‏ 
1 پس بنا به Y »)۲( Ат‏ = × طول اکسترمم تابع است. 


نتیجۀ هفتم: اگر ikä Јурх = а‏ عطفی ازأتابع f‏ باشد که خط مماس در این نقطه موازی محور ها باشد. آنگاه ах‏ 


۸ تابع به bf) = |x- ۲۶| Jsl‏ در نظر می‌گيريم. نمودار این تابع چنین است. 


چون در 45 A‏ = برابر صفر است لذا این نقطه طول نقطة برخورد تابع با محور «هاست. ضمناً چون در نقاط °= × 


و Y‏ = *مشتق‌پذیر نیست. لذا تابع ۳ در این نقاط ناپیوسته است و در نتیجه نمودار АЁ‏ صورت زیر است. 


۱ ۲-۲ ,)x>ا‎ хь>ї) 
اج‎ )( = р сз», (x=. Y) 


-۲۲ +۲ ,)۰ <x<Y) 


نتیجۀ هشتم: اگر تابع ٤‏ در نقطه a‏ = ×متعلق به دامنۀ تابع» مشتق‌پذیر نباشد آنگاه نمودار تابع alf‏ نقطه ناپیوسته است 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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٩-تابع‏ کسری (n € N) yy =) 2006 i‏ را در نظر می‌گيريم. 


alx + b' 


۲ +bx + +b |... 
ax +bx Е 


y =‏ حالتهای خاصی از تابع فوق هستند. 


alx’ +blx + 


n 
y' سم = لاو یا به طور خلاصه = است. حال ثابت می‌کنيم تابع‎ Dla تابع به صورت فوق دارای یک مجانب افقی به‎ 
a 


یک مجانب افقی به 40 y = о‏ دارد زیرا: 


г ab' هه‎ ү, ax+b ۱ _ n(ab'- Ба! ах +b)" ` 
ی‎ ра усаа و‎ н» 


(ax +b) ۳ (ax +)". 


همانطور که دیده می شود در تابع y‏ درجۀ مخرج. بیشتر از درج صورت است پس هنگامیکه ۵ < × آنگاه ° > очу‏ 
خط ° = y‏ مجانب افقی منحنی تابع لا است. 

نتیجه نهم: اگر تابع ‏ دارای مجانب افقی باشد. آنگاه خط ° = y‏ مجانب افقی منحنی تابع اش 

بارآوری: اگر معادلة تابم ЛА. š f‏ 
یارآوری: اگر معادلة تابع ٤‏ به صورت مس 


(x-a) 


معادلۂ مجانت قائم <Ú Q>‏ 1است ۵ о‏ — با == li‏ لذا نو з ole‏ شده در аар‏ = را انفصال ساده 
Š‏ > - نم منحنی ë‏ ست چول 1 00 + lim f(x)‏ س نفصال ای د سد در a‏ × را نفصال Š‏ 


х = а آنگاه خط‎ «р (а) # ° sg(a) 5° ه) باشد و‎ € № 4( )= 


می‌گونيم. 

اگر iale‏ تابع af‏ صورت g (а) ۶۰ g(a) # ° ‚(п € №) [(х)= T‏ آنگاه Jole X = a k=‏ مجانب قائم 
منخنی تابع ۶ است چون: dim f(x) =-% ышы у е‏ لذا نوع انفصال ایجاد شده در bx = a ikë‏ در این 
حالت. انفصال مضاعف می‌گوييم. 


به شکلهای زیر توجه کنید. 


lim f(x)= + 


х —a` 


lim f(x)=-% 


х وب‎ * 


< іт f(x) = -% 


х ма 


در هر دو شکل» خط x = a‏ انفصال مضاعف نمودار f‏ است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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5% دهم: ۳ منحنی تابع f‏ مجانب قائمی به 450  < a‏ داشته باشد (انفصال ساده) آنگاه منحنی تابع ]دارای مجانب 
قائمی به معادلة  < a‏ خواهد بود که ۾  <‏ انفصال مضاعف تابع اس 
اشات: فر > نیم معادله تابم ы. Š ¿f‏ 
بالت: فرض = S‏ بع به صورت سس 
(x-a)‏ 
در این حالت а‏ = انفصال ساده تابع ٤‏ است» پس КОЗДУУ.‏ ساده کردن داریم: 
(х -a)g'(x) -(Yn- \)а(х)‏ 


Yn 


(x-a) 


همانطو ریکه دیده می شود. منحنی تابع ]دارای مجانب قائمی به معادله a‏ = ×است» ضمناً جون توان (x - a)‏ در مخرج f‏ 


n € N) ›{х) =‏ باشد و ° ۶ g (a) # ° sg(a)‏ می‌دانيم که 


مثال: اگر منحنی تابع ٤‏ به صورت زیر باشد. — b f'‏ رسم کنید؟ 


با کمی دقت. دیده می شود که مجانبهای قائم به انفصالهای مضاعف تبدیل شده است و مجانب افقی تابع که به صورت 
К> °‏ = لاست به ۰ < تبدیل شده است. 

نکتۀ یازدهم: اگر منحنی تابع 1 دارای مجانب قائمی به صورت a‏ = ×باشد و a‏ = *انفصال مضاعف تابع f‏ باشد. آنگاه 
منحنی تابع 8 دارای مجانب قائمی به معادلۀ a‏ = «است ولی انفصال حاصل در منحنی Ф‏ انفصال oslu‏ خواهد بود. 
اثمات: مشابه اثبات А50‏ دهم است. 


مثال: اگر منحنی تابع ٤‏ به صورت زیر باشد. منحنی را رسم کنید؟ 


نکتۀ دوازدهم: اگر در توابع کسری» خط у = ax + b‏ مجانب مایل تابع f(x)‏ = ۷ باشد. آنگاه خط a‏ = ل مجانب 
اثبات: فرض می‌کنيم y = ax + b‏ معادلهٌ مجانب مایل تابع y = f(x)‏ باشد. لذا می‌توان فرض کرد معادله Í‏ به صورت 


ax + b + 5‏ = 100 باشد که در آن درج 1)0 از درجۀ 8000 حداقل یک واحد بیشتر است. با مشتقگیری داریم: 
x‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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اگر درجۀ g(x)‏ برابر 1و درجة h(x)‏ برابر ۱ باشد aJl) (п e N)‏ در حالت AS‏ درجۀ h(x)‏ تور Аа‏ مساوی ۱ + 1 


است) در این صورت درجۀ صورت کسر Р(Х)‏ مساوی ۲8 و درجۀ مخرج —(Yn+t Y) ol‏ پس lim (х) =a‏ لذا خط 
X >T%‏ 


مثال: اگر منحنی تابع به صورت زیر باشد. منحنی را رسم کنید. 


I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
K 
I 
I 
I 
I 
I 
I 


4155 سیزدهم: در توابع رادیکالی» اگر D;‏ 420 بستة [a,b]‏ نباشد» (а > b, ab € R)‏ آنگاه منحنی Ё‏ مجانب افقی 
خواهد داشت. همچنین اگر а‏ = ×ریشۀ زیر رایکال باشد. آنگاه a‏ = » مجانب قائم منحنی تابع "خواهد . 
مثال: تابع به معادلة f(x) = ۷ x -a‏ در نظر می‌گیریم داریم: 


Yyx-a 7‏ 
چون ۰ = lim (х)‏ لذا خط ° = лу‏ افقی تابع #است ضمنا چون %+ = (х)‏ 110 لذا خط a‏ = ×مجانب قائم 


х а? × ++‏ 
تابع Saaf‏ 
مثال: نمو دار تابع f‏ به صورت زیر است. نمودار "را رسم کنید؟ 


۱ 
fO VY 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


= 
= 
с 
Ë 
S 
ام‎ 
m 
N 
g 
тщ 
Ы 
z 
z 
z 


انديشه برتر ۶۲۵ 


به مثالهای زیر توجه ZS‏ در این منالها نمودار ٤و‏ نمودار ]در یک دستگاه مختصات رسم شده‌اند. 


دانلود از 


суб» 


ریاضی سرا 
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می‌دانیم که ما قادر به حل هر معادله‌ای نیستیم. بسیاری از معادلات هستند که تعیین دقیق ریشه‌های آنها مشکل و یا حتی 
غیرممکن است. امروزه حل بسیاری از مسائل علوم مختلف از جمله مهند c‏ فیزیک. اقتصاد. مهندسی پزشکی و ... منجر 
به حل یک معادله مانند ° = ҚК)‏ می‌شود. بنابراین تعیین ریشه‌های تقریبی یک معادله مورد توجه فراوان قرار گرفته و 


روشهای مختلفی برای آن به دست آمده است که نتیجه‌ی آن بحث آنالیز عددی و محاسبات عددی می‌باشد به طور طبیعی 


برای تعیین ریشه‌های تقریبی معادله‌ی ° = EE)‏ ابتدا نمودار f(x)‏ = لرا رسم نموده و نقاط برخوردش را با محور »ها پیدا 
می‌کنيم. طولهای نقاط برخورد منحنی با محور »ها ریشه‌های معادله‌ی ° = ҚК)‏ می‌باشند. چنانچه رسم نمودار مشکل 
باشد. می‌توان معادله‌ی ° = D f(x)‏ به صورت g) = hE)‏ در آورده وپس از رسم نمودار توابع y = h&) зу = р(х)‏ 
طولهای نقاط برخوردشان را پیدا کنیم. این روش را روش ترسیم می‌گویند. (قبلاً مثالهائی از حل معادلات به روش ترسیم در 


=a‏ معادلات آورده شده است) روشهای دیگری از جمله روش نصف کردن» روش نیوتن» روش وترها نیز برای بافتن 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ریشه‌های یک معادله با دقت‌های کافی وجود دارد که ما در اینجا به بیان دو روش اکتفا می‌کنيم. 

۱د روش نصف کردن: اساس این روش قضیه‌ی بولترانو (نتیجه‌ی قضیه‌ی مقدار میانی) می‌باشد می‌دانیم که هر گاه ۶ در [a,b]‏ 
پیوسته و f(b) а)‏ مختلف العلامه باشند (f(a)xf(b) < о)‏ آنگاه f‏ در بازه‌ی بسته‌ی [a,b]‏ حداقل یک ريشه دارد. فرض 
مىئ 2ھ = c‏ چنانچه ۰ = (1)0باشد آنگاه c‏ خود ريش معادله است در غیر این صورت s РМ.‏ 


بازه‌ی [asc]‏ و [eb]‏ قرار دارد» واضح است که طول هر کدام از زاین دو بازه» نصف طول بازه‌ی قبلی بو ده و برابر A‏ 


b-a b-a 
بو ند‎ Резе در مرحله‌ی دوم طول بازه برابر‎ ao این عمل را به همین ترتیب ادامه‎ 


ліне‏ سب خواهد بود پس از n‏ مرحله بازه‌ای مانند ] [a b‏ به دست می‌آوریم که طولش برابر а‏ است. در اين : حالت 
هر عددی واقع ری تاه „мй‏ اه رسای همان له ات که تفا ریش وله خیش او ۳ سس فاصله دارد. به عنوان 
مثال اگر ریشه‌ی معادله بین [ ۰/۰۱ [kk‏ باشد» گوئیم ریشه‌ی تقریبی معادله با خطای کمتر از АКК ats‏ 
را تقریب نقصانی و ۰/۰۱ + K‏ را تقریب اضافی می‌گوئيم. 
چنانچه مقدار تقریبی ريشه تا k‏ رقم اعشار مورد نظر باشد. دوسر بازه‌های به دست آمده را در هر مرحله تا k‏ رقم اعشار گرد 
نموده, چنانچه برابر شوند. محاسبات را متوقف نموده و ریشه‌ی تقریبی معادله را برابر مقدار مشترک گرد شده‌ی دو سر بازه 
در نظر می‌گيريم. به عنوان مثال» اگر ریشه‌ی معادله‌ای را تا دو رقم اعشار بخواهیم و در یکی از مراحل به بازه‌ی 
[ ۰/۳۷۵,۰/۳۸۱] رسیده باشیم. چون گرد شده‌ی دو سربازه تا دو رقم اعشار برابر ۰/۳۸ است می‌توان эде‏ ۰/۳۸ را ریشه‌ی 
تقریبی معادله تا دو رقم اعشار تلقی کرد. 
یارآوری: برای گرد کردن هر эде‏ اعشاری تا k‏ رقم اگر رقم (۱ (KH‏ ام » تا ۴ باشد آنرا حذف می‌کنيم و چنانچه ۵تا ٩‏ باشد 
آنرا حذف نموده و به رقم ام» ۱ واحد اضافه می‌کنيم. 
مثال: ریشه‌ی معادله‌ی ° = ۷ - ×۴ + "درا با روش نصف کردن با تقریب ۰/۱ پیدا کنید. 
حل: تابع ۷ =х' + Yx-‏ را در نظر می‌گيريم. چون ° < (1)۱(1)۲است و در بازه‌ی [۱,۲] پیوسته است پس ]در بازه‌ی 
[۱,۲] حداقل یک ريشه دارد از طرفی چون ° < ۴ +۳۳ = (٭) ۴٣‏ است پس ؟اکیداً صعودی بود لذا تنها یکبار محور ها 
را قطع می‌کند و بنابراین فقط یک ریشه دارد نام این ريشه را ,× می‌ناميم. حال روش نصف کردن را به کار می‌بريم. 
x € ]۱,۱/۵[‏ = > > ۲/۳۷۵ = )1(\/0 
о = x Є ]۱/۲۵,۱/۵[‏ > 0:/۰۴۶- = (0۱/۲۵] 
x, € ]۱/۲۵,۱/۳۷۵[‏ = ۰ > 2۱/۵ (1)۱/۳۷۵ 
x, € ]۱/۲۵,۱/۳۱۲۵[‏ = ۰ > ۰/۵۱ = (۶)۱/۳۱۲۵ 


چون گرد شده‌ی اعداد ۱/۲۵ و ۱/۳۱۲۵ تا یک رقم اعشار برابر ۱/۳ می‌باشد, لذا می‌توان ریشه‌ی معادله را با ۰/۱ تقریب» 


۳ فرض کرد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تست: با اجرای حداقل جند بار روش نصف کردن. می توان ریشه‌ی معادله‌ی x" + Yx-—V= o‏ | در بازه‌ی °/о\ Еру]‏ 


تفریب پیدا کرد؟ 
А (Т ۷(۱‏ ۶۳ 


بنابراین گزینه‌ی б)‏ درست است. ۷ ۱۰۰< "5 

۳ روش نیوتن: در این روش» فرض می‌کنیم مطابق شکل» نمودار х)‏ = ل محور DX‏ را در نقطه‌ای به طول × قطع کرده 
باشد و ,×عددی نزدیک به ریشه (X)‏ باشد. مطابق شکل در نقطه‌ی ((,,,» خطی بر نمودار Í‏ مماس می‌کنيم (البته به 
شرطی که ؟ در ,× مشتق‌پذیر باشد) و معادله‌ی این خط مماس را می‌نویسیم: y - f(x.) = #(х,)(х - x)‏ 


سپس طول نقطه‌ی برخورد این خط با محور »ها را به دست آورده. آنرا Xy‏ می‌ناميم. 


حال همین عمل را در نقطه‌ی REK)‏ تکرار نموده و طول نقطه‌ی 


برخورد خط مماس با محور »ها را Xy‏ می‌نامیم» داریم: 
Еу , (f(x,)=°)‏ 


با تکرار این عمل دنباله‌ای بازگ À‏ = مانند )09 به صورت Xiti = Xn- (xn)‏ .2102 ی 
e f(xn) ۲ I‏ 


سر اج * EE EE‏ ی š | 2 1 Ж.‏ 2 * 2 
26 اگر در بازه‌ی ( × (X X.) G,‏ تحدب (برآمدگی) منحنی به طرف محور »ها باشد. روش نیوتن به ‏ همگراست. 


X = mx-‏ حدید) به دست 


KE AE E EE E EA‏ ی E‏ و باس E E‏ قاط ی E‏ وی 
کارآیی ندارد البته اگر 5 ° = P'E)‏ باشد» ممکن است ) f(x‏ نیز صفر باشد که در این صورت × ریشه‌ی مشترک 
° = 100و ۰ = (х)‏ خواهد بود. یعنی نمودار ]در ,بر محور»ها مماس است بنابراین هرگاه ° = Р(Х)‏ شود بهتر است 

f(x)‏ را نیز حساب کنیم. 
am EIT ECT E EE‏ ویک ЫЙА‏ سکن است O E айы БИЙ‏ 


نتیجه‌ای دور از انتظار به دست آید» به شکلهای زیر توجه کنید. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: ریشه‌ی مثبت معادله‌ی Ysinx - x = o‏ را تا دو رقم اعشار بیابید؟ 

X : К 1‏ { 
حل: با استفاده از رسم توابع y тү = Sinx‏ در می‌يابیم که ریشه‌ی 
مثبت معادله بین 37 قرار دارد. 


f(x) = Ysinx -x >f! (x) = Үсоѕх - \ 


۲۹1۲ = Xn 
۲۵۵۹۲۵ = \ 


از X = Yrad‏ شروع می‌کنيم. داریم: 


Xn + = Ха - 


مثال: مقدار ۲ هرا با روش نیوتن با ۰/۰۱ تقریب حساب کنید؟ 


f = x- Y = f) = ۶ لذا:‎ e Ix'- Y= o می‌دانيم ۲ له ریشه‌ی مثبت معادله‌ی‎ 
хї-Ү XI+Y N 

= Хр — TR = = 

Yx. Yx. Y 


(ка +5) 


با \ = × شروع می‌کنیم. داریم: 


بنابراین مقدار ۲ با روش نیوتن با ۰/۰۱ تقریب برابر ۱/۴۱ است. 
aff‏ در حالت کلی برای محاسبه‌ی V a‏ از معادله‌ی ° = a‏ -۲استفاده کرده و داریم: 


Gf‏ برای محاسبه‌ی ۾ ]° از معادله‌ی ° = ۵ - ۳ استفاده می‌کنيم. 
مثال: با روش نیوتن. دنباله‌ای дра акыйа‏ یگ باشد. 
حل: فرض nx -yọ ۲ = ۰ ае аар =s Bosa‏ است. 


f(x) = ه- سا‎ ۲ 80-1 
Lnxn-y Y 


۱ 


(Y+ ۲ - оха)‏ ما رب دج 


Xn+ = Xn > 


Xn 
و‎ lim „Xn =1 همگرا به 1باشد لذا‎ Ix همگراست. فرض می‌کنيم‎ БОЕ برای اینکه بدانیم دنباله‌ی به دست‎ 


1=1(\ + Y- Ln) و 113 و بنابراین با حدگیری از رابطه‌ی بازگشتی فوق داریم:‎ =l 
n—> + 0 


15° 
ОЕТ Ышы" 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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f(& + oh) - 107 - 
“h 
۲ YC 0 ig 


d(x) = к‏ حاصل п" (۱ +) ңа)‏ imاكدام‏ است؟ 


١‏ هرگاه (х) = cox‏ حاصل lim‏ = [کدام است؟ 


51177 - À 
х л (Y 
کدام است؟‎ x) ‚ Ки+у)-Ї(и)= ^и'у-Үу'+ uv هرگاه به ازاء هر دو عدد حقیقی او ۷ داشته باشیم:‎ ۳ 
(+ x (f ۸-۳ مزا‎ A (Y 
ر‎ 
نت‎ h ۸-۳ „(х > ۲( 


AYY -A @‏ ۴ موجود نیست 


A= lim ПА) ГЫ) ра бх) = Vx‏ کدام است؟ 


Ах هب‎ 


xt Y (Y 
۱۷۰/۲۵ + h) - ۲۵ 


(x) = Vx‏ حاصل 


A= lim f‏ کدام است؟ 


TE -۱۲ (Y 
y y 
я onn (K+ +h) -(х'+\) 
كام است؟‎ c= lim h حاصل‎ ۷ 
۴۳6+ ۱( ۴ (+1) ۳ ۶)+۱( 6۲ Ax (x+) 0 


r. | 
حاصل‎ х) = xtanx هرگاه‎ ۸ 


D= lim‏ کدام است؟ 
х —(-Z) YX + 7۲‏ 
۴ 


л - ۲-7۲ 
-\-— (f 
т“ ۸ т 


=) حاصل (2- hf(\‏ 7 کدام است؟ 


h— +o 


(x -۱( (<) 
E و۳‎ O 


۰-کدام گزینه‌ی زین برابر مشتق تابع ۳-۱ = در نقطه‌ی ۲ = × می‌باشد؟ 


ш Nh ++ ۰۸ та . N Y. 
. Ча + they 2 ۲ ae a ЕЕ — N Yx 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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h نسبت به‎ HOP (© + òh) + f'(Z -h) 


> [| راه اول: = — حون‎ (۰۱ 
۳ P Y е 


راه دوم: 


ау) 
lim іт — А! - 0, )( >х>\ (х) = -msinmx = fl, (1) =+ @)-Y 
п 7ج‎ 0 ЖЫ "وب ط‎ 


Ў 


sis —=Au'- Yv+u >lim 107 ۰ ۷( С = шп (Au" - Yv + u) (Р) 
=> (и) ۸۵۲ +۱ >f (x)= Ax" +X 
A=-fl. (Y) 25 < ۲ (х) =! >A=-\W ۳ 


۵ )0( راه حل اول: 
راه حل دوم: 
Ы‏ 
B=f(-/Y0) = х) = х) = × =— (1).7‏ 
= (۰/۲۵) وچ Č‏ 


n xŠ 


Y ° 
YxY(x + ۱+ Yh) - = #(х? + \) 


4 )1( روش اول: 


روش دوم: 


TOR lim UM N ° له‎ (Y+h) -A-N Y iim ^ h + ۴+۳۰ © 
h 


h موب‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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\- هرگاه تابع ٤)( = | (х-Үт-\)(х-ї“)|‏ در R‏ مشتق‌پذیر باشد. т‏ کدام است؟ 

۱ ۳ G 0 
کدام است؟‎ т 3 д> مشتق پذير باشد.‎ R > (х) = | х'+ Yx+ m| ۲-هرگاه تابع‎ 

m < ۳ m> А т т 2 
I ۴ 

۳-هرگاه تابع f) = (ах'+ bx + \) |х|‏ در ۱ = × مشتق پذیر باشد. 0 +2 کدام است؟ 

Y (Ӯ -\ (ў ۱ (Y Y ا(‎ 
مفروض است. ,12 کدام است؟‎ f(x) = |x- х!| تابع‎ ۴ 

R- {1,1} R- {o} 0 RG 
و ۲-)در جند نقطه مشتق ندارد؟‎ +Y) در بازه‌ی‎ ۲ = Р تابع‎ ۵ 

۷ (f Ӯ (۳ Y (۳ Y O 


۶ هرگاه مشتق m| cosx-sinx| еб те‏ = (10در نقطه‌ی Т‏ = ×برابر ۲ باشد. 7 کدام است ؟ 


¢ TC ۳ (70 


y‏ هرگاه До) = K- Px + А)Агссоз--—‏ )۴ کدام است؟ 


е 


T Үл 
== ALA 
ç. ۳ т ۴ 


л 
کت‎ 
۳ ( 
مبداً مختصات مشتق پذیر باشد. مقدار ۵ کدام است؟‎ зэх) = |х| + ах |х| هرگاه تابع‎ ۸ 
Y (f \ т o (Y -Y ا(‎ 
]کدام است؟‎ Со) حاصل‎ f(x) =N "ہی‎ × -sinx ھرگاہ‎ ۹ 
-4 (t o (ў ۳۹ - 0 


8-۰ تابعی فرد و مشتق‌پذیر است و 2-۱ )6( "3 مقدار (۰), 1 +(۰) #کدام است؟ 


-y (۴ ۲(۳ -\ (Y o (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱( باید عبارت داخل قدر مطلق» ریشه‌ی مکرر داشته باشد پس باید: x- ۲1۵ - ۱ =x-Y=>m=,‏ 
\-)\( باید عبارت داخل قدر مطلق» ریشه‌ی مکرّر داشته باشد. — > Ym S ° > m‏ وج > A‏ 


۲ = 
ax" + bx + \= (х - \) =x- үх + \ >f | -< + و‎ = -۱ 


ریشه‌های ساده ۱+ = ×ج وج у = [х'(х'-\)|‏ 


>D = К- 1۱ 


-۲ >> ۲ 2۰ >> ۴ >х'=\ ,Y ,Y >х=+\ در ۲ مد‎ 


x>(Z) =>x <“ sinx < cosx = f(x)= m(cosx - sinx) 
Y ۴ 


=> (х) = m(-sinx - cosx) эг-(©) =-m Y =Y>m=-N Y 


f" (¥) = (¥ x Y- £) Arecos = - 3Z () 


مشتق عامل صفر شونده را گرفته‌ایم و مقدارش را در ازاء ү‏ = × حساب کرده‌ايم و ضربدر بقیه کرده‌ايم به جای Y X‏ قرار 


داده‌ایم. 
x>.: >[(х)=-х-ах >f'(x)=-\-a >f'-(-)=-\-a JA‏ 


+ 


x" Фк) хк (к) = + (5) = 


از تعریف مشتق چپ و راست نیز به همین نتیجه می‌رسیم. ۳- -\-а= \ > а=‏ 


f(x) =N sin (1 - sinx) = 4 sin” со$'х = |inxcosx | = 610۲۶ | (1) -4 


X>. =—x<° эх) = - sinYx >f'(x)= -соѕїх >f'-(:-)=-)\ 


>f (0) =f (0) =- > ۲ (0) + (о) 2-۳۲‏ ۲ زوج < f‏ فرد 


از همۀ بندگان خدا آنکس پیش خدا محبوبتر است که برای بندگان خدا سودمندتر است. 


«پیامبر اسلام» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-هرگاه f(x) = | - ٩۱‏ حاصل F(Y)‏ +(۳)کدام است؟ 

۳۹ (т -۵ (Y 

f(x) =‏ در نقطه‌ی ۴ = x‏ کدام است؟ 
۱ 

P + Y 

ў‏ هرگاه f(x) = cosx(cosx- \)(соѕх- Y)(cosx—Y')‏ حاصل D‏ "]کدام است؟ 
Y ۴ ۲ (۳ -$ (Y ۶0‏ _ 

۴هرگاه " (۲-۱ + ۲ ۲ (х) = (4 x+ Y+ ( sf) = (Ñ‏ حاصل عبار и) А‏ =۸ کدام است 


f(x) р(х) 


\ о \ о Yo 
-—( ۳ тай! 
x x 


x 
است؟‎ рл (ОР) حاصل‎ gx) = ۴ -۰[ ۵-۰] ۲- әх) = [аср усу Абд 
00۱۳ ке) 200 6 200-۱ 0 
'رکدام است؟‎ x = Arcsin(x - y) هرگاه‎ ۶ 
y' = à — cox (ї y'= \ - sinx (Y y = sinx (\ 
است؟‎ elas (Ух) مشتق تابع‎ Р (sin'x) = cosYx هرگاه‎ ۷ 
Y(AY- Yx) ۳ Y(A- Y) ۲ ۲۱+ ۴×) 0 
است؟‎ рыбу) مشتق تابع‎ Р) = هرگاه سل‎ A 


— (Үү ——(\ 
2 =“ 


v 
حا )کد است ؟‎ {х _ «۲+ ۷× g -4 
е هر صل‎ 
1(۱) X+ Y 


۱ 
۲(۳ © ۱0 


۰-هرگاه f'E) = tanx‏ آنگاه مشتق تابع ‹у = = f(Arctanx)‏ کدام است؟ 


x (т Sa 


۱+ ۱+ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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x—Y وج‎ -۹>۰ >f(x)=-x"+4 (х) = -ўх" 
xa >х'-4А>° >f(x)=x"-4 (х) = ۳ 
1(۳) + f(۲) = \о 


x V X(Vx+ Y) _ x (х) = (е) = 1 
0) ут =) = 300-4 


совт. = o > Р(х) = بقیه × مشتق عامل صفر شونده‎ = – 5іпх(соѕх - \)(соѕх - Ү)(соѕх – Y) 


> ۴) = -ACACYCY) = ۶ 


д 00۵۰ вк) к) _ FOOD) ток. 


Қх)о(х) Қх)в(х) х^ 


пх) = ۲۰ (0х) >g(x) = тх) (х) >t) = - ‚5 @®) 


х = Arcsinx (x — у) > sinx =х- y > y = x - sinx > y'= ۱ – COK 
f'(sinx) = ۱ - Ysinx > Р(х) = ۱ - Yx 
EOD = Yf'(Yx) = Ү(\ - Y(Yx)) = Ү(\ - Yx) 


p 2 = з ы 
te М) = хс 


tan(Arctanx ( = Ê 


y +X" 


اگر اشخاص تنبل وقت را می‌کشند مردان ساعی آنرا احیا می‌کنند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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хі ۲+۵۸ 


a Vx 61+: )( = g! (x) مفروضند. هرگاه داشته باشیم:‎ р(х) ЭГЕ" 


۳ هرگاہ × = у‏ + 7 باشد. حاصل y"‏ - زکدام است؟ 
x+ ۳ ۶ - ۱۳ ۱0‏ 
۴_هرگاه ۲ + y = | Yx‏ حاصل عبارت Туу! + Yx‏ | =۸ کدام است؟ 
{у y Ç уб‏ 
ههرگاه ۱ +۷ = مقدار ۱ + رکدام است؟ )° # (y‏ 
-Y KQ о (\‏ 
۶هرگاه × = ух) (ух)‏ و ۳۲ = (۸) ۴ باشد۔ g (Y)‏ برابر است با: 
YY (f ҮЎ (Ү ۳۸ ۲ - ۴۸ 0‏ - 
۷ هرگاه )\ \)(х\+ EH \)(х^+‏ +( = 800 حاصل (х – ۱(۴ (х)‏ + (×)٤کدام‏ است؟ 
۹x (f ۱۵x ۳ ° Ax" 0‏ 
مشتق دوم تابع е! у = Агсѕіпх‏ است؟ 
cosycoty (f sinytany (V secytany (Y sec" ytany 0‏ 
٩‏ مشتق «ام تابع © = رکدام است؟ 


e ) 


ann! (2) (۳ 


(т ап) (Žž) 0 


۰-هرگاه ?)\ – =٣ и'+и su = (tanx‏ ن مقدار مشتق دوم ل برحسب FX‏ = ×کدام است؟ 


۵ (f ҮҮ о (Y -\ б 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۲۲۲ +а-\ 

= سس سح‎ к= 
Fx" +۲ 

Fa- ۴۴ < a= ۲‏ < برای اینکه کسر فوق ثابت باشد باید داشته باشیم: سب 


+d уер) (к) = موه‎ +H + 
+0 ۲+۵ g'(x) 


—>g(x)- fx) =с > gk) - {х 


L Taybey 
y+yl=x >P x Н >у-у”=<х-\ 
+ = 


у= ۷+۲ >у'=їх+ї >Yyyl=Y = уу! + Yx = Y+ Yx 


Tor Сарт. чуй 


۲-۷۲ +۱ + ۲۶ = ۲۷۷۲ >уу!=х > 


ШЫ, Жс мы (ух) = 
a (Vx) з \ 


1(۴ 
51 ка ۱ > g(f)= -f 
۱۶ YA 


(х - \) х) ۳-۱ х) + (х-л) (х) = ۶ `° 


5 ۲ = КЕС |. À 
y= Arcsinx —x=siny = \ = у!соѕу >y = аву 
_ °-(-у'зїпу) 
(cosy) 


=yl.secy.tany = ۷ tany 


y= (тапх- \) +(tanx -\) = (tanx - \) [(tanx - ۱) + 1] 
ZEN (tanx-\)° .N (tanx -۱( + E E(x) 


چون مرتبه‌ی عامل صفر شونده یعنی ۱ - tanx‏ از مرتبه‌ی مشتق بیشتر است Y)‏ < ) لذا مشتق دوم در این نقطه صفر 


KEDIA 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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ا مشتق مرتبه eln‏ تابع sin'x + cos'x‏ = رکدام است؟ 


۲۷۰ ۵۵۲ 2 (ў ۴۰ т) (Y yn-` cos (fx Eo 6 


۳ ۵ ۷ 
x x x 
= +> _“ +. 


(х) =x- = а‏ 00 کدام است؟ 


.. 9 |x] > ۱ هرگاه‎ ۲ 


۱ - × 


=Y‏ مشتق دوم تابع (۴ угу = 60- Y)(X`— Yx+‏ نقطه‌ی Y‏ = > کدام است؟ 
cos! о (f _ A ۳ о (Y ۱0‏ 
л |. 5 š ; ۳ ВИР‏ 

۴ مشتو سوم تابع «у = cos'xsinx — sin'xcosx‏ به ازاء 7 = «کدام است؟ 


A| ۳ \ Y @ -1۶ 


“n 2 


تین وم تابع سپ = ух)‏ = «کدام است؟ 

-1 (۳ o (Y ۱0 
حاصل (۲)"]کدام است؟‎ d) = G Y GC Y ۶هرگاه‎ 

\ -1 (Y ۰0 


۷ هرگاه اس اهب دزد = х)‏ باشد. Ё (л)‏ جقدر است؟ 


ЕЙ гт, КЕЙ 


۳ 
ç است‎ ag ыш) باشد. حاصل‎ f(a-bx")= g(b+ ах!) هرگاه‎ ۸ 
g'(b + ax") 
-ïa Ya 


— ۳ 9 


— (\ 
a Ybx Yb 


٩-هرگاه su‏ ۷و ۷ توابعی مشتق pi‏ باشند و ۷۷۷ = о-у‏ کدام است؟ 


ut у'+ w 


uv + у'у + wut — (y 
1 ۲ v+ w u ۷ 


е 
کدام است؟‎ 0 (+з 2 дды 
هب و[‎ 


FOF) C EO (т ҮСӘР (х) (Т EOF (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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y=\-žsin x = ۱-3 (220810) ۳ ۱ 


= — + — COS Yx 
Y ۴ ۴ 


ym) =} x f" cos( Yx кє) = ۴" cos(fx =) 


(х) = \-хї+х'-х*+..=-—©— ل‎ (\)-ї 
Н үт ER) 

у = (x - Y) (x + Y)sinx 6 )۲(-۲ 

چون مرتبه‌ی عامل صفر شونده از مرتبه‌ی مشتق بیشتر است. لذا مشتق خواسته شده در نقطه‌ی ж әх = Y‏ است. 

y = sinx cosx (cos x - ѕіп'х ( = ` sinYx cosYx = їпїх (t) -t 


x f (-cosfx) 5(7) = СХ) =- Y‏ = ر 


(Y) ۵‏ چون ٤‏ زوج است لذا f‏ فرد. زوج و "8 فرد است و بنابراین =o‏ )°( شنت 


v 
у=(х-Үї) 
مشتق دوم عامل صفر شونده‎ X بقیه‎ > = )۴( ۶ 


sin sin = )-۱()۱( )‏ گنه (т) = cos‏ _ و | بقیه ×مشتق عامل صفر شونده 


مشتق می‌گیریم 


f(a - bx") = g(b + ax") > ۳0۲۲۳۲۵۸-۳ = тахо! (b + ax") 


f(a - Бх") _ _ ۲۵۸ _ -Ya 
g' (b+ ах?) -Ybx' Ybx 


! 
У ulvw+vluw+wluv u у! w! 
— l تحت‎ +— 


y UV W u у w 


HOP‏ نسبت به 


И 1 А ۱1 А Е 1 | 1 ۱-۰ 
£ > lim f'(x + h) f(x + Yh)+ Yf'(x + Yh) f(x +h = f'(x) f(x) + Yf!(x)t(x) 


h—° ۱ 


= Yf'(x) 100 


انسان نمی تواند دو معبود داشته باشد یکی خدا و دیگری مال. «حضرت —( 


از عهدة حل مسئله‌ای برنیامدن دلیل عدم وجود و حقیقت آن نیست. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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- 


شت ۶ 


(ECY) < ۰( کدام است؟‎ A= POETEN مقدار عبارت‎ еа) = л) ۱-هرگاه‎ 


YV Qe 


۱۱ ее 
a a 


of'(Y) 


Y 


۳ هرگاه (к) =S‏ در این صورت مشتق (СЭ‏ "کدام است؟ 


Le 
) مشتق پذ پر است‎ 


uf'(u) - и) ۴ ufu) - Р (и) ۳ 


X 
=Y @ ۲ 0 
تابعی مث‎ f کدام است؟‎ dim шо) хш) ۴_حاصل‎ 


X —u 


f(u)-f'(u) ( Ки) О 


-ð‏ مشتق تابع )1 у= 10۵+ x‏ نسبت به متغیر ۵ کدام است ؟ 


Èx ۱) میگ‎ HEH хт) ۳ 


x 
۲۷-۱ 
y™ = cos(x r) (Ү 
уб = cos( = - x) ۴ 


X'+, 


Yx - Ó 


g(x) = |‏ باشد. مشتق تابع by = (fog)‏ شرط 


۶ ۴ АЧ 


‚(х>*) 
(x <\) 


۵ 


(Èt f (х?+х”) (Y نت‎ ۱0 


У 
است؟‎ elaslim f'(x) 0( = се هرگاه‎ ۶ 
۱ (Y ۰0 


X +N X + ۷ X +... مشتق تابع‎ ۷ 


۱ ۱ 
۲ = 
E ۲۷-۱ 


Л‏ مشتق pn‏ تابع T‏ ۵۲ = کدام است؟ 
y™ = sin(x =) (\‏ 


y™ = sin(a -х) ۳ 


х) = | 


#(їх-0)' (Y 


, (x >v) 


(x <\)‏ 
۱ < «کدام است؟ 


هاگره-٩‎ 


(тхо)! 0 


۰ هرگاه برای هر y эх‏ رابطه‌ی y) = (Оу)‏ +10 برقرار باشد و ۲ = (1)۵و РО) = k‏ باشد. (۰)" کدام است؟ 


Fk (f Yk (ў 


k 
Yk (Ү =) 
( s. 
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х = 
از طرفین فرض مشتق می‌گيريم.‎ < TEx + 1) = ХЕ (т л) > YE) = (Т) << f) = YP(Y) 


ASAE ۱ 


of(y) Š 


sinx = ۱ sinx = cosy >х+у=Т 
\ + 


соѕу = 


روش دوم: 
(ї) ў‏ 
پارآوری: (f(u))' = ш (и)‏ 
(f) -f‏ 
ДА Y тү {үбү‏ 
مس هون ب у. = У (0 +۲5۷۰ E‏ 
i‏ ۳ ۳۹ 


sinx ` 


Y СРЕ 
(х) = 1% СО$Х  - 


= ۲۵0۵۲۲ - 
x` x 


(x=) سر‎ 


lim 10-۲-۱۸ 


X ورب‎ 


yî X+VX+. >у'-х-у=,., у! = و‎ ы г 


۲-۱ Yy-) 
у = ۱ + cos (فرمول طلائی)‎ => yG) = cos(x + _ 
۲ > ۱ 2>x<Y —pg(x)=Yx-O у = (fog) (х) = {0(х)) = (Yx - 0) 
x<) р(х) ۲-۵۰۳ >f(x- 0) = (ух ۵ 
x<) (вор) (х) = (x ۵( > (fog)'(x)= F(x - 0) 
0) = Y = а= v برقرار است.‎ 10+ (= fG0f(y) رابطه‌ی‎ 1000 = ах لازم به ذکر است که برای تابع‎ (۰ 


f'(x)=a*Ina >f'(a)=k +a Ina - > وم‎ 500) = а= 5 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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- 


V تست‎ 


L برابر است‎ х) باشد. آنگاه‎ f(Yx) = Р(х) Р(х) هرگاه‎ ۱ 


x" (f ی‎ т Iw (Y Yx (\ 


۲-هرگاه f(x)‏ یک تابع درحهی دوم و و /ریشه‌های معادله‌ی fx) = o‏ باشند. حاصل (а)+ Р (B)‏ کدام است؟ 
a+b ۴ о (Ў Е 1 (۳ \‏ 
۳ هرگاه f(x) = e*sinx‏ باشد. حاصل Yy‏ +۲۷ -کدام است؟ 
(F۴ y (Y ° (Y \-х (\‏ +۱ 
-f‏ در رابطه‌ی ° = Ln(x + y) - 5ш(х + y)‏ مقدار مشتق y‏ نسبت به ×برابر است با: 
(f (۳ == (Y ЕЕ 0‏ ۱- 
х+ у х+ у‏ 
۵هرگاه ۰ > Vx E RTE)‏ باشد و ]در ۱ = مشتق پذیر باشد و ۱۲۶ = )6 + (х)‏ باشد. (۱)برابر است با: 
x O‏ 1)۴ 
Y ۳ ( ۳ (‏ ( ۲ 
۶ هرگاه نمودار تابع (х) = |х'— ۲+ axl‏ فقط یک نقطه‌ی زاویه‌ی دار داشته باشد. 2 کدام است؟ )° (aZ‏ 
a > ۱ (f | 2 > ۱۳ [ај > ۲ [а < ۵‏ 
2 ۲ زد g&)‏ 10 
۷-هرگاه ‏ = Р(х) + р(х)‏ باشد حا 2 + کرام است؟ 
kia O A‏ 


= = (Ү ا‎ (\ 
Yf (х)в (х) 1 (х) (х) 


۸ مشتق مرتبه‌ی دوم х|‏ | = رکدام است؟ 


ҮР (х)в'(х) ۴ Р (х)в' (х) ۳ 


š 
Fa ۶x (f #|х| ۳ ۳۱| 0۲ ۲ x| +x" 6 


4- هرگاه Z ۰ зу = а(\ - cost) әх = a (t + sint)‏ ۵ آنگاه ,"و بازاء elast = T‏ است؟ 


۲+۰ FCF ۲-[ YC SEESE {Ү-\0 


۰ مقدار مشتق عبارت Z= sin(x + 52) cos(x =) + cos(x + SE)sin(x >a)‏ در نقطه‌ی ‏ = ×کدام است؟ 


۱۴ "۲ Ж" 
Y Y 
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۱ (۲) با توجه به گزینه‌ها؛ فرض می‌کنيم ах"‏ = (10 بنابراین: (б)‏ 

Р(х) = ۵۷۲ = ۸۵:۲ = (Yax ")(?ax) وج‎ 7 > f(x) =x 

(х) = Fax 
f(x) = ax" + bx +c >f (х) = Yax +b 1078] 
f! (a) + (В) = (Yaa+ b) +)۲۵۵+ b) = Ya (a + 8) + Yb = та(-Ё) + ۲9-۰ 5 < + 6 = — بارآوری»‎ 
у! = ех sinx + ех cosx =y! = у + ех cosx () 


y! = у! + ех cosx - ех sinx = ۲۷۷-۲۷۲ 2۷۷ Yyl + Yy= ° 


К) нк) + ۲/۱۲ > ۲۱۲۸-۱۲ (U) (۵‏ جمشتی می‌گيريم. 


اکنون )1,64 حساب می‌کنيم » برای این منظور به جای در رابطه‌ی داده شده )\( می‌گذاریم. 


f )۱(+2)۱( - ۱۲ 2۰ +(6)۱)ج‎ ۴()26۱( - ۳( = иа зга 


1۳۳ 
оян) + ۲۸-۱۲ ۸) ۳ 


رف وج 2۱6۰ ۰ ۲+2۰ -7۲ج]|(۵+ k(x" - Yx‏ 
توحه داشته باشید که = ×برای تابع فوق. نقطه‌ی زاویه‌دار است. 


> ҮҢх) f'(x) + Yg (х)о!(х) = \ )۲(-۷ 


s fa) , 5۳ ۱ 
g'(x) f(x) Yf(x)g!() 


! Yh asint L 


xl a+ acost Uy Ta HAT jy+ 
Y 


[| Ү-\ 6۳ 


ه ۰۱ (۴) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Ї-\‏ تابعی مشتق پذ پر و معکوس پذیر است که از نقطه‌ی А А‏ می‌گذ رد وداریم: 
\- \- 
й 2 NE Eeh-‏ 
„М. гүз ۴۵ 0‏ 
\б | € (‏ 
۲-هرگاه ۲- × f(x) = N‏ حاصل (۱-) '(۴)کدام است؟ 


Ne -\ (Y 
yT ( 


f(x) = |‏ حاصل (۳) (E)‏ کدام است؟ 


۱ ۱ 
x ۳ o 


Y 


۴ در نقطه‌ی А‏ واقع بر منحنی به معادله‌ی (۱ у = x(x*+‏ مماسی پر آن رسم کرده‌ایم» نقطه‌ی A’‏ نقطه‌ی متناظر A‏ 
روی تابع معکوس 1 است. اگر خطوط مماس در ЬШ‏ ۸و ۸ موازی باشند. مختصات А‏ کدام است؟ 


( (۱و‎ ۴ ее) О; ) (۱و‎ 6۲ ЕАР 
-\ -\ 
باشد.‎ lim CE e ۱۰ هرگاه‎ ۵ 


۱ - ١ А 
×کدام است؟‎ = — =f — Ú = 
f هب ق تایع () 21 ددم‎ ۲۲-۶ 


- ۴۵ (f - ۱۸۰ ۳ ۱۸۰ (Y -4۰ 0 
برابر است با:‎ (f (۳ С) حاصل‎ О) = + x هرگاه‎ ۶ 


е 20 (ү 
9 3 


T T 
e ۳ 20 


кч E ۶‏ 
ые ааа” sasa А‏ [رسم کرده‌ایم. طول نقطه‌ی تماس کدام است؟ 


۱0 نت т‏ 
эйр Ий Марр А‏ تابع معکوس آن کدام است؟ 
л т 2‏ 
Ty e‏ 12 
үт ۳‏ 
у'— ху = \ оа ۰‏ + محور ها را با چه زاویه‌ای قطع می‌کند؟ 


= (۳ ArctanY (Y Arctan— (\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(۳( )ج< ۲۵ )۳ £(> ۱۵ =( ) 


\ 
۳ 


г 
5 -\= له‎ ۲-۲ әх = \ 


° = رح \ =+ ۵۲ <- \ + = 


>їү=х?+х >х=\ Кх) = x°+ x 
Р(х) = ۵+ ۱ = f'(A) = ۶ 


(х) = Yox > Ё(\) = Ye 


دانلود از سایت ریاضی سر 
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> m= Y>tano = Y >a = ArctanY (ў) -\ 


Yy -X 


من نیز که مسیح هستم. نیامده‌ام تا کسی به من خدمت کند. بلکه آمده‌ام تا به دیگران کمک کنم و جانم را در راه 


آزادی دیگران فدا سازم. «انحیل مرتسی باب ۱۰ LI‏ ۴۵) 


ای من به فدای آن کس که دلش با زبانش یکی است. 


«استاد شهریار» 


A|‏ دارویی است که شفا نمی دهد. اما درد را قابل تحمل می‌کند. 


«مارسل آشارا 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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١د‏ تانژانت )6491 بین منحنی Vx‏ = ۷و منحنی وارون آن در ربع Jal‏ کدام است؟ 


۲ ۲ 
п'—\ 9 ۱ ç 
Үп Үп 


-Y‏ به ازاء جه مقدار m‏ منحنی 0-۱ + „у = х'- x‏ محور «Ах‏ مماس است؟ 
0 ۱-یا۳ ۲ ! یا ۳- ۳ ١-یا‏ ۳- (f‏ ۱یا ۳ 
۳ شیب خط مماس برمنحنی به معادله‌ی Arctan = X‏ در نقطه‌ی Тр‏ = ×کدام است؟ 
5 8 


Л Л л 
1-7 (f \+— \+— (Y \-— (\ 
л ) кт = ‹ А. 
N ۳۶+ ۱ 
х'+\ 
Л Л Л 
Лү = ( се“! 
ч. (۳ 2 s 


۴-زاویه‌ی منحنی = by‏ محور «ау‏ کدام است؟ 


هاز نقطه‌ای به طول ۳واقع بر منحنی y =  - ٩‏ قائمی بر منحنی "× = Y‏ رسم شده. طول پای قائم کدام است؟ 


Y ў 
аи ад \ (ў ۲ ا(‎ 


А 
هرگاه شیب خط مماس بر تابع در نقطه‌ی (۳ و ۲)واقع بر تابع» برابر ۵ باشد. حاصل کہ صزاکدام است؟‎ ۶ 
((х)) -3 


3)۴ = 0 
۳ 5" 3 


۷-از (саа‏ (۳و ClO‏ چند عمود. می توان بر منحنی ۰ = ۱۵ - ۶۷ y+ Yx‏ + ×رسم کرد؟ 

б‏ بیشمار Ү (ў “б‏ ۴ مماس نمی‌توان رسم کرد 
1-۸تابعی است فرد و در سرتاسر R‏ مشتق پذیر است. هرگاه معادله‌ی خط مماس در نقطه‌ای به طول (۲)واقع بر منحنی به 
صورت ۴ + y = Yx‏ باشد. معادله‌ی خط مماس بر این تابع در نقطه‌ای به طول (۲-)واقع بر آن کدام است؟ 

ا( y = ۲۶ + ۴ (f y = Yx - ۳ у = Yx ۲ ۲ у= x+ Y‏ 
٩‏ هرگاه С‏ عددی مربوطه به قضیه‌ی رول. در مورد تابع y = (x - \)іпх‏ بر بازه‌ی [۰,۱] باشد. tanc‏ کدام است؟ 
c five‏ عدد مربوط به قضیه‌ی مقدار میانگین (قضیه‌ی لاگرانژ) در مورد  ۰( A(X) = 0+۵ + у ыб‏ ) روی 


بازه‌ی [a,b]‏ برابر ۳ | باشد. 9 +2 کدام است؟ 


Y+ ۴ түү “үү ۲۰ ۳ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ 
m-m 
=> tano = 
۱ + mm! 


X =+ 25, — — о 
хў -ўхът-\= • => екше 2-10 - - با‎ Y 
- + ۳+ 10-۱ • I 


=> ۲۲-۳ 5х = + \ 


Arctan> =X >} = tanx =y =X tanx 


у! = tanx + x (Y + tan" x) ا‎ е 


Я Y = 
х = >y=\ >A E ы ыыы аны) 
(x"+ ۱( 


زاویه با محور Dy‏ ۳۰۳ = م < زاویه با محور ها >yl()= а=?‏ 


۱ 


А - - \ Y 
s6 m --- <y - 0 Y-a) >а + U = مجموع ضرایب صفراست ەه‎ 
۳ Ya У Ya va ) ی‎ 


=» а = ۱ 
Fa DY 


1i x- Yx 
im گے‎ = 


Кул “сед %‏ 
۷ )\( معادله‌ی oala‏ شده معادله‌ی یک دایره به مرکز (۳ و ۱-) است» ۲۵ = IHIN HO-T‏ چون شعاعهای هر دایره» بر 
دایره عمودند. پس از مرکز دایره» بی شمار خط عمود که همان شعاعهای دایره می‌باشند. می‌توان بر دایره عمود کرد. 
у= узе ш MA‏ 
fcY) = -f(Y)=-\°‏ 
y = Yx + ۴ > 1)۲( =Y >f'(-Y) = ۳‏ >= ازوج > f‏ فرد 


=y+ ۱۰ = Yz + Y) > y = Yx- Y 


у!= ѕіпх +(х-\)созх=. (с) = • =—sinc+(c- \)соѕс= • ->їапс= \ - с 

ҚБ) - f(a) ра b` -a`)+8(b-a 
b-a b-a 

a(b+a)+8 = їас-В >b+a= c= WY 


= ۲+۸۵ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ به ازاء جند مقدار а‏ منحنی у= (x— + ax + Y)‏ بر محور ها مماس است ç‏ 


0 یک مقدار (Y‏ دو مقدار (V‏ سه مقدار 

Ycosx+a К ۲ z ۲‏ _ ها ممات است؟ 

! س است‎ i = x مر‎ шак иы ورام‎ 
۲ (۴ AY o (Y ۱0 


А‏ ۴اکیداً نزولی و ع بر ,۸ اکیداً صعودی باشد. gof‏ چگونه است؟ 


) اکیداً نزولی ۲ اکیداً صعودی 


۴ تابع узу = )»- A)‏ دامنه‌ی خود چند بار تغییر انحنا می‌دهد؟ 
О‏ یک بار © بار ۳ سه بار © چهار بار 
y = -х'+ Yax зу = x"‏ موازی محور ها باشد. a‏ جقدر است؟ 


۴ هد 


۵ هرگاه مماس مشترک دو منحنی ۳ + Yx‏ 


а مد‎ ۲ (r 


+\ 0 
کدام است؟‎  .دشاب‎ ۵ ніну = x Yx + а نسبی تابع‎ Мах هرگاه‎ ۶ 
۶ (۴ ۴ (r 


v (ү ۳0 


۷ هرگاه خط m‏ = ×۴ + ۳۲ از نقاط اکسترمم منحنی تابع x- ۳+ x + Y‏ = زبگذرد. 9 جقدر است؟ 


Ж: -۷ (۳ -y (Y ۲0 


۸در & ۱+ ۷ + ۶ (х) = х'-‏ حاصل k)‏ - 1)۲ +(1 + 1)۲جقدر است؟ 
о‏ ۱۰-۴ 


\о+ К (Y ۱۰0 


٩-اگر‏ نقطه‌ای به طول یک. نقطه‌ی بازگشت تابع 0 + :۵ + "× | = y‏ باشد. اکدام است؟ 
6 


ry ۲ ۱0 


$I-‏ نقطه‌ی عطف تابع ۱ + у = x Yx" + mx‏ در ناحیه‌ی چهارم محورهای مختصات باشد. حدود 7 کدام 
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۱ (۳) فرض می‌کنیم: ° = (- (х -۱(6۲ + ax + ۴( =. (х -۱()6 -( (х‏ 
در دو حالت. معادله‌ی فوق ریشه‌ی مضاعف دارد پا اینکه "× = #باشد یعنی ۰ < ۸ لذا » = ۱۶ - "هو از آنجا ±۴ = 2و 

یا اينکه یکی از '×و #ابرابر ۱ باشند یعنی о‏ < ۴ +2 +۱ در نتیجه 0- = a‏ 
y = ° > cox = -— (f)-Y‏ 
برای اینکه معادله‌ی مزبور ریشه‌ی مضاعف داشته باشد باید ۱ = cosx‏ پا \— = cosx‏ (یارآوری: معادلات ۱ = 096 و 


2-۱ »009 ریشه‌ی مضاعف دارند), اما با توجه به مخرج, ۱ = «сок‏ غیرقابل قبول است پس فقط ۱- - و لذا a= Y‏ 


£ اکیدا صعودی f‏ اکیدا نزولی 


xX, > f(x) > f(x) > gE.) > g(f(x.)) > (600) (x) > (gof) (<) => отво (۳ 
ایدآنزولی‎ f—f<. 
ایدآصعردی‎ € Эр < ° 


۴)») = ۶ (хт л) >f (x) = ۶] -۱( + x(x" - ۱)] =a (Ө) 


Хо 
EA 


راه دوم: х g'(f) <- — djs gof‏ = (]0ع)ج- 


(к) =. >х=+\, 


جهار بار تغییر انحنا می دهد ج چهار عطف دارد > چهار ریشه‌ی osle‏ 


и < ۲و‎ - ۲ »а=+{ ۲ 


= -Үх + а= • =% Мах (a,a") 


= ýx- Y= o > x= +N 
= ۶ > y"(\)> ۰ >x = ۱ Min طول‎ ,y'(=A) < ۰ >= x = -۱ Max طول‎ 
=>уУм, = ۱+ ۲+2۵ —a=Y 


X 2 \ (\,\) 
۳2 - ۳۷ + їх = т > Y+Y—m 21۵ 


yo, =١ 
f(Y - k) + f(Y + К) = Yy = ۰ یکدیگرند پس:‎ 


>Y+a=. —a=-Y >\-Y+b=. >b=Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱- مشتق تابع f‏ به صورت Y)'@ + YG - Y)‏ + )× = ()1است. این تابع چند اکسترمم است؟ 
Y ۳0 ۴0‏ ۱ 
۲-کدام تابع РШ‏ بحرانی ندارد؟ 
у= ух (f у = Ілх (ў у= ۱ + |x- Y| ۲ у= х- |х| О‏ 
۳-هرگاه تابع у = |x"+ х + ај‏ دارای سه نقطه‌ی بحرانی باشد. 2 کدامیک از مقادیر زیر را می تواند اختیار کند؟ 
ie \ + © ‚©‏ 
۴-در تابع ')\ -)(۲ + Ј bx = \ y = R Yx‏ چه نقطه‌ای است؟ 
Мах (\‏ نسبی (Y‏ 0 نسبی ۳ عطف 
۵ طول Min‏ مطلق تابع )1 + (кА Yx‏ = رکدام است؟ 
TE FC ۱0‏ 
۶ مقدار Max‏ مطلق تابع „эу = Ysinx + cosYx‏ بازه‌ی [ , 2]کدام است؟ 
(т Lo‏ \ 
(a) = Қа) = ۰ av‏ و ۰ > f'(a)‏ باشد. نقطه‌ی (۰و ۵)کدام است؟ 
Min 0‏ روی М ۲ х s=.‏ روی Мах ۲ Uy),‏ روی محور »ها Мах (Р‏ روی محور ها 
۸ هرگاه مقدار Min‏ تابع با ضابطه‌ی ‏ + ×(۱ - y = (m‏ برابر (۱-)باشد. 17 جقدر است؟ 


4 Ë ۳ 
T т т“ 


z 
کدامند؟‎ b باشند. 2 و‎ y= y ۲۲ + ax + b طولهای نقاط عطف تابع‎ Y هرگاه اعداد و‎ ٩ 
Y 


| М с. (т |. 0 


v 
چند عطف و چند اکسترمم دارد؟‎ y = x ۲-۲ تابع‎ ۰ 


) یک عطف و یک اکسترمم (Ү‏ دو عطف و دو اکسترمم 


(Т‏ دو عطف و یک اکسترمم ۴ دو عطف دارد و اکسترمم ندارد 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۰۱ (۳) جون c‏ < و ۱- <*ریشه‌های ساده و از مرتبه‌ی فرد مشتق هستند. لذا مشتق در این نقاط تغییر علامت داده و بنابراین 
4 دارای ۲اکسترمم است. 

у = Lnx > D ,= (° + о) Yey 
۱ ۳ یره‎ Р . — - 
у=; >D, = (°, + ә) ‚у! در دامنه‌اش. همه جا مشتق‌پذیر است‎ = Гах تابع‎ 
و ضمناً مشتقش در این نقاط مخالف صفر است» پس نقطه‌ی بحرانی ندارد.‎ 


(f) -Y‏ تابع وقتی سه نقطه‌ی بحرانی دارد که دلتای عبارت داخل قدر مطلق. مت باشد. 


۸۱ та> о Фа< > a= 


26 

Л 

(Y)-f‏ چون (۲ + )'(۱ (х — \) (+ ۲() + \)' хт Yx + Y = (x‏ = ب حال چون \ = «ریشه‌ی مکرر زوج 

از مرتبه‌ی f‏ معادله‌ی ° = ۷ است. لذا در ۱ = X‏ اکسترمم دارد و چون ° > (۲()۱+۱ +۱).پس در ۱ = Min x‏ نسبی 
دارد. 
۴)۵( 

Min‏ مطلق تابع برابر صفر است که به ازاء У‏ =× به دست می‌آید. 


у = Ysinx + \ - Үзїп'х = -Y(sin'x - sinx ) + Y= Y(sinx =) ++ - Max (y) = Y)? 
را ہے‎ 


همواره نامنفی 
توجه داشته باشید که به ازاء س > EO‏ دا هه انش а‏ یه 


(Y) У‏ جون ° = (2) ]و ° < f(a)‏ است» لذا طبق آزمون مشتق دوم f‏ در Мах a‏ نسبی داشته و چون f(a) =O‏ است. لذا 


نقطه‌ی (а, о)‏ نقطه‌ی Мах‏ نسبی Ё‏ روی محور طولهاست. 
>m>\‏ ۰< 10-۱ 
те =“‏ 
۸ 


(Y) -4‏ اعداد پو Y‏ ریشه‌های ساده‌ی عبارت زیر رادیکال هستند. 


طول عطف < ریشه‌های ساده‌ی زیر رادیکال با فرجه‌ی فرد ۲ ۸+ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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\- می‌نیممم مطلق تابع Үсоз'х - sinx‏ = زکدام است؟ 
0 ۲ ه ۲ ۲ [ه- ۳ - 


۲ کوتاهترین فاصله‌ی مبد Í‏ مختصات از منحنی "× - ۱ = رکدام است؟ 


۳ 
ç NYC [FO 
کدام است؟‎ ۸ = xyz <باشد. بیشترین مقدار عبارت‎ + yz + zx = YA ۳_هرگاه‎ 

۱۳۸۳ А (Y ۴۸ (۱ 
۳ 
کدام است؟‎ ۸= tŠ عبارت‎ Min ۴ 


A (Ў ۶ (r ۳0, 


m n 
کدام است؟‎ А ус کمترین فاصله‌ی مبد | مختصات از نقطه‌ی‎ ۵ 


۲ ۳ Ñ YG E 


35-7 تاهترین فاصله‌ی منحنی уу = х!‏ خط y = Yx- Y‏ برابر است با: 
۵ 
о | 0‏ ۲ با 
۴ 
۷ ما کزیمم عبارت گے ال کدام است؟ 
(x+ ۴(‏ 


Y ۱۶ (\ 
vz i 


ү 
۲ + +۱ Г“ 


1 0 
چ‎ ) s4 

5А‏ مستطیلی که اضلاع آن متغیرند. ۲۰ سانتی да‏ است. ما کزیمم مساحت این مستطیل برابر است با: 
оо (f Yoo (۳ “оо (Y Лоо 6‏ ۱ 


۰ - هرگاه ‏ زاویه‌ای حاده باشد. ماکزیمم y = 5їп'хсоз'х‏ کدام است؟ 


۱۰۸ {ГҮ E 
شا‎ ЕН y ыы 
{ў —( NEL 


۱۶۹ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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у = ۱+ و‎ -sinix =Min(y)= لب‎ a+b +с= - ۱ )۳( ۰۱ 


۲۷ – \ 
7= ОА 4 x+y" =y \-у+у! slon асаа رج‎ 
۱ КЕ; ۳۹ ۷۲ -у+\ Y 


Min ( )= лага 


A'= «۱۲2 = (ху)(ул)(2х) ۳) 
xy + yz + zx = ۴۸ = xy = yz = ух = ۶ 
می شود که سه کمیت مساوی باشند.‎ Max چون مجموع ثابت است. لذا حاصلضرب زمانی‎ 
xy = yz = Zx => x = y = z => «+ x + x= YA = x = Y = Мах (A) = ۴ 
[r 4 ثابت‎ (۴ 
x" 
а=ОА=\ мї т -۱( ,تنل وج‎ 
Y 
N m" + (m-1) 


фа =Min(A) =‏ = ×< ثابت ٩‏ = "× ج 


Min(d) = ۳ 


а = ан] 


لذا باید Min‏ عبارت ۲ + Ala) = a`- Ya‏ را حساب کنیم. 


(А) = ۱۳ - ۲)۱( +۲ ۱ =—Min(d) = 


y (ї) У‏ هنگامی Max‏ است که —, Min‏ باشد. 


= ۴ > Мах(у) = 


\ 
ху" 
= >х'=\ —Max(y)=- 
X'+, 


а= 4 ×" =xY+y'= ۴۰۰ "رک ۲ )وج تابت‎ = үхї = 
х=. эх=у=\ [Тї эз=ху=х'=(\{ Y) = 


۳ 


۱ ۲ sin'x _ cos"x 
у = (sin'x) (соѕїх) >sin"x + cosx = ۱ ot ع ج‎ x 


ç 
Ysin'x = ۲۰ Ysin'x >sin'x =3 >=costx = 1 +> Мах(у) = C 2) بت‎ 
۵ ۵ ۵ NÒ YAN ۵ 
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تست АК‏ 
۱-هرگاه ۵ و «زوایای حاده باشند. در تابع 2 + ‹у = tanxtana‏ داریم: 
Min(y) = ۳ (f Max(y) = ۳ Max(y) = Y ۲ Min(y) = Y (\‏ 
۲_هرگاه ۱-۱۱ + ×باشد (۰ < ۰,5 < Max (y‏ عبارت у‏ ]۸-۲5 کدام است؟ 
\Ү (۴ re ۳ Yo 0 ۱۰۰ ۵‏ 
۳ هرگاه در تابع (10 = ب داشته باشیم ۳- = (۴)و ۱۲ = РОЮ)‏ آنگاه مقدار СЭ)‏ تقریباً چقدر است؟ 
Y (Y „©‏ ۱۳ زک 
۴- برای محاسبه‌ی وارون عدد 2 با روش نیوتن. کدامیک از دنباله‌های زیر مناسب است؟ 
Xn (Y + aXn) )۲ х.х )۲ -axn) 0‏ = بو ۲ =Xn(a-Xn)‏ ,بو Xn (a +Xn) (f‏ = بو 
۵ هرگاه Лу‏ نمو و dy‏ دیفرانسیل تابع y = х'+ Yx'‏ باشند. کدام گزینه صحیح است؟ 
Ay = ۳ Ay < dy (Y Ay> 0‏ 
۶-در شکل مقابل ۰/۴۱ = Ax = dx‏ فاصله‌ی ММ‏ کدام است؟ 
(Y ۰/۲۵ 0‏ ۰/۰۰۲۵ | 
۳ ۰/۰۱۲۵ ۴ ۰/۰۶۲۵ 
۷ در تابع jacy =| sinx‏ نقطه‌ای به طول Z‏ هرگاه متغیر به اندازه‌ی Y°‏ نمو کند. مقدار نمو تابع به کمک دیفرانسیل 
حقدر است؟ 
NT лү? Aq‏ 
۱۸۰ ° 1۸۰ 
۸ آهنگ تغییر حجم کره‌ای به شعاع R‏ نسبت به تغییر سطح OÍ‏ چقدر است؟ 
(f ҮК (ў к ۴777 0‏ 


(\ 


٩-ذره‌ای‏ برروی —, ۱ Ycos'x-‏ = حرکت می‌کند. در نقطه‌ای با کدام طول. سرعت مؤلفه‌ی ×ذره با سرعت مولفه‌ی 
y‏ آن» برابر اشت ؟ 
Үл ӧл бл‏ 
„к= түзүү е‏ 
( ۶ ۱۲ ۶ 
۰-هرگاه با آهنگ ۱۰ Да‏ مکعب در دقیقه. روی توده‌ی مخروطی شکلی. شن ریخته شود. به طوری که ارتفاع توده‌ی 


شن. همواره ۲ برابر شعاع قاعده‌ی ОЇ‏ باشد. وقتی ارتفاع توده‌ی شن به ۸ متر می‌رسد. ارتفاع با چه آهنگی در حال 


۵ 
ойыу сч 


۴ سب متر در دقیقه 
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(tanatanx)(cotacotx) = ۱ ثابت‎ > tanatanx << 6 


= tan'a tanx = ۱ = tanatanx = ۱ = cotacotx = ۱ > Min(y) = | + \ = Y 


> ۱۷۵۲ | y )= 


۱ ۱ 
(У) + )۴(- -)-۳( + \Ү(—) = \ =} 
(0 (0= (9) + С) © 
Е =a 
„= (У -аха) БУ, 


хі 


0 )1( تقعر منحنی به طرف بالاست. > ° > ۶ +۱۲۷ у = ۳+ fx > y'=‏ 


\ 
Yx 
Ay = х + Ax) - f(x) = УРА) 0) = ۲/۱-۲ ۱ 


dy = f'(x) Ax = „Аке x ۰/۲۱ ۵ است.‎ (dy - Ay) همان اختلاف‎ MN (Y) 7 


dy - Ay = ۰/۱۰۲۵ - ۰/۱۰۰۰ 2 ۵ 


dy = f! (x) Ax = _ 


Wine 


— тв" ۲ 


AR Y 
S(R)= YzR' S (t) 


yl, = - Ysinx cosx X x, >x! = -Ysinx xx, —sinx = - (Р) 4 
y= - zR'h > V(t) = Ja (YRR!(t)h +R'h'(t)) h = YR ۰ 
VI (t) = ` a (YRR! (t). YR + R”. YR'()) h'(D = ۲۶۵ 
V(t) = 27 )۶ 1۷ )۵( => ۱۰ = ۲۲ )۱۶ xRI(t)) 


> h(t) = YR! (t) = در دقیقه‎ шә 
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Š 
لبه صورت مقابل باشد.  کدام است؟‎ =— X ٩ ۱-هرگاه نمودار تابع‎ 
۲+ + 6 


Ж ۱0 


۴ Үт 


-Ү‏ هرگاه نمودار تابع ی 


ҮС ۱0 


-YG -F 


. : х'+ а TEETER 
l 


- ۴ y ۳ -\ (Y К 
Үхї+ m- \ е6 ТЕ _ ‚ 
س‎ GU Min یا‎ Max طول نقطه‌ی‎ ап به ازاء چه مقدار‎ ۴ 


- ۴ \ (ў -\ ۲ ۲ 0 


= ل برابر ۱ می‌باشد؟ 


۵ قسمتی از نمودار تابع (у = sinx + cosx + C‏ شکل مقابل است. k‏ کدام است؟ 
Y. YC КЕК‏ 


Y (f Y (۳ 


۶ شکل مقابل نمودار تابع y = -X"+ 2+ bx + Y‏ است. زوج مرتب (a,b)‏ کدام است؟ 
0 (۱و ۴) Yao‏ 


۳( و (f CY‏ )ەو CY‏ 
۷-نمودار تابع y = A Yx!‏ در همسایگی مبد Í‏ به کدام صورت است؟ 


Л‏ هرگاه نمودار SEE Es‏ باشد. کدام گزینه‌ی زیر الزاماً درست است؟ 


х\+х+\ 
= ۱ < m TT m =+ < 0 6۲ m=. > 0 
هر‎ Yx+ ¥ 
Yx 


by = а‏ جهت مثبت محور «АХ‏ جه زاویه‌ای می‌سازد؟ 
Eo a To‏ 


сз S \ o‏ مقابل. Ta‏ است؟ 
۱+ ۲ 
е!‏ 


(кты) 
ر‎ 2) ۳ 


х'+\ 
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х! 


f) =‏ از طرفی ° = calf (У)‏ بنابراین: 


۴ Y ۳ 
| mar - اک‎ за) хта ур, Aas SF 


xf х" 
2 x+ a+ b 


x- \ 


y=x . 
| 5 а+\ =. = ss x -x+b)_, 


۲ (۱) حط ۱ = ×مجانب قائم تابع است بنابراین: 2-۱ ۵ لذا: y‏ 


مجانب مايل у=х+а+\‏ 


(1). >Y-(Y+b)=° 


۲۷ +۷ +۷ ۲+۵ =(AV-y)x 


A=. эу'-Ч(\-у)(а-у)=. ۷()۵- ۷-۰ 


XIN 


نقطه‌ی w > y=Y >Min L Мах‏ = کک = HOP Фу‏ تابم 


p‏ در خود تابع 
ї+т ۱‏ _ ۲ 


=>ш= \ 

(Y) ۵‏ می‌دانیم: Y<sinx +cosx +ç <с+| Y‏ لس 
چون نمودار تابع بالای خط ۲ = و بر آن مماس است. لذا کمترین مقدار تابع برابر ۲ است» پس ۲ =۲ 16-٩]‏ در نتیجه 
k=Y+N Y‏ 


۶ (۴) چون طول Max‏ صفر است لذا: у= ۳۲+ Yaxıb=. > b=.‏ 


از طرفی طول نقطه‌ی عطف ° > 2 = ×است» پس ۰ > هو در نتیجه زوج مرتب (* و ۳-) قابل قبول است. 
р(х) - 5-۳ 50(:) = -۳> ۰ 5 Мах СУУ‏ < 


۸ (۱) 
a =m = ۱ = tang > а= )۲( 4‏ 
۲(۰) خحطوط +A)‏ = «مجانبهای قائم تابع‌اند لذا گزینه‌ی صحیح یکی از دو گزینه‌ی б)‏ یا (۲) است. اما جون у= ۱ b=‏ 


مجانب افقی تابع است لذا پاسخ صحیح گزینه‌ی (۲) می‌باشد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-قانون نمودار تابع مقابل کدام است؟ 
YL P.‏ 
X Yx (Y y= Үх-х 0‏ — 
x`- x -¥ ۷ Yx -¥‏ 
۲ ۲ 
y= YX + ($ y= X'+ Yx ۳‏ 
x`- Yx-‏ ۱ 


٣‏ حدول — مشتق =X +A ۲ x` GE‏ وکدام است؟ 
AS‏ 


- ٩۲ يم‎ AE E $ 
1 “ú =s 


7 بآ‎ x| 7 гт 


N Y ۱ ч 
008 "ММ 


۳-قانون نمودار تابع Мб.‏ است؟ 


= (x + ۲(6 + ۳ - ۴0 

= (x - Y)'@G + Y)Gxz - *) (Y 

= (x + Y)'G + ۳(۴ - x) (Ў 

= (x – YK + ۳(۴ - х) (f 
۴نمودار تابع ×۲ - "× | = رکدام است؟‎ 


J: 5с‏ اه 


۵ هرگاه نمو دار مقابل. > مربوط به تابع ay + bx+ c=.‏ + و باشد elasc‏ است؟ 


Y (Ү ۱0 


-yY (۴ -۱ ۳‏ 
#۶نمودار مقابل. ab g ул‏ به کدام تابع زیر است؟ 


y= 


X 
(x+ \)' ( 


۱ 


Y Tati] 


т 
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x'(x— Y) 


۷ مشتق تابع 1600 y = у=‏ می‌باشد. کدام گزینه‌ی زیر در مورد این تابع درست می‌باشد؟ 


ç 
ار ره نقطه‌ی عطف دارد؟‎ 
Ху EKE 


۳ ۱ o (\ 


٩-قانون‏ نمودار تابع مقابل کدام است؟ 


. 2 x+ Yx + a 2. 2 
کدام است؟‎ - b وه #۲بگذرد‎ н к шы = x’ -هرگاه منحنی‎ ۰ 


۲(۴ «т “з ۰0 


به این خاطر که بسیار زیباست و همیشه و همه جا بلندگوی این شعار است که فعالیت و استعداد آدمی 
پایان‌ناپذیر است. 


«رزایتر» 
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دارای دو‎ y = ۰ است و چون‎ )۳( b )۲( افقی تابع است لذا پاسخ صحیح یکی از دو گزینه‌ی‎ лу = ۱ ا (۲) حط‎ 
است.‎ => (Y) ×است لذا گزینه‌ی‎ = Y چو‎ =o ریشه‌ی‎ 
D. =[-\ Y,j Y] علامت مشتق بستگی به علامت صورتش دارد.‎ (F) -Y 


A ۲و‎ 
E m а: к у= =N Y-x'=x үх х! 
N ۲-۲ Те 


پس گزینه‌ی صحیح گزینه‌ی (۳) می‌باشد. (۱ < СЕС‏ 9 > ۱ = )0( # قابل m = +\ >x = ۱ J‏ 


)0( ریشه‌های تابع با توجه به شکل عبارتند از ۴ = sx‏ ۳- = »که ریشه‌های ساده می‌باشند و Y‏ = »که ریشه‌ی مضاعف 


у= \ + 


می‌باشد پس گزینه‌ی صحیح. گزینه‌ی (۲) یا (۴) است اما ۰0+ = lim (х)‏ بنابراین گزینه‌ی (۲) صحیح است. 
x = Y ух = ۰ (f )-f‏ ریشه‌های ساده‌ی زیر رادیکال و لذا طول نقطه‌ی عطف اند بنابراین گزینه‌ی صحیح یکی از دو گزینه‌ی 
(۲) یا (۴) است اما چون ۰0+ = lim х)‏ لذا گزینه‌ی )0( صحیح می‌باشد. 

_ -bx +c 


же x +a 928 


خطوط ۲ = ух‏ 2۱ لابه ترتیب مجانبهای قاثم و افقی تابع‌اند و بنابراین 2-۲ هو ۱- = طلذا: 
сл‏ کلم ج у=‏ 
X-Y ° — Y‏ 
۶ (۳) چون حط ۱- = #مجانب قائم تابع است و تابع در ۱ = ×انفصال مضاعف دارد АЛ)‏ یکی از دو گزینه‌ی (۱) یا (۳) 
باشد اما جون %+ = Д allim х)‏ البته — Ol‏ گفت که جون گزینه‌ی () از میا 
صحیح میب چون ۰0+ = lim (x)‏ گزینه‌ی )© صحیح بته می‌توان چون گزینه‌ی (۱) از مبدا می 
У‏ )\( چون Y‏ = ×ریشه‌ی ساده‌ی مشتق است پس Y‏ = «طول نقطه‌ی | کسترمم تابع است و چون علامت مشتق در =Y‏ از 
منفی به مثبت تغیبر می‌کند (۰ > )0 ШОР) > о,‏ = طول Min‏ تابع است. 
۸ (۲) 
a _ с Е _‏ 
ашш =‏ ار a S‏ 
(٩‏ چون Y‏ = ×مجانب قائم تابع بوده و تابع در این نقطه انفصال مضاعف دارد لذا یکی از دو گزینه‌ی (۱) یا (Y)‏ صحیح 
است. اما چون تابع دوبار محور »ها را قطع es S‏ است (یعنی ° = ۷ دو ريشه دارد) بنابراین گزینه‌ی б)‏ صحیح است. 


۰( چون هوپیتال تابع از نقاط اکسترمم تابع می‌گذرد و خط "× = نیز چنین است. لذا نقاط اکسترمم تابع» نقاط تلاقی 


НОР >y = 


اب دو معادله اس 
س دو Yx + Y РХ‏ = 
E > 5х! Yx -Y—= °‏ 


у=х' 
А = ات(‎ ta, 
EN 
a 3+ 
4 "+b 


> در خود تابع 
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АЎ تست‎ 


ا-نمودار مشتق یک تابع درجه‌ی سوم به صورت می‌باشد. اگر این تابع از مبدأً بگذرد. نمودار آن به 


سید 


می‌باشد. نمودار مشتق آن کدام است؟ 


۳ هرگاه نمو دار مقابل نمو دار مشتق تابع ]باشد. نقطه‌ی به طول а‏ برای تابع ‏ کدام عنوان را دارد؟ 
0 بازگشت و (Y Max‏ بازگشت و Min‏ 


۳( زاویه‌دار و (f Max‏ زاویه‌دار و Min‏ 


۴ هرگاه نمو دار مشتق تابع ay = fx)‏ صورت مقابل باشد. تفعر تابع f(x)‏ = درکدام فاصله‌ی زیر رو به پائین است؟ 


(s o U( ç Үл) ۲ Сузу (\ 


(o) (f (л,їл) Y 


۵ هرگاه نمو دار مشتق تابعی در فاصله‌ی [a,b]‏ به صورت مقابل باشد. تابع در آن فاصله. چند نقطه‌ی عطف دارد؟ 


Y Ç Y 0‏ 
от‏ ۴ ۶ 
۶ هرگاه نمودار مشتق تابع f(x)‏ = در فاصله‌ی (a,b)‏ به صورت مقابل باشد. نقاط به طولهای ۱-و ۱در تابع ‚у = х)‏ 


به ترتیب طول چه نقاطی هستند؟ 
Max 0‏ و Min (Y Min‏ و Max‏ 


۳ عطف و Max‏ ۴( عطف و Min‏ 
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۷ هرگاه نمو دار تابع f‏ به صورت باشد. نمودار '٤کدام‏ است ؟ 


تس 


۸ هرگاه نمو دار Í‏ به صورت sss P‏ 
محور× 


سب محور×ها (Y‏ — و سور ә (flax‏ 


٩‏ شکل مقابل منحنی مشتق تابع پیوسته‌ی f‏ می‌باشد. تابع f‏ چند اکسترمم دارد؟ 
Y (Y ۱0‏ 


۴ re 


۰-اگر منحنی ٤‏ به صورت باشد. نمودار تابع ]در نزدیکی مبد أ چگونه است؟ 


F 


«انحیل متی باب AY aly‏ 
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ا (۱) چون ۷ ابتدا مثبت (بالای محور ×ها)» سپس منفی (پائین محور ×ها) و مجدداً مثبت است لذا تابع ابتدا صعودی» 
سپس نزولی و بالاخره مجدداً صعودی است. لذا گزینه‌ی (۱) صحیح است. 

۲-(۱) چون تابع همواره صعودی است. لذا ° < y‏ بوده و بنابراین نمودار بالای محور »ها قرار دارد» بنابراین گزینه‌ی )1( 
>= است. البته دقت داشته باشید که مجانبهای افقی تابع اصلی تبدیل به مجانبهای افقی به صورت ° = ابرای تابع مشتق 
می سوت 

(F) ۳‏ چون مشتقات چپ و راست تابع ]در نقطه‌ی a‏ متناهی و نابرابر است. نقطه‌ی ۵ در تابع f‏ نقطه‌ی زاویه‌دار بوده و چون 
قبل از a‏ مشتق تابع» مثبت و بعد از ۵ مشتق تابع» منفی است. پس نقطه‌ی a‏ نقطه‌ی Мах‏ نسبی است. 

۴( هر کجاکه نزولی باشد. ° > بوده و لذا تقعر تابع رو به پائین است. با توجه به شکل در فاصله‌ی (TYT)‏ نزولی 
است шл)‏ مشتقش منفی است» ° > بنابراین کته (۳) صحیح است. 

۵ (۱) چون نمودار مشتق در فاصله‌ی [a,b]‏ سه بار تغییر جهت داده است (از نزولی به صعودی» از صعودی به نزولی» از 
نزولی به صعودی) لذا ۳ در فاصله‌ی مزبور سه بار تغییر علامت داده است. بنابراین تابع در فاصله‌ی [аЬ]‏ سه نقطه‌ی 
عطف دارد. 

۶ (۱) در تقاط CA)‏ و (A)‏ مشتق صفر است» چون در نقطه‌ی به طول (۱-) ۶ ابقدا مثبت و سپس منفی شده است لذا 
نقطه‌ی به طول (۱-) طول نقطه‌ی Max‏ است» به همین ترتیب چون در نقطه‌ی به طول (۰)۱ 7 ابتدا منفی و سپس مثبت شده 
است. لذا نقطه‌ی به طول (۱)» طول نقطه‌ی Min‏ تابع است. 

۷ (۱) تابع در نقاط به طولهای (۱) و CA)‏ مشتق‌پذیر نبوده لذا نمودار مشتق در این نقاط ناپیوسته است» به ازاء ۱ < »يا 
x < -۱‏ تابع ثابت بوده لذا «у!‏ صفر است. در فاصله‌ی ۱ > × > ۱- تابع صعودی بوده لذا o‏ < لاست یعنی نمودار y'‏ 
در این فاصله بالای محور »ها قرار دارد بنابراین گزینه‌ی б)‏ پاسخ صحیح است. 

(F) A‏ چون تقعر منحنی ابتدا به سمت بالاء سپس به سمت پائین و مجداً به سمت بالاست لذا "ابتدا مثبت (نمودارش بالای 
محور (LAX‏ سپس منفی (نمودارش زیر محور (aX‏ و مجدداً مثبت (نمودارش بالای محور (aX‏ خواهد بود بنابراین گزینه‌ی 
(۳) صحیح است. 

۹ (۲) در نقاط d sc sb‏ مشتق صفر است. اما فقط در نقاط sb‏ 6 تغییر علامت داده است (یعنی نمودار مشتق از بالا به پائین 
و از پائین به بالای محور »ها رفته است. به عبارت دیگر از + به -و سپس از -به + تغییر کرده است) بنابراین f‏ ۲اکسترمم 
دارد. 


۰ () با توجه به نمودار Ф‏ دیده می شود که چون نمودار همواره بالای محور »ها است (یعنی همواره (olf < o‏ لذا 


تابع f‏ همواره اکیداً صعودی بوده» ضمناً چون به ازاء » > x‏ نزولی است لذا o‏ < و بنابراین تقعر منحنی به سمت 
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اننگرال 


انتگرال معین: 
تعریف: فرض می‌کنيم تابع در فاصلة بسته [a,b]‏ پیوسته و نامنفی باشد. یعنی ۰ < Wx Є [а]: (х)‏ به عبارت معادل. 
نمودار؟ در فاصله (УЫ [a,b]‏ محور ×ها باشد. در این صورت منظورمان 
از نماد к) а‏ (بخوانید انتگرال از ба‏ ی 0( مطابق شکل 

a 
خطوط‎ зах لو محور‎ = f(x) مساحت سطح محصور بین نمودار‎ 
2 b ×و طا = می‌باشد.‎ = а 
را حدود انتگرال‌گیری می‌نامیم. 0 نشانگر آنستکه‎ b می‌گوئيم. 2 و‎ b نسبت به متغیر ×از ۵ تا‎ ٤ به این انتگرال» انتگرال معین‎ 
به معنای جمع یا مجموع و‎ Sum متغیر انتگرال الگیری «است. نماد | را که در واقع یک کشیده است و حرف اول کلمه‌ی‎ 
به معنای سطح می‌باشد) برای اولین بار لایب نیز ریاضی‌دان آلمانی به کار برده است.‎ surface 
(خطی‎ (c> ۰( = c L f@) = c مثال ۱: برای یک تابع ثابت مثبت‎ 
بر فاصلة‎ f موازی محور طولها و بالای محور طولها » انتگرال معین‎ 
сах =c(b-a) برایر است با:‎ [a,b] 
مساحت مستطیلی به اعد - طاوهاست.‎ | ai در واقع‎ 
ТОКОЛ ООЛУ УГ ОЛ зо а С 
مساحت یک ذوزنقه.‎ b مساحت یک مثلث و‎ 


yC 


й 
حساب کنید؟‎ | (x + ۱( × ) مثال: الف‎ 
3 


۲ 
مثال: dx (o‏ | را حساب کنید؟ 


|; ۶ 1х و‎ S= 
۲ 
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b 2‏ 
6 اگر a = b‏ باشد. آنگاه انتگرال معین f(x) ах‏ | برابر مساحت یک پاره‌خط می شود که برابر صفر است لذا با فرضص 
a‏ 
اينکه a >f‏ = > تعریف شده باشد داریم: 
Y‏ 2 
مثال: • = f f(x)dx = ۰ f х'ах‏ 
a‏ 


1 
әй‏ اگر b < a‏ باشد. آنگاه از تساوی زیر استفاده می‌کنيم: 


انتگرال معین توابعی که منفی هستند 

JUSI‏ معین f(x)dx‏ ”| را به عنوان مساحت 4-0 بين نمودار f(x)‏ = و محور »ها و خطوط X = b ух = a‏ در 
a‏ 

شرایطی تعریف کردیم که: 

الف) برای هر ×بین х) < ° b за‏ 

ب) ظا a<‏ 


b 
a 


مساحت محصور بين sÍ‏ محور DX‏ (زیر محور (X‏ خطوط эх = a‏ 
b‏ = × تعریف می‌کنيم لذا JUSI‏ معین در اینحالت عددی منفی خواهد 
b‏ 
f f(x)dx = -S‏ 
a‏ 
بنابراین در اینگونه موارد برای محاسبهٌ مساحت بایستی قدر مطلق انتگرال را محاسبه کرد. 
۳ 
x dx шь‏ | را محاسبه کنید؟ 
۱ 
ç‏ 
xY‏ - ۳ 
ке уы б айы ш?‏ | 
Y‏ ۳ | 
еда š ung‏ وقتی نمودار یک تابع در قسمتی از یک فاصله بالای محور »ها )° < (f(x)‏ و در قسمتی دیگر زیر محور L) DX‏ 
پائین محور ها )° > (к)‏ باشد در این صورت برای محاسبهة انتگرال معین در این فاصله انتگرال معین oala‏ شده را به 


аб, حاصله رابا هم جمع‎ gali مثبت و منفی آن تجزیهکرده‎ йм 
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А 
f + E ال‎ 
К" Y 


š 
Haxe f + ۲ qk 
۲ _ Y 


о ЖОЕ. 

Е =ё ۴ 

مثال: اگر نمودار تابع به صورت مقابل باشد. مطلوبست محاسبة انتگرالهای زیر: 
۲ 

A || (к) = -s, = - 20 = -r 


f уь ЭВ 


_ + Y Y 


f к= f max, д) ак =, 4(-s j= 
ОТЕРИ кү ТУ, 
می‌توانیم برای آن انتگرال معین تعریف کنیم.‎ 

توابعی که پیو سته هستند را اصطلاحاً توابعی خو شرفتار و توابعی که ыз‏ سته نیستند را توابعی بد رفتار می‌گویند البته برخی از 
توابع مانند تابع پل ای گرچه در بعضی از نقاط ihol‏ مورد نظر ممکن است ناپیوسته باشند. ولی این توابع چندان هم بدرفتار 
نیستند. در چنین حالتهائی فاصله (حدود) انتگرالگیری را در نقاطی از (А208) iala‏ انتگرالگیری, که تابع در آن نقاط پیو سته 
نیست» تجزیه کرده و فاصله‌های کوچکتری بدست می‌آوریم که تابع مفروض در هر یک از این فواصل پیوسته باشد. سپس 
sb‏ آنچه تا کنون گفته‌يم.انتگرالگیری می‌کنيم. 


۲ 
مثال: 4[ | را حساب کنید؟‎ 
-\ 
Y š ۱ ۲ 
f КІФ = f КІФ + f Jax + f [x]dx 
E -\ -\ ° ۱ 


۳ ۴ 
‚ | КІФ + f K]dx = -۱1+ ۰+ ۱+ ۲+۳ = ۵ 
۲ ۳ 


البته به کمک 23 .+ مساحت بسادگی می‌توان جواب را بدست آورد. 


f jax = f К+ f К =-зу+зү=-\+#=0 


G Z ¿ À X 
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۱ 
مثال: ۱/۵ Грк‏ | را محاسبه کنید؟ 
۱ 


۱ 


клк f + Е 


\ 


5х -\<. <) -\|=\-х у = [Үх](\-х) 


Y 


>у=‹(\-х)=. 


Y 


| ۱ 


20 موم: در این بخش» انتگرال توابع ساده‌ای که نمودار آنها حطی يا قطعه‌ای خحطی است را به کمک مساحت. محاسبه 


کرده‌ايم. اکنون این سؤال پیش می‌آید که هر گاه نمودار یک تابع به صورت منحنی باشد. انتگرال معین ОЇ‏ چگونه محاسبه 


=> ۱> ۲۲ > ۲ >у=\(\-х)=\-х 


\ 
Y 
3 
Y 
\ 
Y 
\ 
Y 


می‌شو د. بعنوان مثال xY dx‏ ] (در شکل زیر) چچگونه محاسبه می‌شود؟ 

واضح است که ٩‏ = × "× ]اما چون سطح ایجاد شده یک مثلٹ با 

یک ذوزنقه و یا شکلی نیست که بسادگی بتوان مساحت آنرا محاسبه کرد 

لذا نمی‌توان مساحت قسمت هاشور خورده را حساب کرد. در این حالت 

از روش فنا استفاده می‌کنيم. در این روش مساحت زیر نمودار این تابع را 

با محاسبهٌ مساحت مستطیلهای زیر منحنی (نقصانی) و بالای منحنی 

(اضافی) محاسبه مي‌کنيم. البته چنانچه تعداد این مستطیلها را به بینهایت ke‏ دهیم به نحوی که مساحت هر مستطیل L)‏ 
قاعده (ОЇ‏ به صفر میل کند. در حد مجموع. مساحت مستطیلها برابر مساحت زیر نمودار یعنی انتگرال مورد نظر است. در 


قسمتهای بعدی از این روش بعنوان اساس تعریف انتگرال معین استفاده می‌کنيم. 
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انتگرال معین: 

تقریب نقصانی و اضافی سطح زیر منحنی: 

فرض می‌کنيم تابع fx)‏ = ل در بازه‌ی [а,Ь]‏ تابعی پیوسته و نامنفی باشد )° < (Vx  ]2,0[:100‏ یعنی نمودار در این 
فاصله بالای محور (ах‏ باشد) می‌خواهیم مقدار تقریبی سطح محصور بین نمودار و محور »ها و دو خط Lx = D sx = a‏ 
پیدا کنیم. به طور کلی می‌دانيم مساحت هر مستطیل برابر حاصلضرب طول در عرض آن است. 

حال برای اینکه مساحت سطح زیر نمودار ° > f@)‏ = لرا در بازه‌ی [ab]‏ پیدا کنیم. سطح را با مستطیلهایی می‌پوشانیم و 
مجموع مساحتهای این مستطیلها را حساب می‌کنيم. بدیهی است که برای بسیاری از این سطوح» این عمل امکان‌پذیر نیست و 
ш‏ از-سطحبافی می‌ماند (عریب قصای) و ш‏ می‌شويم سظخ بیشتری را پپو‌شالیم که تعریب اضافی به دست 
می‌آید. 


به دو شکل زیر توجه کنید. 


< 


ی 


N 


А 


Ù 


Г 


С“ / әд 
222222 


N 
` 
۱ 
x 


OM O 


Š s s ss s S 


> 
Si 


در واقع» بازه‌ی [ab]‏ را به 2 زیر بازه‌ی 
K.X] Bx], ЕЕ ‚[Х„-\,Хв]‏ 


تقسیم می‌کنيم. برای سهولت طول این بازه را مساوی و برابر Ax‏ اختیار می‌کنيم. در این صورت داریم: 
b-a‏ 


AX=X,-X,=Xy-X,=..=X, X, =.= Xn -Xai 7 


1 
x= а 


x= a+ Ах 


x= a+ YAx 


X. = a+ (1- \) Ax 


bes 
n 


x= a + 1۸ > x= a + ( 
x= a+ nAx 


حال اگر تابع ۶ صعودی باشد (مانند شکلهای فوق» آنگاه تقریب نقصانی و اضافی مساحت به ترتیب عبارتست از: 
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Z. 


2 : هرگاه تابع ٤‏ در بازه‌ی [a,b]‏ فقط صعودی و یا فقط نزولی نباشد (شکلهای زیر) باز هم تقریب نقصانی و اضافی به همان 


10 
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اد 


واضح است که در هر دو حالت داریم: 
y‏ در بازه‌ی [ab]‏ می‌باشد. 
طریقی که تعریف شدند. قابل تعریف‌اند. 


مثال: ماشینی ۵ ثانیه پس از ترمز گرفتن 


حال اگر ‏ نزولی باشد. آنگاه عکس این مطلب را داریم: 
یعنی مطابق شکل جاری تقریب نقصانی و اضافی عوض می شوند. 


Ах х.) + Axf(x,) + ... 
Ах (х) + Ах (ху) +... 


[77 


СЛ 
£ — 
4 


توجه کنید که عرض همه‌ی مستطیلهاه کد است و طول مستطیلها برابر Жуу у‏ 


Е 
В) 
| 
Y 
М 
] 
) 
a, 
М 
۳ 
۰ J: 
j 
y 


مجموع مساحتهای مستطیلهای پائینی 
مجموع مساحتهای مستطیلهای بالائی 


Дб уе 


e 


حال اگر با افرایش an‏ (کاهش طول زیر بازه‌های Box]‏ یا تظریف (ظریفتر کردن) افران این دو مقدار به هم نزدیک شوند و 
می‌ایستد. سرعت در لحظات مختلف این ۵ ثانیه در حدول مقابل امده است. 


در واقع هنگامیکه еп > ç‏ می‌کند» هر دو به یک эде‏ حقیقی ka‏ کنند» آنگاه این эде‏ حقیقی» برابر مساحت زیر نمودار 


تقریب نقصانی مساحت 
تقریب اضافی مساحت 
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مطلوبست تقریب اضافی و نقصانی برای مسافتی که ماشین در عرض این ۵ ثانیه طی می‌کند؟ 
حل: چون تابع سرعت در فاصله [۰,۵] نزولی است لذا: 
[(م6؟ + .. + Ах)‏ = تقریب نقصانی مساحت 
=Ê? (Yo + Ye + 1۲/۵ + ۵ + °) = ۶۷۵ m‏ 
Ах) + ... + 10([‏ = تقریب اضافی مساحت 


= Š ffp + Yo + Yo + ۱۲/۵ + 0] ۱۱۱/۵ m 


مثال: مقدار تقریب نقصانی مساحت زیر منحنی — = by‏ بین ۱ تا ۳ برای ۴ 9 بیابید؟ 


ЛА Etal نزولی‎ [DY]: f حل:‎ 


ЕЕ Е е If) + ... + f] 


Ax (fR) + 10( + f(x.) + f(x;))‏ = تقریب نقصانی 
o)= f‏ +++( = 
Ax (fx) + f(x) + f(x) + хә)‏ = تقریب اضافی 
+Y)= AY‏ ++ @\= 
مثال: مطوبست تقریب نقصانی و اضافی مساحت ربع دایره‌ی واحد (۱ = О y"‏ برای ۴ = «. 


Ах (f(x,) + f(x.) + f(x) + 10(( х ۱‏ = تقریب نقصانی مساحت 


v AN Y NV 
-(—— — سس‎ +° 
Е ۴ 
تقریب اضافی مساحت‎ = Ax (fix) + хх) + ху) + f(x.)) y=+N \-х!' 
N 10 N Y N V 
توا‎ ыг 


۴ 


نزو 


) у= \-х' 


لی 
TET‏ 


معادله نیمدایره‌ی بالائی ) 
تعریف انتگرال معین: 
تعریف دقیق انتگرال معین تو سط ریمان (Gerorge Frederic Bernard Rieman)‏ ,)1826-1866( ریاضی‌دان برجسته و 
بزرگ آلمانی در قرن نوزدهم بیان شد. 
تعریف مجموع ریمان پائین و مجموع ریمان بالا: فرض می‌کنيم تابع ]در [ab]‏ پیوسته باشد. باز [a,b]‏ را مطابق قبل به 


b زیر بازة مساوی تقسیم می‌کنیم (طول زیر بازه‌ها می‌تواند. ©„ مساوی نیز باشد. اما برای راحتی» معمولاً طول آنها‎ П 
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مساوی می‌گیرند)» چون بر [2,0] پیوسته است لذا ٤بر‏ هر زیر 56 [a,b]‏ مانند [Х,а Xi‏ نیز پیوسته است و طبق قضیه‌ای که 
در مبحث پیوستگی بیان کرده‌ايم (هر تابع پیوسته در یک bjb‏ بسته Min‏ و Max‏ مطلق دارد)» در هر یک از بازه‌ها دارای یک 
Min‏ مطلق و یک Max‏ مطلق است. فرض می‌کنيم. به ازاء هر П‏ > 1 < ۱ (10و afu)‏ ترتیب مقادیر Min‏ مطلق و Max‏ 
مطلق تابع ]در بازة [хх]‏ باشند. (سعی کنید مفهوم (101و f)‏ را در هر بازه بفمید. این >l‏ بسیار مهم است) در این 


صورت مجموع ریمان پائین و مجموع ریمان بالای تابع ٤بر [a,b]‏ را به ترتیب با LO‏ (8) ,لا نمایش داده و آنها را به صورت 
زیر تعریف می‌کنيم. )1 La (0): = ۷ ( + Ax 1,) +... + Ax‏ 


= 3 Axfl)= Ax 


і = \ 


U. 


گاهی مجموع ریمان بالا را بالا ریمان و مجموع پائین ریمان را پائین ریمان نیز می‌گویند. 
تعریف مجموع ریمان: اگر همان افراز بالا را برای تابع 1 در نظر بگیریم» (Су‏ زیر را Се‏ ریمان تابع بر بازه [a,b]‏ 


می‌گوئيم و آن را با نماد R (f)‏ نمایش می‌دهیم. 


Ra (£) = Ах с) + Ах) +... + Ахл) 


که در آن c‏ نقطة دلخواهی در 96 [к‏ است. 
А‏ مهم؛ چون به ازاء هر ف رابطة f(c) < (и)‏ < )1( برقرار است لذا همواره داریم: 
L ($) < R (9 > U (f)‏ 
تبصمره: اگر تابع of‏ بازۀ [a,b]‏ پیوسته نباشد. ولی برای هر یک از بازه‌ها؛ مقادیر Мах‏ مطلق و Min‏ مطلق وجود داشته U‏ 
ЕИО‏ 
تعریف انتگرال ریمان بالائی و انتگرال ریمان پائینی تابع ]بر а,Ь]‏ انتگرالهای ریمان بالائی و پائینی تابع ]بر [аЬ]‏ 


را به ترتیب با نمادهای f‏ ]و | نمایش داده و آنها را به صورت زیر تعریف می‌کنيم. 


"b 
| f:=lim U,()=inf,U,(f) 


b 
سنا‎ Ln(f) = SUP, )ما‎ 


که در آن‌ها SUP inf,‏ به ترتیب به معنی اینفیمم و سوپریمم مجموعه اعداد 5( UO L‏ هستند» ضمناً P‏ می تواند» همه 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


انديشه برتر / ۶۸۳ 


افرازهای ممکن [a,b]‏ را اختیار می‌کند. 

یارآوری: در واقع دنبالة {UO‏ دنباله‌ای نزولی و کراندار است و لذا به اینفیممش همگراست و دنبالة (L. (f);‏ دنباله‌ای 
صعودی و کراندار است و لذا به سوپریممیش همگراست. 

olim 1 )8( انتگرالپذیر (انتگرالپذیریمان) گوئیم هرگاه‎ [аЬ] را بر‎ f تابع‎ [ab] بر‎ f انتگرال ریمان تابع‎ йз уал 


U (f)‏ 7 هر دو مو جود و مساوی باشند لذا: 
П +00‏ 


[ab] >f e lim Ln(f] = іт U, (f) = LER‏ انتگرالپذیر است. 


مقدار مشترک این دو حد را انتگرال معین تابع ٤‏ بر [a,b]‏ می‌نامند و آنرا با نماد к) а‏ نمایش می‌دهند تعریف فوق 
معادل تعریف زیر است. l‏ 
تعریف: ؟ بر [a,b]‏ انتگرالپذیر است اگر و فقط اگر که داشته باشیم: 

f " f(x)dx = [ f(x)dx 
К را مقدار مشترک انتگرالهای بالائی و پائینی تعریف‎ f انتگرالپذیر باشد انتگرال معین‎ [a,b] در این حالت» اگر بر‎ 
k f(x)dx = | f(x)dx = 3 f(x)dx یعنی:‎ 
7 انتگرالپذیر باشد) آنگاه با توجه‎ Bi f دو موجود و مساوی باشند (یعنی‎ alim La (f) slim Un (f) اء هرگاه‎ &й 
انیزموجوداستومقدارش برابر‎ R. (ft) 1ء طبق اصل ,3 (قضیۀ ساندویچ).نتیجه می‌گیریم که‎ (f) > نامساوی():1] > (1) مک[‎ 


است با مقدار مشترک دو حد فوق, لذا در این حالت می‌توان گفت که اگر ]بر [a,b]‏ انتگرالپذیر باشد. آنگاه هر یک از سه حد 


b 
خواهند بود. یعنی در این حالت:‎ f f(x)dx فوق موجود و برابر‎ 
a 


im 1.0) —lim U(f) =lim R(= Í к) 


n +00 


а 
هر سه به (»)۴ ”| همگرایند. بنابراین در چنین‎ ELDI و‎ (R,(9) و‎ (0,0) а d aE در واقع برای هر‎ 
کافی است فقط یکی از سه حذ فوق را ی‎ [ab] مواقعی برای محاسبهٌ انتگرال معین بر‎ 
به هر متغیر دیگری نیز تبدیل کرد بنابراین همواره‎ DX چون حد مجموع ریمان به متغیر × بستگی ندارد لذا می‌توان‎ Р ته‎ 
/ f(x)dx = / f(t)dt = [ f(u) du =... сар 
Ы و مجموع ریمان پائین را بربازه [۰,۱] برای یک افراز منظم‎ УЬ مجموع ریمان‎ (х)  عبات مثال: در مورد‎ 
آورید. سپس "× ۰ | را بوسیلة حد مجموع ریمان بالاو حد مجموع ریمان پائین حساب کرده و نتیجه را بیاکنید؟‎ 
Berate tus دراه‎ Samal karaa 
i 9-2 ۱-۰ ۱ 


n n n 
Min صعودی است. لذا‎ ]۰,۱[ $L در‎ f توجه به اینکه‎ L) مطلق ]را در هر بازه بدست آوريم‎ Мах مطلق و‎ Min حال اگر‎ 


مطلق در ابتدای بازه و Мах‏ مطلق در انتهای بازه حاصل می شوند) خواهیم داشت: 


x < 9+ (і - A= 


. 1 
,X; =a Ax =— , Ax 
n 
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O s>‏ مقدار دو А>‏ فوق مساوی شدند. نتیجه می‌گیریم که بر [s A]‏ انتگرالپذیر است و 


а‏ البته اگر مقدار این انتگرال را با توجه به قضية اساسی دوم حساب کنیم خواهیم داشت: 


۱ Pai 
| х'ах =% 22 
Yay Y 


مثال: مطلوبست مجموع ریمان بالاو مجموع ریمان پائین تابع — = 100 بر با N]‏ برای ۴ n=‏ 


حل: ابتدا باز؛ [۱,۳] را به ۴ قسمت مساوی تقسیم می‌کنيم لذا: 


> 
t 
| 


X =‏ 
К 5 . 8 ç ` d _ =| P‏ ۳ > » 
چون — = АР GO‏ [۱,۳] نزولی است پس Min‏ مطلق‌ها در انتهای بازه و Max‏ مطلق‌ها در ابتدای بازه حاصل می‌شوند 


LÐ = Ax (1) + 11) + E + f(0) تایراین؛‎ 


L; (E) = Ax (бх) + f(x.) + ху) 60) 
Ж E 
۴ ۵ Fo 
U, (£) = Ax (£(u,) + (и) +f(u,) + {(и,)) 


«|» «|o «|6 ام‎ 


+ 
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= Ax (f(x.)+ f(x) + у) + f) 


= 
дй‏ کید که ون طابرابر ۴ ات جوانها با یکدیگر کمی اعات аш.‏ اما اک Ша кың‏ کا دو جوات уа)‏ 


انتگرالپذیری E‏ با یکدیگر یکی خواهند شد البته تابع مزبور بر [YY]‏ انتگرالپذیر هست. 

slim La(f) انتگرالپذیر باشد آنگاه‎ [a,b] ممکن است با هم مساوی نباشند اما اگر بر‎ U (f) واضح است که (),بآو‎ әй 

т U(f)‏ (نه خود UA >L. (f)‏ با یکدیگر مساوی خواهند شد. 

تزگر بسیار بسیار مهم: اگر تابع f‏ بر [ab]‏ پیوسته باشد. آنگاه f‏ در این بازه انتگرالپذیر است. 

ИР,‏ اگر تابع f‏ بر [a,b]‏ پیوسته )9 لذا انتگرالپذیر) باشد. آنگاه برای محاسبة f’ f(x)dx‏ فقط محاسبه حد یکی از 
а‏ 

مجموعهای ریمان کافی است. 

2‚ موم: می دانیم پیوستگی یک تابع شرطی لازم برای مشتق‌پذیری OÍ‏ تابع است. اما این شرط کافی نیست (مثال نقض: تابع 

|х|‏ = ۷ در نقطة » پیوسته است ولی در این نقطه مشتق‌پذیر نیست) در حالیکه» برعکس مشتق‌گیری» پیو ستگی» شرطی 

کافی برای انتگرالپذیری است ولی لازم نیست. یعنی لزومی ندارد که یک تابع مانند ٤‏ در یک فاصله پیوسته باشد تا در آن 

فاصله انتگرالپذیر باشد. به عبارت دیگر یک تابع ممکن است در یک فاصله پیوسته نباشد ولی انتگرالپذیر باشد به مثال زیر توجه کنید. 


‚(х°) E 
مثال: تابع‎ 


| کا بر [۱,۱-] در نظر بگیرید. واضح است که این تابع در[ ۱,۱-] پیوسته یت 
‚(х = °)‏ \ 
(زیرا در o А5‏ متعلق به این بازه پیوسته نیست )اکنون نشان می دهیم این تابع در [۱,۱-] انتگرالپذیر است. برای نیل به 


این هدف بازة [۱,۱-] را به П‏ قسمت مساوی تقسیم می‌کنيم و مجموع ریمان پائین و بالای ٤را‏ در این بازه بدست 


к‏ ع سر 
هنگامیکه بازة مزبور را به قسمت مساوی تقسیم می‌کنیم. ممکن است 9 درون یکی از زیر بازه‌ها مثلاً [хх]‏ قرا ر گیرد و یا 
ابتدا و انتهای دو زیر بازه به صورت [ ,]و ]| [°х,‏ قرار گیرد. واضح است که Min‏ مطلق در تمام زیر بازه‌ها در هر دو 
الت بار su ka‏ ا := )°+ ...+ * +<( 3= La (E) = Ax (f(1) + f(1) +... +f(ln))‏ 
اما Max‏ مطلق Ё‏ در حالتی که ۰ درون یکی از زیر بازه‌ها [x у] ЭЧ»‏ قرار بگیرد در این زیربازه برابر ۱و در Ai‏ زیر بازه‌ها 


برابر » است و در حالتی که АБ ٠‏ انتهائی و ابتدائی J)‏ دو زیر بازه مانند ]6 ]و ху]‏ °[ قرار بگیرد» در این دو زیربازه 


برابر او Li ya‏ زیر بازه‌ها برابر ٥‏ است. لذا: 
Y‏ 


UO = Ах (ео +... ot Y+ o + ...+ o) = —‏ > در بخالت اول 
n‏ 


U (f) = Ax (e + c+ ..+ e + ۱+ EEE ES‏ > در حالت دوم 
n‏ 


۴ 
° < U (f) < هموارهت‎ 
= lim L (f)= • һ (0 п 2 (Бас 
П —o 


Y ; 
۰ <U (> > lim (=: 


АС n — 0 
2054.28 طبق‎ 
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جون ۰ )ها dim Pa‏ لذا ٤‏ بر [۱,۱-] انتگرالپذیر است و ۰ = х)йк‏ 1 است 


f (к)йх = f 1000 f (к)йх = f 


° \- ° \- \- 
айд‏ مهم: (شرط ریمان برای انتگرالپذیری): ٤‏ بر [a,b]‏ انتگرالپذیر است اگر و فقط اگر که به ازاء هر ° < E‏ مفروض» یک 


افراز مانند p‏ از [a,b]‏ یافت شود (موجود باشد) بطوریکه: € < U, - L,(‏ 
این شرط را شرط ریمان» جهت انتگرالپذیری می‌گویند. 

sA‏ همانطور که دیدیم پیوستگی یک تابع مانند f‏ در یک فاصله مانند [a,b]‏ شرط کافی برای انتگرالپذیری آن تابع در آن 
فاصله بود. به کمک شرط ریمان برای انتگرالپذیری» 428 زیر را که یکی دیگر از شرطهای کافی برای انتگرالپذیری یک تابع 
بر یک فاصله را ارائه می‌دهد. می‌توان بسادگی اثبات کرد. این شرط یکنوا بودن f‏ بر [ab]‏ است. 

قضیه؛ اگر [a,b] >f‏ یکنوا باشد. آن گاه #بر [a,b]‏ انتگرالپذیر است. 

р,‏ در بعضی از کاربردها؛ حائز اهمیت است که نشان دهیم یک انتگرال وجود دارد. گرچه ممکن است محاسبهٌ مقدار 
واقعی انتگرال. یک مسأله مشکل و یا گاهی غیرممکن باشد. اگر بدانیم یک انتگرال موجود است. غالباً می‌توانیم یکی از 


روشهای بسیار متعدد تقریب مقدار انتگرال (قاعدة ذوزنقه‌ای. 6.2015 سیمیسون و ...) را به کار ببریم. 
Sinx‏ 
хш.)‏ لا 


۱ 
x‏ 1 -(نشان دهید f f(x)dx‏ یرد تا رت 


۱ (х= •) 


واضح است که به ازاء ° Х E‏ پیوسته است. حال ثابت می‌کنيم در ° نیز پیوسته است. 


مثال: با فرض 


sinx Я :‏ 
پس ]در ٥‏ نیز پیو سته است. ف 
ута ТК | а '‏ 
و لذا بر [۱,ه] پیوسته است بنابراین ٤بر‏ ]\,°[ انتگرالپذیر است. یعنی f(x)dx‏ | موجود است. 

۰ Y 

مثال: ثابت کنید F kx‏ | موجود است؟ 
حل: واضح است که بر [۲, ۰]پیوسته نیست. ولی چون ادر این ¿ فاصله یکنواست (در واقع صعودی است) ЫР‏ قضیه قبل f‏ 
بر [۰,۴] انتگرالپذیر است و بنابراین [Х]йх‏ ` | موجود است. 
قضیه: اگر ٤بر [a,b]‏ کراندار باشد و بر این بازه دقیقاً یک نقطة ناپیوستگی داشته باشد آنگاه #بر [a,b]‏ انتگرالپذیر است. 


مثال: تابع HH 4.205 f&a) = == [х]‏ انتگرالپذ یر است . زیر این تابع در این فاصله کراندا راست و فقط در \ = = > ناپیوسته 


قضیه: اگر ؟بر [a,b]‏ کراندار باشد و بر این بازه فقط تعدادی متناهی Аад‏ ناپیوستگی داشته باشد آن گاه باز هم #بر [ab]‏ 
انتگرالند یر дә}‏ 

مثال: تابع F']‏ = 100 در بازة [ ۱۰ 5,4[ انتگرالپذیر است. زیرا این تابع در این فاصله کراندار است و تنها ده نقطه 
ناپیوستگی دارد (که عبارتند از ۱ Ye... | У,‏ |( 
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ویژگیهای انتگرال معین 
S‏ ویژگیهای زیر به شرط وحود انتگرالها برقرار می‌باشند. 
) اگر f(a)‏ تعریف شده باشد D)‏ € ھ باشد) آنگاه: ۰ = f(x)dx‏ 


f(x)dx = - ۸ f(x)dx انتگرالپذیر باشد آنگاه:‎ [a,b] اگر #بر‎ G 


b 
| 5-۷-۲6 
i a 
(KER) Í Ках = K(b - a) ۵ 
[ кх (۵: =K f’ f x) dx انتگرالپذیر باشد, آنگاه‎ [a,b] pf هرگاه‎ ۶ 


این خاصیت را خاصیت همگنی انتگرال معین می‌گویند. (K € R)‏ 


(У‏ هرگاه توابع و ع هر دو بر فاصله [a,b]‏ انتگرالپذیر باشند آنگاه توابع g‏ ± نیز „ [ab]‏ انتگرالپذیرند و 
b b b‏ 
f (f(x) +g(x))dx = f f(x)dx + f g(x) dx‏ 


در ار ین JU‏ اگر K, ‚К, € R‏ باشند. آنگاه 16۵ K f‏ نیز بر [a,b]‏ انتگرالپذیرند و 


[ (К.х) К, с(х))ах = Kf f iK а x) dx 


این خاصیت را خاصیت جمعی بودن релә JUSI‏ می‌گویند. 
(A‏ هرگاه ابر [a.b]‏ انتگرالپذیر باشد و 9 «a < c<‏ آنگاه f‏ بر [a,c]‏ و [c,b]‏ نیز ый A JS‏ 9 


| f(x)dx = T f(x)dx + i f(x)dx 


a a 


| f(x)dx - j f(x)dx = |. f(x)dx در این حالت داریم:‎ 

И И‏ کر ون شاج E E К Ыы‏ قاری اس شامل هو و ه انتگرالپذیر 
باشد و یا بر بزرگترین بازه بین [а,6]‏ و [0,6] و [a,c]‏ انتگرالپذیر باشد. باز هم تساوی فوق برقرار است. 

٩‏ اگر ۶بر [a,b]‏ انتگرالپذیر باشد و [cd] C [a,b]‏ آنگاه ]بر [cd]‏ انتگرالپذیر است. 

۰ اگر f‏ و بر [اره] انتگرالپذیر باشند و به ازاء هر x € [a,b]‏ داشته باشیم: (х) < р(х)‏ آنگاه 
Ü f(x)dx < В g(x) dx‏ 

\\( اگر ‏ یک تابع انتگرالیذیر نامنفی بو [ابه] باشد یعنی: ۰ > (100: Vx € [a,b]‏ 

آنگاه ۰ < fon x)dx‏ یعنی اگر نمودار ؟بالای محور »ها باشد. انتگرالش نامنفی است. 

۲) اگر f‏ یک تابع انتگرالپذیر نامنفی بر [ab]‏ باشد و در نقطه‌ای مانند ,از این بازه پیوسته و مثبت باشد آنگاه: 


f f(x)dx < ۰ 
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b 2‏ 
۳) اگر ؟ یک تابع انتگرالپذیر نا مثبت بر [a,b]‏ باشد یعنی ° < Vx € [a,b] : х)‏ انگاه »< f(x)dx‏ 1 یعنی اگر 
a‏ 
نمودار پائین محور »ها باشد. انتگرالش منفی یا صفر است. 
۴ اگر ؟و ع h‏ توابعی انتگرالپذیر بر [a,b]‏ باشند و به ازاء هر از این بازه داشته باشیم: Ң(х) < fGO < р(х)‏ آنگاه: 


b b b 
| h(x)dx < | f(x)dx < f g(x) dx 
نیز بر این فاصله انتگرالیذیر است و‎ | fl آنگاه‎ aib انتگرالپذیر‎ [a,b] اگر بر‎ ۵ 


< і“ f(x)dx <f | tx) | а 


pi f(x)dx | < ШЕЕ > = Јек а 


1л 
Y 
مثال: ثابت کنید:‎ 


J 


Е 
А 


їп їп 
| | cos“ x | dx ۱ 
л 
ç 


л 


ç 
در حالت کلی برقرار نیست.‎ E ES فوق‎ E تژّلره عکس‎ 
۱ , (xc Qn [a,b|) Gea; 


(Q'= R - Q) х) = |‏ در 4.26 [a,b]‏ انتگرالپذیر نیست. اما تابع ثابت 
„(xe Q In|a.b])‏ 4 
\ = |۴0 | در 426 [a,b]‏ انتگرالپذیر است. 


&É‏ مهم: کرانداری یک تابع در یک فاصله شرط لازم برای انتگرالپذیری آن تابع در آن فاصله است ولی کافی نیست. 
лао‏ مه е‏ 1 
توا ماب ЕИО ше ы‏ ال ы ш AS ооо ааа‏ 

, (x=: 
ае طرفی‎ 
{х= °) 


jl lim х) =ч 


K: وب‎ 


f( J= |‏ در 53 [۱,۱-] کراندار است. در حالیکه دیدیم در این فاصله انتگرالپذیر نبود. 
۱ 
GÉ‏ (عکس نقیض ES‏ قبل): اگر تابع f‏ در فاصلة [a,b]‏ انتگرالپذیر ریمان SU‏ حتماً در این فاصله کراندار است. 
تبصره: در آنالیز ریاضی و ریاضیات عالی دانشگاهیء شرط لازم و کافی برای انتگرالپذیری یک تابع» کرانداری آن تابع بر 


[a,b]‏ بیان شده است. جهت آشنایی بیشتر به کتابهای آنالیز ریاضی رودین» آپاستول بارتل و آشنائی با آنالیز ریاضی ویلیام ر. 


مجموع پائین و بالای ریمان برای توابع یکنو: 


سعی کنید دو قسمت (الف) و (ب) در ذیل راء به همراه دو نکته‌ی بیان شده برای آنهاء به خاطر بسپارید. 
الف) اگر >f‏ [2,0] پیوسته و صعودی باشد در این صورت به ازاء هر П‏ > 1 > ۱ داریم: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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n 1-۱ 
=> Axfx )= 2 AxI(x;) 


і = ۱ 


5 Ax f(x;) 


і = ۱‏ 
11 موم : هرگاه ؟ در بازه‌ی [a,b]‏ پیوسته و صعودی باشد داریم: (f) = Ax(f(b) - f(a))‏ ما - )£( Un‏ 


ب) اگر ؟ در فاصله [a,b]‏ پیوسته و نزولی باشد در این صورت به ازاء هر 0 > Si‏ | داریم: 


لذا بر عکس حالت صعودی خواهیم داشت: 


کلته‌ی مهم هرگاه f‏ در بازه‌ی [а,Ь]‏ پیوسته و نزولی باشد. آنگاه: (1)0- Ax(f(a)‏ = ()ما - U, (f)‏ 

تزلم: اگر یک تابع در قسمتی از یک فاصله صعودی و در قسمتی دیگر نزولی باشد. بایستی در محاسبه U (Ü) JL E)‏ دقت 
بیشتری نمود و طبق تعریف» مجموعهای ریمان را حساب کرد. 

مثال: مجموع ریمان پائین و بالای تابع f(x) = sinx‏ را در بازه‌ی л]‏ °[ برای ۶ n=‏ بیابید؟ 


۲ ‚Л А ; ۲ А а 
است لذا:‎ 895 54] А205 صعودی و در‎ [° Zt] در فاصلة‎ f حل: چون تابع‎ 


> 
مثال: bf cosxdx‏ به دو طریق محاسبه کنید؟ 


الف) به کمک قضية اساسى دوم ب) با استفاده از حد مجموع ریمان YL‏ 


л 


= 
f cosxdx = sin x ] = \ الف)‎ 


ب) 


X = 4+ 1A) = 0+ =— i 
Yn Үп 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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چون در[ ,°| نزولی است لذا در هر زیر بازه مانند [x ү]‏ داریم: 


2 COS ° + cos 2 + 17 + وم‎ E Fi „soos 2—07 tos 2ا‎ 
Үп Үп Үп Үп 


[Ysin = + Ysin Z cos Z +Ysin Z cos аш + Үѕіп “cos ш + 
n fn Үп fn Үп fn Үп 


тет A 
Yn 


T cos (n- Y)z Рв Ysin cos 2-07]‏ 
fn Yn‏ 
حال عبارتهای حاصلضرب داخل کروشه را به جمع تبدیل می‌کنیم. 


(Үѕіпа cosb = Yx — ` [sin(a +b)+sin(a-b)] ,sin(-a) = -sine 


л 
U, )( = — [Ysin > +їп Z - sin Z +sin 27 - sin 17 + sin Z - sin 07 + 
Ysin Z fn fn fn fn fn fn fn 
Yn 


... Hin оп Hz T sin Cn зи T sin n Jz Jr _ sin a Hz "j 
n n n 


قضیه (کران پائین و بالای انتگرال): هرگاه تابع ٤‏ در بازه‌ی [a,b]‏ پیوسته و M ут‏ به ترتیب مقادیر Min‏ و Max‏ مطلق تابع 
1 
این بازه باشند» آنگاه: 

> ML; 


n(b-a) <f f(x)dx وی‎ 


دو مقدار m(b-a) s M(b-a)‏ به ترتیب یک کران بالاو یک کران پائین برای хәм í х)ах‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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узад‏ هندسی: 
m(b - a)‏ = مساحت مستطیل کوچک 
b‏ 
f f(x)dx‏ = مساحت سطح زیر منحنی 
M(b - a)‏ = مساحت مستطیل بزرگ ۲ 
b-a‏ 


همانطور که دیده می شود مساحت زیر منحنی از مساحت مستطیل بزرگتر» کمشس و از مساحت مستطیل ба S‏ بنشتر است. 
مثال ۱: ثابت کنید: 


روش اول: ihi‏ بحرانی = ×ج - х=‏ 


چون هیچکدام از این دو نقطه در [°,ї]‏ نیستند لذا: 


dx 
۱ + А 
روش دوم: در این مساله» می‌توان به صورت زیر نیز عمل کرد.‎ 


= y(Y-°) 


۰ > > ۲ > <x <¥ > ۱۵+ YY 


\ < \ <\ =М E < | \ dx <Y 


m=— 
۳۳ بشید‎ ۳۳ ۵4 


їл 
Y 

Jus‏ ۲: باز؛ بسته‌ای پیدا کنید که شامل Г sinx dx‏ | باشد؟ 
л‏ 


۴ 


x 


‚л а . A Y s 
ОСО айкы л 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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n+! <> 


> ل‎ <їл 
n+! n n 


مثال ۴: ثابت کنید: < Arctan +/Y‏ < 2 
$ ا 1 ا 2 ۱ ‚ ۱ 
حصل: е ва‏ در iL‏ [۲ /۰,۰] در نظر می‌گیریم» این تابع در این فاصله همواره نزولی است زیرا: 
x‏ - 
f! ( Ea у‏ پس: M= =з‏ 
+X‏ ۶ 
رف уза:‏ 


+X" 


۰/۲ 
2. > x ] / => ۵ > ۲ <à 
Y? š Y? ۵ 


تمرین: درستی نامساوی مقابل را بررسی کنید؟ 


YV e <f (ех + e'*)dx < Y(e + ۱( 


ые аа ша шы шо шша шш‏ وه 
fxi)‏ > 


У 1 =V А = 2 x 2. ۳ „‏ 
یارآوری: می دانیم میانگین п‏ مقدار گسسته ((,>10 , ... , (,105) از فرمول *بدست می‌آید. هیچ لزومی ندارد که این 


مقدار میانگین L)‏ مقدار متوسط) برابر یکی از х) ... f(x.)‏ باشد. 
مثال: مقدار میانگین تابع ۱ +× = b f(x)‏ به ازاء  )۱,۲,۰,۴[‏ × بیابید؟ 

иды + f(Y + ۴ У Ха»‏ میانگین 
تعریف: مقدار f(x)dx‏ سس ور مقدار میانگین یا مقدار متو سط تابع پیوسته‌ی از نقطة ба‏ نقطة b‏ (در 556 
[а,Ь]‏ می‌گویند) در واقع اگر بخواهیم مقدار میانگین یک تابع پیوسته در یک باز بسته را بيابیم کافی است f(x)dx‏ ۳ را 
حساب as S‏ حاصل را بر b-a‏ تقسیم کنیم در این حالت این مقدار میانگین حتماً برابر مقدار ٤‏ در یکی از نقاط БЫ БЫ‏ 
است. دلیل این نامگذاری را می‌توان به صورت زیر بیان کرد. 
فرض می‌کنیم تابع در بازه‌ی [ab]‏ پیوسته باشد و در نقاط ,×و او SX.‏ ترتیب دارای عرضهای ,و لاو ...و ,لا باشد 


داریم: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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با توجه به اینکه y = СЕ [ f(x)dx‏ داریم: f(x)dx =F (b-a)‏ [ 
این تساوی بدین معنی است که سطح زیر منحنی در بازه‌ی [ab]‏ برابر 

است با سطح (مساحت) مستطیلی به اضلاع a‏ - او ۲ (مقدار متوسط 

تابع) به شکل توجه کنید. 


مثال: مقدار میانگین تابع — = (26 بر بازة [e]‏ برابر ۱ است. ٥‏ را بیاپید؟ 
x‏ 
ai‏ 


> -Y+ عم +6 -ع۲‎ ۰ =—c'-YcC+ =° 


دو ویژگی دیکر انتگرال معین: 


\( هرگاه ‏ در بازه‌ی بسته‌ی [-а,а]‏ تابعی فرد و انتگرالیذیر باشد. آنگاه انتگرالش در این بازه» صفر است (گفتیم انتگرالش در 


این بازه صفر است نه مساحتش) یعنی: • = f f(x)dx‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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E ی‎ Жаш EE ше اب‎ уз کل کا تفت‎ y 
х?ах = ° مثال:‎ 


аи Ra 
1+ € 


ç 
تابعی زوج و انتگرالیذیر باشد» آنگاه انتگرالش در این بازه» دو برابر انتگرالش در بازه‌ی‎ [-а,а] در بازه‌ی بسته‌ی‎ ٤ هرگاه‎ (Y 


f f(x)dx = Y | f(x)dx است یعنی:‎ [° ,a] 


روو ا عات ی E E E‏ 

قضیه‌ی مقدار میانگین برای انتگرالها: هرگاه ٤‏ در بازه‌ی بسته‌ی [а,Ь]‏ پیوسته باشد. آنگاه عددی حقیقی مانند » وجود 

| fex = tlo) (b-a) ab 
| يا‎ 


f(c)‏ = مقدار متو سط 
به عبارت دیگر این بدان معناست که f‏ در بازه‌ی بسته‌ی Jab]‏ مقدار متوسط خود را می‌گیرد. 
قضیه‌ی اساسی (بنیادی) اول حساب دیفرانسیل و انتگرال: فرض می‌کنیم ۴ در فاصله‌ی باز 1 شامل ШЕ‏ ۵ پیوسته 


بوده و تابع ۲ با دامنه آبه صورت زیر تعریف شود: 


در این صورت ۴ روی 1 مشتق‌پذیر است و برای هر F'(x) = f(x) , × EI‏ به عبارت دیگر: 


(Г 1 а) 6) 


مثال: هرگاه eT te! dt‏ )۴ 6۵ را بیابید؟ 


e 


فرمولهای مشتقگیری از انتگرالها: 


(D (Г f(t) а) E OS 


0 


(ID [ | EO а) 


(Ш) (فرمول کلی)‎ [ | Í ar) = v!f(v)- ши) 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۶۹۵ / انديشه برتر‎ www.riazisara.ir 


پائین رو بگذار جای ] توی ۴)0 × مشتق پائین رو ©„ -بالا رو بگذار جای t‏ توی ۴)0 × مشتق بالارو بگیر = 


toar) =й 


1 at) — _u!f(u) 


asb وکر‎ a аа Ndo کی‎ 
بیایید؟‎ F'O Бр) = ] لگ‎ dt مثال: هرگاه‎ 
х? \ Y +Int 


تست: اگر — | = S)‏ آنگاه (۱) کدام است؟ 
t?)‏ + `( . 
Y ү‏ 


шаса‏ ®® `[ موم( 
х +‏ 


الف) مشتق by = GR)‏ حساب کنید؟ —( مشتق Ly = Е(х)‏ حساب کنیداً 


cos Yt dt => G! (x) 22 cos Yx 
+t ۱+۲ 


- Yx -f cos ït dt 
_ Gx) G(x) ot a rt 
ех ех z 
"دا کدام است؟‎ (°) u(x) = | costdt تست: اگر‎ 
-X 


ВЕ (Y Y G ۱0 


(x) = е Е ا‎ ۱۰۱ = ' 
у(х) = \.соѕх - (- 1)соѕ(-х) = Ycosx_— ul(-) = Y T daidi 


іт‏ کدام است ؟ 
وب X‏ 


۱ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۶ /اندیشه برتر wwwi.riazisara.ir‏ 


tii‏ اساسی (بنیادی) دوم حساب دیفرانسیل و انتگرال: هرگاه تابع f‏ در بازه‌ی [а,Ь]‏ پیوسته باشد و تابع F‏ به 
گونه‌ای باشد که F'@0 = f(x)‏ (در این حالت را یک تابع اولیه‌ی f‏ می‌گویند) آنگاه: 


А 
را بیابید؟‎ | хтах مثال: حاصل انتگرال‎ 


° Y 
Ek š X v _ 1 
لذا طبق قضیه‌ی اساسی دوم داریم:‎ от. = х! حل: چون‎ 


Y w 


- > ټ 2 2 2 ۱ 
تست: هی مقرر در قضیه‌ی مقدار میانگین برای انتگرالها در مورد انتگرال لگ | کدام است؟ 
+х‏ \- 


ы. "É. É (т ЫК ей 
Дд Дд Дд Дд 


\ 
\ dk = v f \ dx = YArctanx Ё = حل:‎ 


+X" +X" 


f(x) dx = f(c) (b - a) =y (6-а) => 


л > ۱ === о Ет =>xX = + و‎ 
۲ ۴ л л 


+ \ 
تبصره‌ی еда‏ اهمیت قضیه‌ی اساسی دوم. در این است که ما برای یافتن مقدار انتگرالهای معین باید توجهمان را به چگونگی 


چون محاسیه‌ی انتگرال معین از طریق ترسیم به وسیله‌ی مساحت مشکل بوده و گاهی امکان‌پذیر نیست. لذا این قضیه کمک 


قابل توجهی در محاسبه‌ی انتگرالهای معین به ما می‌کند. 


تابع اولیه (انتگرال {эней‏ 
هرگاه y = f@)‏ تابعی باشد که در بازه‌ای شامل بازه‌ی بسته‌ی [аЬ]‏ تعریف شده باشد و تابع y = FG)‏ تابعی باشد به 
طوریکه fx)‏ = 060" آنگاه تابع LF‏ یک تابع اولیه L‏ یک JUSI‏ معین تابع f‏ می‌نامند. تابع اولیه‌ی تابع را بانماد 


f(x)dx‏ || نمایش می‌دهند» دقت کنید که: 


یک عدد ثابت با یکدیگر اختلاف دارند. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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aÉ‏ تفاضل هر دو تابع اولیه‌ی یک تابع پیوسته» مقدار ثابتی است. 


مثال: توابع О(х) = Arctanx + ó „Е(х) = Arctanx‏ هر دو تابع اولیه‌ی f(x) = мш‏ هستند (زیرا 
۱ 
+۱ 


در فرمول ež‏ را ثابت انتگرالگیری» )۴ را انتگرال L)‏ تابع تحت علامت انتگرال)» ۴ را تابع اولیه با انتگرال نا معین f‏ 6 را 
متغیر انتگرالگیری шл)‏ عمل انتگرالگیری نسبت به ×صورت ی کبرد) و | D‏ تابع تحت علامت انتگرال) را علامت 
انتگرال می‌گویند. لازم به ذ کر است که همواره عبارت داخل JUSI‏ مشتق تابع اولیه است. 


مغال: مشتق دو تابع به صو رت زیر داده شده‌اند. تابع اولیه‌ی آنها را بیابید؟ 


4$(Е'(х) = С'(х) =‏ اختلافشان در эде‏ ثابت ۵ است. 


(к) = Јек) ах =x" + x + +C 


۱ 


+e +sinx >g(x) = [ ax = Arctanx + ех - cosx + c 
۱ + 


базе ات‎ „РС ‚(Эд j= | cox + Yx ')dx مثال: با فرض‎ 
Ё'(х) = cotx + Yx’ حل: از طرفین فرض مشتق می‌گيریم.‎ 


۲)3(- + 


1۸ 
Р(х) = -(\ + cotx) + Yx 


O = -۲ + z 
برابر است با:‎ )۱( 1 f(x)dx = Arctanx تست: هرگاه‎ 
-۲ (f -\ (۳ о (Y YO 


Јо) = همه‎ х) = 1. (х) = حل: -=> بت‎ 


+x" ۱+ 
mÀ A š 
است؟‎ مادک٤‎ С حاصل‎ х) = [Ассо М хах تست: هرگاه‎ 


۵7 + Зу 


л л 
۳ — a 
۶ r í 


f'(x) = Arccos Vx > f(- ^) = Агсосв(-+) حل:‎ 
کدام است؟‎ ۲۵+ Yb مقدار‎ (ах +b) = тах - ۱(۵« تست: هرگاه‎ 
۶ (f Y (ў Y Ç ۲ 0 
af' (ax + b) = Yf'(ax — ۱) کیره‎ ET لد از طرفین‎ 
+ = ۲۵ + Yb— ۳ 


مثال: هرگاه Е‏ یک еб‏ اولیه‌ی تابع tanx"‏ = (100باشد. مشتق تابع FG)‏ = ررا بیابید؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir эзи ФАА 
Б(х) = j f(x)dx >F(x)= | tanx"dx > F(x) = tanx” 
>y = Бх") —y!= fx F(x") = Yx" ۲ 
باشد. آنگاه حاصل (×۱-۲)ع برحسب (]کدام است؟‎ KA) = ۵)-۱( = ۶ و‎ f(x) = ۳۹ - Yx ( dx تست: هرگاه‎ 


۱۸ - f) ۴ = Hw ۳ - 0 (۲ - f) 0 


к) = [ш(\-тх)к = алх) ке > \)у=-5щ(-\)у+с ۶ ۵ حل:‎ 


Ss ак) = -2g -Yx)+4 => g(\- Yx) = лл Yf(x) 


برخی از ویژگیهای انتکرال نامعین 
f: ах =c‏ )\ 


т) Jax = fidx=x +c 


r) КЕСЕ Јо) s: J g(x) ах 


r) fitx) dx = k f(x) ах 


D یفیک‎ =K, |х) ах =K, Јах) ах 


۶) f(x) g(x) dx = Јох) а. Гбх) ах 


v ра > е 
E(x) | (۵ 


^ f(s) dx = F(x) +c ° [ах + b) dx = Е(ах + b) + c 


1" 
2 
مثال: با توحه به cosxdx = sinx + c <Í‏ | داریم: 


Јох) сй. Јах) ах = cos Ž +c مثال: هرگاه‎ 
^ (dx = کک وم‎ + c > f(x) dx = cos fx +c حل: کافی است ×را به ۱۰۶ تبدیل کنیم.‎ 


مهمترین فرمول انتگرالگیری نامعین: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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2 مهم: هرگاه ۱- = 8 باشد داریم: 


فرمول بسیار مو : 
بارآوری: шах = du‏ 
فرمول فوق کارآیی بسیار زیادی در محاسبه‌ی انتگرالها دارد. 
q ۱۰‏ 
مثال: fe +x) (“x` + \)dx =— (xx) +c‏ 


. Ха 
|sin®x cosx dx = Г sin” +c 


v " 
J> dx =- | cot'x k dx = - ` сох +c 
sin*x sin'x ۸ 
باشد داریم:‎ n = -۱ تزلر موم: هرگاه‎ 


۱ 
[ua fE dx =i du - م۲‎ + » 
u u 


| ке f n dx = Inx" + 0) + e 


7۲+ ۵ ۲ +۵ 


|; tanx = - | SINX dx =- Ln [cosx |+ c 
COSX 

К А Е Я 

نلته:؛ توجه کنید که در بسیاری از تستهای کنکون حالتهای زیر بیشتر کاربرد دارند. 


unuldx = Ја = 1а ‚„(п=- \) 
n+! 


КЕТ шах = yu du= Za u +c= uvu 46 


u! ۱ 
— jx = ۲ du =Wu 6 
ОА 


۱ 
Ч qx = | ` du =In|u|+c 
u u 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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انتگرال شود. با استفاده از فرمولهای مشتقگیری و دیفرانسیل‌گیری و با علم به این نکته که انتگرالگیری» عکس عمل 
مشتقگیری (بهتر است بگوئیم (دیفرانسیل‌گیری)) است. فرمولهای مقدماتی و ساده‌ی زیر را فوراً خواهیم داشت. برای درک 


dx =x +c 


۱ 
dx = Vx +c 
Vx 


۱ ۱ 
-— dx=- + ۵ 
x x 
۱ 

—dk=In k|+c 

x 

sinx dx = -COSX + c 
cosx dx = Sinx +c 


tanx dx = -Ln | соѕх | +ç = Lnfþsecx [+c 


cotxdx = Ln sinx |+. с = -Ln |соѕесх | + с 


۱ 
4) \ + tanx ) dx = 
| l ) J COS x 


-(\+ cot'x)dx = f 


dx = f sec'xdx = tanx +c 


-\ 
— dx= |-cosec'xdx = сох + c 
51 


۱ 
۱+ x 


dx = Атсїапх+с , -Arccotx + c 
dx = Arcsinx +C , - Агссоѕх + c 
\-х' 


secxtanxdx = secx + c 


- соѕесх соїхах = совесх + 


dx = Arcsecx + 


ا 
KIN a‏ 
KIN ۲۲-۱‏ 


edx=6&+c 


dx = Arccosecx + c 


ах [лаах —a* + c 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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of 


f ` к=) Injx+b|+c 
ах +b a 


— f کل‎ -inw +o|+c 
۸ + ۸ A 


> | | dx = Ln k + \|+с 
{ х+\ 
| wu dx = Û ۱+ ¢ ‚ (15-\) 
п+\ 
(الف‎ | x(x" + fx" +۵( ۲ + Ү)ах 
۱ W ۱ 
т | ۳+۳۲ + ۵( x )۲+۲(۵۲ < |. 
te= («+ Fx" + ۵( + ۵ 
VY 


tan^x 
+C 
A 


f (tanvx + tan`x)dx = f tanx (1+ tan'x) dx =‏ (ب 
و гше‏ ت ت 
u‏ 


u! 


2 f (tanx + сох)” | (тапх - cotx )dx 


nx 11 
= Í (tanx сох) (tan'x - сох Jax = m+ со), 
رس‎ 


1 


57| (ах за ا‎ ۱ - dx 


(сх +d) сх +d 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


+b 5 5 \ ах + 
X — —n ديل‎ 
(аа - Бе) (+ \) % + 


قواعد و فنون انتگرالگیری نامعین: 


نوع اول: 


www.riazisara.ir а 


S | к‏ و 


+x" 


апа. 
21 ШО sinz Y ах 
۱ Yosi ۱ ۲ 


۱ š ۲ 
u= ۱+ وم‎ >U! = -Ysin— COS x = — sin— 
x xX а а: 


Вара 


x") (x + Yx) x (fx + ۶۲ 


0۳ (х' + Yx) ) ۴۲ +۶۲ > |) ۳ + rx") ( fx" +۶۲ ( 
ЕЕ — 


u! 
YX d = ш \-х 
ГӨ 


= [а ах |+ с 
\ 
cos x 


tanx ۲ tanx ۱ 
سد‎ e & = | кыш = | Ч. dx = Ln (ент + ет) c 


etanx 
cos "x ( (etanx + е") +е' 


= \+їапх:,я›б 


dx sin x + cos x ۱ 
a f مت .ی‎ — БЕ = - dx = tanx - cotx + c 
sin xcos x sin x cos x 


نوع پنجم: انتگرالهائی هستند شامل دو عامل به نام های عامل اصلی و عامل مشتق. عامل اصلی می‌تواند ار هر درجه و هرجا 
باشد (در صورت کسر یا در مخرج آن یا زیر رادیکال) و عامل مشتق که در واقع مشتق عامل اصلی است. در صورت کسری 
بودن انتگرال» هميشه در صورت کسر است. برای محاسبٌ چنین انتگرالهائی» عامل اصلی را لا گرفته. "۷0 را مشخص کرده و 


سپس انتگرالگیری می‌کنیم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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1 ү — v$ ۷ v 
اله‎ 1-۱ n А بج‎ І = ۷ ۷ ЖЕД n 7 
تج‎ (x аси ЕЕЕ 


1۳ 
\ (ух +1) ах = у کون‎ + 


Yx ye 
сеу 


и! 
ах + b نوع ششم: انتگرالهائی هستند شامل دو عامل به نامهای عامل اصلی و عامل اضافی» عامل اصلی معمولا به صورت‎ 
صورت کسری بودن مسأله» همیشه در صورت است. در این گونه موارد. عامل اصلی را ۷ فرض کرده از طرفین هم‎ 


دیفرانسیل گرفته» هم عامل اضافی را حساب کرده در مسأله قرار داده و سپس انتگرالگیری می‌کنیم» این روش را روش 


x(x + ۱( ах =‏ | الف 


- ۳۵۲ + Fu -۱)u Тао, 


= о А u ')du= ur 


=Z (+ -É CERRAR ESI 
ی ی انتگرال را متناظر با متغیر جدید. عوض‎ о е 
کنیم و یا انتگرالگیری نموده به جای متغیر جدید. متغیر اصلی یا قبلی را قرار داده و سپس از حدود انتگرالگیری متغیر‎ 

اصلی یا قبلی استفاده کنیم. 
نوع هفتم: انتگرالهائی هستند که شامل سه عامل‌اند به نامهای عامل اصلی» عامل مشتق و عامل اضافی» عامل اصلی از هر 


درجه و در هر جا می‌تواند باشد. عامل مشتق و عامل اضافی همیشه در صورت می‌باشند. 
E ЖЕ ае sji‏ بل Xox dx. т‏ 


1-1-۱ 


š 
۳ \ (х?+ 0) x®+ +C 


pG + у Ix dx , 


e 
1. ах = du 


х\\=и-\ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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نوع 5 هشتم: انتگرال توایع سادة مثلثاتی: 


i ۱ 
sinaxdx = - a СОвах + c 


` . 
cosaxdx = a 5іпах + c 


à 


cos Yxdx = — sin Ýx +c 


۱ 

cos'ax 
۱ 
р 

sin'ax 


Y 
(\ + tan'ax)dx = f dx = f sec'axdx = А їапах +с 


(\ +cot'ax)dx = f dx = f cosec'ax dx = = cotax + c 
نوع نهم: انتگرالهائی مثلثاتی به صورت:‎ 
ulsinudx = |sinudu = -COSU + C 


u’ cosudx = Jeosudu =Sinu +С 


۱ 
u 
+tan'u)dx = f — dx = fu'sec'udx = tanu +c 
cos "u 


J 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
J 
| 


۱ 

u 

+ cot'u) dx = | dx = f ulcosec'udx = -cotu +c 
sin'u 


l) f x sinx“ dx =} J sinx dx = - А COSX + C 


cos(tanx) gx f чы ы .cos( tanx )dx = f u'cosudx = sin(tanx) + c‏ (ب 
cos x cos x ҮЕ‏ 
и!‏ 


с) f sinx . sin(cosx)dx = - | usinudx =- fsinudu = cosu + c = cos (cosx) +c 


\)ди = -cotu - u + c= -cot(sinx) - sinx + c‏ -\ + اما[ = cosx .cot” ( sinx )dx = f cot'udu‏ | د 
لا نب 


u! u 
پنجم. یعنی مسأله شامل دو عامل است یکی عامل اصلی و دیگری عامل مشتق‎ р نوع دهم: انتگرالهائی است مثلثاتی مانند‎ 
و مشابه نوع پنجم حل می شوند.‎ 
مثال:‎ 
7 
f E لے سح‎ J dû u set (tanx +à) +c 
cos'x N tanx + \ tanx + \ Vu М Y 
u 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ 
{ап?х + tan" x dx = | tan"x \ + tanx )ах = — tan” + x+ с و ء۶ بازدهم:‎ 
f ) 7 ( ) PRI دوع پاردهم‎ 
u! 
۱ 


| (cot"x+ соі + х) dx = - — сої 
п+\ 


\ 
о е 


نوع دوازدهم 


۱ 
20۳ dx ќапл+\х+с 
n+ 


نوع سیزدهم: انتگرالهائی هستند مثلثاتی مشابه نوع هفتم و همانند آنها حل می‌شوند. 
dx = du‏ — 


۳ ү ۳ 
| dx = - |(и-\) udu , cotx + Y—u > مثال: زو‎ 


sin x 
cotx = 11-۱ 


4 ^ 


\\ ۱۰ ٩ ۸ 
= [Су Yu’ +u- ۱( ۲۲ du = لدب‎ "۳ 


۱۱ ۱۰ 4 ۸ 
= U ۽‎ Ч — ox Y e 


نوع چهاردهم: انتگرالهائی هستند به صورت: 


۱ 
| шс гш = Arctanu + cL -Arcotu + c 
\ +u ۱ + 


– \ 
- ` Arctan +c سيا‎ Arccot + c 
a a a 


ЕЁ A AEE c‏ رس 
a ` ab a‏ 


Агсіапхї + c 


Sl Artan + 
7 
۴ + 4(ех) 
В 
хы 2] YI) e + 1) +е 
۳ Жа 
\+((х+\)) 
۲ ۲ 
| CBee к= f 


)( 5 KK) 


= Arctanx + 3 Arctan* +C 
نوع پانزدهم: انتگرالهائی هستند به صورت:‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir ون‎ 


= Arcsin u +c L -Arccosu + c 


du 


a" -u"‏ له 


du 
a" - b' u" 


u 
= Arcsin = + с L-Arccos— + с 
а 


— ATA 1+ بای‎ = дтосоѕ Эа + с 
b a b 


توحه ¿ASS‏ جواب. سے ندارد. 


үх + \ x 
(الف‎ J = ا‎ ("n dx = DS Arcsin ў + C 
[лї 


"K LnY y- (y. 


0 
> | _ 1+4 x sf 1 ۰ سس‎ Дина РИ 
{ 5-Мїап'х ۹-۷۵۲ АЕ у 


\ 
vdx +x 


у \ - (Arctanx)- ٩ \-(Arctanx) 


2 ` Arcsin(Arctanx) + c 


dx 


J f _cosxdx _ шах _ f du sinx 


۴-۲ له ۴-۲ له TER‏ 


- = Arsin ч + с = Arcsin ( )+с 


نوع شانزدهم: انتگرالهائی هستند به صورت: 


! 
| — ud _ = — = Arcsecu + с – Arccosecu + с 


ПЕ М ПЕ u-i 


І 
II шах _ = EN. Arcsec + ها یاه‎ qua 
a a 


|х ۲-۲۳ [и] ۱۳-۲ s 


f ЧК: м} Агсзес+- +C مثال:‎ 


k ۰ ۲-۴ ۲ 


نوع هفدهم: انتگرالهائی هستد به صورت: 
осы ,‏ ۳ ع ۱ 
برای محاسبۂ چنین انتگرالهانی» سه حالت زیر را در نظر می‌گیریم: J ——— dx (а>)‏ 
ax + bx +c‏ 
الف) اگر مخرج» دو АД,‏ متمایز داشته باشد (دلتای مخرج مثبت باشد) مخرج کسر را تجزیه کرده و سپس انتگرالگیری 
می‌کنيم در ای اک 


dx ۳ dx _ ۲ ү JG 
ера е М = 


=In ۲+۱۱ -La k+ Y|+c= Ln | 
X 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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бә‏ اگر مخرج, ریشه‌ی مضاعف داشته باشد (دلتای مخرج صفر باشد) مخرج را به صورت مربع کامل در آورده و سيس 


انتگرالگیری می‌کنيم. 
منال: 


“А 
| اک‎ J — 3 اء‎ е 


۲ ۲ 
x + ۶۶ + ۱ (Yx + \) 


ج) اگر مخرج ریشه‌ی حقیقی نداشته باشد (دلتای مخرح منفی باشد) مخرج را به صورت مجموع دو مربع کامل در آورده و 


سپس به کمک فرمول 6 + = du x == Arctan‏ | انتگرالگیری 4 


a +u 


نوع نوزدهم: استفاده از << کردن کسر 
مثال: 
арале‏ کی ا | a‏ 
X ۲ + +۱‏ 


хх) XY+X+ | 


КЕ; 


„== | кезед = [ -۱( + ۴) 

(к -۱( 

a f Ne _ 
(x'+L ۱()۲+ ٩( 


(х'+\)( 


Arctan + Arctanx +c 


dx 
(x "+ ۱()۲+ ۴( 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(f | dx + f dx) = 3 Arctanx - ` Arctan X +C 
x" +) x" +f Y: ۶ ۲ 

نوع بسیستم: محاسبه‌ی انتگرالهای توانهای فرد ssin‏ 1605 برای محاسبۀ انتگرال توانهای فرد COS sSin‏ یعنی: 
f cos™+'`xdx з | sin™"* 'xdx‏ یک sinx‏ یا یک cos‏ را کنار گذاشته و بقیه را به کمک فرمولهای 
cos x‏ - ۱ | 
cos'x = \ -sin'x‏ 

,44 جملات را به کمک فرمول C‏ + 


به دیگری تبدیل کر ده» به توان رسانده درعامل‌پشت پرانتز ضرب و سپس به غیر از جمله‌ی اول انتگرال 
+ 


PR محاسبه‎ | ulundx = 
می‌کنیم‎ Ё n+! 


f 1و‎ ۲۳۲ `x dx = f sinx .(\ - cos'x) dx 


| cos + 'xdx = | cosx (\ - sin'x) dx 


аЙ 
l) / соѕ'х dx = f cosx (\ - sinx) dx = | cosxdx - ( cosxdx = sinx - Е Х с مثال:‎ 


Ç 
(ب‎ f 511۵۳ dx = fsinvx (1- соѕїүх) dx = |sinYx dx - Y Јсов'х sinYx + | cosîYx sinYxdx 
ر ی ت‎ 


Y ۵ 
COSYX + Û x 205 x _\ x COS Yx 

۳ ۳ ۳ б 
برای محاسبةٌ چنین انتگرالهائی از فرمولهای طلائی‎ cos sin نوع بيست و یکم: انتگرالهای توانهای زوج‎ 
1- COS YX 
. Y 

استفاده می‌کنیم. 

۱ 1 ۲ راومه‎ — + COS Yx 
тке. Је ۲ مثال:‎ 


+ 


sin'x= 


sinx dx = f )۱ -cos Yx ) dx =‏ (الف 
|сов'дхах = f (соѕ'ох) dx =} fo + cos \ ex ) "dx =+ fo + Ycos \ ex + cos! Y х) ах‏ (ب 


` (x ыз ы fO + оовтех)ах + sin +x У MX ү 
Y ۱۰ ۸ Yo A ۱2۰ 


نوع بیست و دوم: انتگرالهای توانهای زوج cot stan‏ برای محاسبة چنین انتگرالهائی یعنی ftan™xax‏ و cot "x dx‏ | 
А5‏ توانهای زوج کمتر از ۲۳ را اضافه و کم و کم و اضافه می‌کنيم و در انتها عدد ثابت ۱ را را نیز کم و اضافه می‌کنیم» سپس با 
فاکتورگیری از هر دو جملۀ متوالی» عبارت را به صورت. عبارت قابل انتگرالگیری در آورده و مشابه قاعدۀ یازدهم 
انتگرالگیری می‌کنيم. 

f 0010 = |) + ۱-۱( 0 = |(согх + \)dx - fi dx = -cotx -X + c‏ (الف 


ќап'охах = |(tan'ox + tan" ûx - tan "Ax - ۱+ \)dx‏ | (ب 


š 
= f їап'дх (tanřðx + \)dx - |(tan'ox + \)dx + Ja =l ФП ۵ _ a۵ + x» + e 
— ۵ ۳ ۵ 


u 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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در این حالت می‌توان از فرمولهای کلی زیر نیز استفاده کرد. 
۱ 


| tan'nxdx = ال‎ Колак {ап'®-їх +...+1апх-х+с 


, ) EN) 
| cot "xdx = لت‎ t — ... + COX 
۲-۱ ۲ 


۱ 


f cot'xdx = T \ 


cotŠx + ۳ cot'x - COX -х + C مثال:‎ 


نوع بیست و سوم: محاسبة انتگرالهای توانهای tan э š‏ و cot‏ مشابه توانهای زوج 405 توانهای فرد کمتر از توان داده شده را 
اضافه و کم و کم و اضافه نموده و سپس انتگرالگیری می‌کنيم. 
مثال: (tanx + \)dx - Jax dx‏ سم | = f tan'xdx = Јат" + tanx - tanx) dx‏ 
سب 
u‏ 


е 
= 0х + Ln [cosx |+ с 


i ۱ 
ftanx dx = т 9 = -а |соѕх | + c= Ln |соѕесх | +c 
لا‎ 


u 


۱ 
Јоха = f ox у] Ч dx =Injkinx|+c= -Ln [secx |+ c 
sinx u 
لا‎ А А Pa ۳ Ж . 


Jsinmx cosnx dx 
Jsinmx sinnxdx 


Jeosmx cosnx dx 


در اینگونه موارد ابتدا انتگران را به جمع یا تفریق تبدیل کرده و سپس انتگرالگیری می‌کنيم. 


مان وب پر لب ۱-2 هرت ас‏ 


f sinvx ѕіпўх dx = - Ü ficos \ ex - cos fx) 
Y Bo eog 


نوع بیست و پنجم: محاسبۀ انتگرالهای به صورت (m,neN) sin” ax cos"ax dx‏ 
حالت اول: اگر n sm‏ هر دو و یا حداقل یکی از آنها فرد باشند. به b‏ 22 زیر ابتدا توان فرد را به صورت یک توان یک و توان 
| به دیگری تبدیل کده و مپس اتگرالگیری 


E Y 
810 'Х = ۱ - COS 'X a 1 мат т . 
زوج نوشته و توان زوج را با استفاده از فرمولهای‎ 


Ед 


cosx = ۱ 


609 


۳ cos”x dx = sinx .)۱- cos'x)cosxdx = Јев? ѕіпхах - Јев ѕіпх ах = 
Tr لا‎ q 


u 


حالت دوم: اگر 0و 9 هر دو زوج باشند از فرمولهای طلائی استفاده می‌کنيم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: (eE __ f (\ – соѕ?х)(\ + Үсоѕ?х + соѕ'?х)ах‏ رح )| = dx‏ 605۳۳ من 


fo + ۲۵۵5۶ + 005۳۶ - 009۶ - ۲۵۵5۲۶ - 009۳ ۶( dx =...‏ -= 
و سپس از انتگرال توابع زوج و فرد 005 استفاده می‌کنيم. 


dx dx е" Ае 
7 6 | نوع بیست و ششم: محاسبه انتگرالهائی به صورت‎ 
( ) cos "x sin "x J С 
در محاسبهٌ چنین انتگرالهائی دقت داشته باشید که:‎ 

=(— L ) =(\+ cot'x) =(\+ сох) (\ + cot x) 

sin'x 
= ( L ) = (1 + tanx)” = (1+ tan'x) (3 + ап'х) 

cos x 


در حالت اول از تغییر متغیر 600 = او در حالت دوم از تغییر متغیر tanx‏ = استفاده می‌کنيم. 


dx = f (\+ cot'x) dx = fo + 0 1 \ + امه‎ x )dx مثال:‎ 
سب‎ 


۱ 
sin”x 


-Í (1+ u) шах = f )۱+ Yu" + u )du = -u 


نوع پیست و هفتم: محاسبهة انتگرالهائی از نوع ۲ sin™ х‏ | در حالتی که ут‏ 1 اعداد صحیح منفی و L‏ اعداد گویا 


این نوع انتگرالها راه حل کلی ندارند. لذا در اینجا به ذکر این نکته اکتفا می‌کنیم که اگر m + n‏ زوج باشد уш)‏ «گویا یا 


i می‌کنيم.‎ E ی‎ ра = L صحیح. مثبت‎ 


f у tanx .cosec'xdx = (tans) .(—)’ ax = Jsin x.cos "хах مثال:‎ 
sinx 


جون در اینجا ۴- = 1-1 - n=‏ + 0 زوج است. لذا فرض می‌کنیم: tanx‏ = 1 در نتیجه: 


du 
۱ +u" 


V tanx. соѕесїхіх = масу х a= 
u 


\ +0" 


ао = (\ + ќапїх)ах =(\+и')ах > dx= 


E ү Y 
= =— pea — 1 
| ч? Vu òl tan®x v tanx 


dx = С Јал. ах 
Y cos x 


N A 
VsIN x dx N SIN X x ۱ 
۳۵۵۰ YJ cosx cosx 

۹ ۹ 
- justa = x +c = шан: 

۳ ۳ а ۳۷ 

نوع بیست و هشتم: محاسبهٌ انتگرالهای شامل sinx‏ و :соБх‏ برای محاسبة چنین انتگرالهائی از تغییر متغیر 102 = 0 و 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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| dx _ у, с ш! مثال:‎ 


۱ - COSX 


И Е А арр РИ 4. 


+sinax 


مخرج ضرب کرد و سپس انتگرالگیری نمود. 


бх _ (\+сох + — 11-00 р f \ ax- | dx مغال:‎ 


۱ - COSX ۱ - cos x sin x sin x sinx 
تین‎ 
u 


۱ -\ 
u u ۱ 

= -cotx - | چ‎ = - COtX - — +C = -cOÍX + +С 
u 


- sinx 

توجه کنید که این جواب ظاهراً با جواب بدست آمده از روش قبلی یکی نیست اما بسادگی و به کمک فرمولهای مثلثاتی 
می‌توان دید که این دو جواب یکی هستند. ۹ 

مثال: +| f cosecx dx= f dx = - J = Ln lul+e= Ln fan‏ الف 


sinx Yu 


Ydu 


۱ ۱+ ۲ 

—) |secxdx = سل‎ х = ы: 
Ü COSX ۱ 
\+ ої 


=- ج|ه +۱ | ماج ۱ م1‎ c= їл |= |, 
-uU 


ka + tanx)! = secxtanx + secx = secx ( secx + tanx) 


(соѕесх - cotx)! = -cosecx COX + cosec'x = cosecx (cosecx - COX) 


می‌توان |cosecxdx › fsecxax‏ را به صورت زیر نیز محاسبه کرد. 
۱ 
tanx + ѕесх | +c‏ | ها = f secxdx = Í secx Папх seo) ax = т dx‏ 
tanx + ѕесх u‏ 
و مشابهاً در مورد u f соѕесхах‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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G‏ البته دقت داشته باشید که: 


(secx)' = secx. tanx |secxtanxdx = 9606+ C 


(соѕесх)' = – соѕесх. cotx |cosecx cotxdx = -cosecx +c 


sinx 
dx = secx + c 
COS x 


COSX 
— dx = - соѕесх + c 
sinx 


نوع بیست و نهم: انتگرالهای شامل "5 و :cos'x‏ برای محاسبهٌ این انتگرالها از تغیبر متغیر su = tanx‏ فرمولهای: 
Кс ты И = В‏ 
"x ۱+ ۲‏ +۱ 
š‏ 
sin'x = 1 - cos x =‏ 
۲ +۱ 
du‏ 
аа"‏ 


f dx Е | dx _ dx 
Ysin x + Y cos x Y(sin "x 3 cos x) Еа sinx Y+ sin x 


du = Алап | Žu- c= امه‎ | T tanx) +c 
۲+ ۳۵۳ N۶ ү {? А 


نوع سی‌ام: محاسبة انتگرالهانی شامل ×و ахї +рх +c‏ ۸ ابتدا زیر رادیکال را به صورت زیر می‌نویسیم: 


] ++) رم‎ Ө at سوب‎ ‚ф=х+ 2) 
а ۲ Ya У 
b 


ИИ s. می‌گیریم‎ Ш ا‎ тА ° а> о حالت اول: اگر‎ 


n't +m"‏ { در می‌آید. سپس تغییر متغیری برابر (t = оош L) t = tanu‏ در نظر گرفته و انتگرالگیری می‌کنيم. 
п n i‏ 


b' ۳‏ ; 9 1 
حالت دوم: اگر ° > وو ° a‏ - 6 باشند ۵ را برابر لاو رب - c‏ را برابر т!‏ - اختیار os S‏ رادیکال به صورت 


m ۲ 
t= 8100 


n - 
из Au می‌آید که از تغییر‎ уз nit" ап" 
t=— 

n 


استفاده می‌کنيم. 
cosu‏ 
b' b'‏ 
حالت سوم: اگر  e - экы шыр с.‏ باشنده ۵ را برابر لو م - c‏ را برابر "9 اختیار کرده و رادیکال به صورت 
тї - 1۳‏ در cosecu) t = Озше. „Аса l ЫШ за‏ 11 = ) استفاده می‌کنيم. 
n n‏ 
در حالت خاص: 


الف) برای محاسبة انتگرالهائی شامل "×+ 2۲ از تغییر متغیر 21800 = Lx‏ 20011 = ×استفاده می‌کنيم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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—( برای U‏ انتگرالهائی شامل jl a!- xY‏ تغییر متغیر acosu Lx = asinu‏ = 5 استفاده می‌کنيم. 
ج) برای محاسبۂ انتگرالهائی شامل у ×" - a"‏ تغییر متغیر acosecu Lx = asecu‏ = 5 استفاده می‌کنيم. 


f N ۴-۲ مثال:‎ 


хаттау‏ ۲ > ۴ > مرج о‏ > ۴-۲ دامنه 


>X 
u= AUR 


X 5 Е 
3 = sinu = x = Ysinu = 4 dx = Ycosudu 
шун Т 
Y Y 


f q ©-х'ах= | q| Ff - ۴51۴/۲۵ ۰ Ycosudu = ۴ [cosu |cosudu = f [cos'udu 


توجه کنید که 3 < u‏ > سو در این ¿ فاصله (ربعهای اول و چهارم) сози‏ مثبت است و لذا: 


|cosu| = cosu 


= Y fo +cosYu)du= Y(u+ =") +с= YArcsin Ç + sinY(Arcsin +) +C 


a= | —Ë — 


X 


= Arctanx 


ме ГАМЕ SA f )۱ + tan'u)du 
dx = (+ tan"u)du E du tanřuy \ + tan u 


' 

cosu 

f لگ‎ a = du = f cosecu. cotudu = -cosecu +c = -cosec (Arctanx) + c 
sinu \ sin'u 


cos Yu cosu 


نوع سی و یکم: انتگرالهای شامل Vx эх‏ و ix‏ برای محاسبة چنین انتگرالهائی» x‏ مساوی uk‏ اختیار کرده © 
کوچکترین مضرب مشترک (ک.م.) sm‏ 9 است) تا انتگرال به صورت انتگرال یک تابع گویا در آید و سپس انتگرالگیری 


N и". Yu du و‎ Й ах = ۳ 
еа X=u => ۲ 
u= ух 


\ =, 
5 ۵ тї Yat ۳ 
زو‎ ea ہے‎ кы =y | "ч ن‎ ۲ fe'au- кү 
u+) 


и” + \ и” + \ u, 


— =N х? )ما‎ ۲ + ۱(+ 6 
Vx - ۴ TI ۴ 


< ۶۷۵ , 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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т << ۵ 

=] шец кү) аа. Jar x pueda = f Pu du + ۲۴ f — du 
(u- Y)(u +Y) u+Y 4 


у کر‎ S (u + Y)(u" - Yu" + Fu" -Au + ۱۶) du 
= үү ста E 2 uv YF | u + Y)(u" Yu" + fu" -^u + 1۶ du - YY x YF | 
и + 


u+ Y 1+ 


۵ Y ۳ Y 
u Yu Yu AU qesu) - FY x YFLn ju ње 
۵ ۴ w ۲ 


Е; u + ҮҮ( 
۷ 


y $ 


۶ 
۵ ۴ А ۳ 
= xV+ ۴ ) 5 I Э ل‎ x" +1 ух) م۷۶۸1‎ (Vx +ї)+с 


نوع سی و دوم: (انتگرال توابع نمائی): 
ех ех +¢‏ | 


f екхах = ` екх + 6 
k 


f шен = | ول نام‎ = e" +c 


f ех dx = e + ۵‏ (الف 


{х 
(ب‎ | 2-0-۲ ۱ ela Qz Y шей зе йай уе yels a 
у х 


Vx р 
نوع سی و سوم: انتگرال توابع توان (توابع مجهول القوا):‎ 


| ах [пах = a +c 
J qe Q дле 
Ina 


f akx dx = | akx +c 
Кла 


f u.a" .Lnadx = a" + 6 
الف‎ | ta 
۳ 
y S. 


+= 
1л\° 


+C 


¿a Arccot Yx A tY ۱ 
اج‎ = k سس‎ xo ۲ 0» - f uo" dx 
Y+ x" 1 


– \ u ۳9 a Arccot Yx 


= —. FE 
ло 


نوع سی و چهارم: استفاده از فرمولهای مثلثاتی در محاسبة برخی از انتگرالهای مثلثاتی: 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir‏ نوی سا 
(sinx + соѕ?х) dx = f (\ -X sin` Yx ) dx =x -X 1 ۱- cosfx)dx = x г‏ | (الف 


<) Рие 605۳۵ - Ycosox)dx = f 605 ۳)۵(0 = = sin ۱۵ + с 


۲ ۲ 

Sin x + cos 'x X + COS 'X ۱ ۱ 

=f = ах + f- dx = tanx - cotx + с‏ إل 
sin x .cos x sin x . COS xX COS xX sin x‏ 


نوع سی و پنجم: انتگرال توابع قدر مطلقی: 

بای اماس style ДШГЕ s‏ قدو مط ھا را مین а Е‏ کرو با توت به ات هر уы‏ جدود 

انتگرالگیری را تفکیک نموده قدر مطلقها را برداشته و سپس انتگرالگیری می‌کنيم. 

a ] ا‎ = f -хёх+ f x= |" += =— +— = مثال:راه اول:‎ 
-\ Е, . - 5 


\ \ \ 
f к | = Y | хах =x" | = \ راه دوم:‎ 
-\ А $ 


\ 
راه سوم: (با استفاده از شکل) |= + 2 k|dx 9, +s,‏ | 
\- 


۳۱۱۰۲۰۲۸-0۱۲ ب 


۱ ۱ 


TE s л, л 
с) | Rinx |ах= Y | sinx dx = - Ycosx ] = ۴ 
-л ° ° 


a) f k'-Yx|= - ] (0 + ۳ (x` - x) dx 


۱ ۱ y 


gs 


مشابه انتگرال توابع قدر مطلقی. حدود انتگرالگیری را به گونه‌ای تفکیک نموده تا مقدار عبارات داخل جزء صحیح» محاسبه 
و سپس انتگرالگیری نمائیم. 
КАП aN ° ۱ ۲‏ ۲ 
مثال: | | КІ = f тах | Ydx‏ | الف 
Е 3‏ = 


-Y ay 


к ы] e 


روش دوم را استفاده از شکل): 


š 
f [x] dx =-S,+S, = -۶ += -0 


оў 


b b 
| йк = • ii Ках = K (b -a) ‚уб 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ X 
of [Н dx - | Aros رش‎ a u as 
` X | xr 1 yx ۲ ۲ ۲ X 
۲ 


۲ ۲ 
2 i 3 dx = | + А Үах + ۳ dx + ۳ ۴ 


РЕА аА Y+ 10+ YY + f = YV 


р<к<\ >х-\< 


= Г сова f 


توجه کنید که در این قسمت. قدر مطلق تعیین علامت و جزء صحیح تعیین مقدار شده است. 

انتگرالگیری به Айз Дь‏ جزء به جزء: در این قسمت با روشی برای محاسب؛ انتگرالهای نامعین آشنا می‌شویم که به کمک 
آن می‌توان بسیاری از انتگرالهائی را که به کمک روشها و فرمولهای گفته شده قابل محاسبه نیستند. محاسبه کرد. از این روش 
می‌توان برای محاسب؛ انتگرال توابع معکوس مثلثاتی, انتگرال لگاریتم طبیعی و بخصوص انتگرالهائی که در آنها انتگران به 
صورت حاصلضرب یک تابع جبری و یک تابع مثلثاتی با تابع لگاریتمی یا تابع نمائی و ... سانند: 9۳0 »]۰ 
f (x - ۱(۵ dx [`+ y)Lnxdx‏ می‌باشند استفاده کرد. 


اگر su‏ ۷ توابعی مشتق‌پذیر از باشند از بخش دیفرانسیل می‌دانیم: d(uv) = udv – vdu‏ 
uv = 2 [уйа‏ < از طرفین انتگرال می‌گیریم. 


دستور انتگرالگیری به Ай) b‏ جزء به جزء Јоу = uv - [уйи‏ 

اساس کار این فرمول به این ترتیب است که یک انتگرال نسبتاً مشکل داده شده را به انتگرال دیگری که ساده‌تر است تبدیل 
می‌کند. البته به شرط آنکه dv su‏ به طور مناسب انتخاب شوند. اگر su‏ ۷ به طور مناسب انتخاب نشوند. انتگرال داده شده 
به انتگرال مشکلتری تبدیل می‌شود. بنابراین در انتخاب او dv‏ لازم است که به نکات زیر توجه کنید: 

۱ دا را بخشی از تابع تحت علامت انتگرال (انتگران) می‌گیریم که مشتقش ساده‌تر از ۷ است در این صورت dv‏ را بخش 
باقی‌مانده انتگرال اختیار می‌کنيم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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AREE оаа АВ E EE ]با یکی از‎ udv را به گونه‌ای اختیار می‌کنيم که انتگرال‎ ۷۲ 
است.‎ dv هميشه جزء‎ dx و‎ dv در انتخاب تاو‎ 
دا حساب کنید؟‎ | Arctanx dx مثال:‎ 
(x Arctanx - Inn +x" + c)! = Arctanx حل: از بخش مشتق می‌دانیم:‎ 
JArctanxdx = xArctanx - In] ۲ لذا: هب‎ 
اکنون از روش جزء به جزء به همین جواب می رسیم.‎ 


۱ 
d 
+ => J Arctanx dx dx = fuav = UV - Ја 
m. لہا‎ 


У= Хх u 


\ Yx ro dx 


du =‏ از طرفین دیفرانسیل می‌گیریم u = Arctanx‏ 
تسس 
از طرفین انتگرال می‌گیریم dv = dx‏ 
p‏ —— 


= x Arctanx - =x Arctanx- – 
+X" ۱ + 


=xArctanx -*1л(\ +х')+с =xArctanx - Іл ۱+۲ +c 


گلته‌ی بسیار بسیار مهع: هرگاه 1000 = y‏ تابعی یک به یک باشد و 6)9 یک تابع اولیه‌ی О)‏ باشد. آنگاه 


JArctanx dx =x Arctanx - Іл |соѕ(Агсіапх) | + c = x Arctanx - Lny Y+x' +c :۱ مثال‎ 


cos(Arctanx) = х= [Кү x)dx = ftanx dx = Ln [cosx بارآوری|‎ 


+X" 


Jak = x Lnx - ۳و‎ +с=х1лх-х+с ‚© “ч (۵ = fere? :۲ مثال‎ 


. 1 
نلبه: در برخی از مسائل لازم است چندین بار از روش جزء به جزء استفاده کرد. 
Jü: Јеж =‏ 


از طرفین دیفرانسیل می‌گیریم 
du === Үхах‏ جح u= x`‏ 
e‏ ۱۷ طفن تلع ду едх‏ 


> js: edx = [у — UV - 
ул гуч 


dv 


= x" ex - تا‎ e K = хїех – Y(uv - Јао) ; сы > Е 
V = X у= 


=х'е* – y(x _[е®) =хїе* - Үхе* + Ye“ +C 


fet) dx = & f(x )- Jen )dx ям ( +f! (х) ах = e“ х) c 


Је) dx = uv - Jean = ек) - fæ (۵ | 


dv = ех ах 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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مثال: مطلوبست محاسبه‌ی ۵( ) e‏ 


Je" х+\ уау о, ای‎ )dx i. exf(x)+ c 


(x +) T ы: 


{н K 
f'(x) 


ae aaan] زیو همی‎ нана 
| Arcsinxax И |Arccosxdx | fArctanxax В [Асссохдх 


fxArcsinxdx š |x" Arocosx dx fx" Arctanxdx ۲ fxArccotxax, 
fx“sinxdx ; |x cosxax ۲ |x tanxax ۱ |x" cotxax , 


Јоха 1 |x Lnxdx |x Lnxdx А Је i [тех , 


انتگرال توابع کویا و تجزية کسرها: 


یادآوری می‌کنیم که یک تابع گویاء تابعی است کسری که صورت و مخرجش دو چند جمله‌ای باشند مانند: 
۳ 
x +‏ 


x+) хї+х+ү x(x +) 


برای محاسبة انتگرال چنین توابعی به صورت زیر عمل مي‌کنيم. 
اگر درجۀ صورت بیشتر از درجه‌ی مخرج باشد» صورت را بر مخرج تقسیم کرده بعد از تقسیم» یک چند جمله‌ای و یک تابع 
р(х)‏ 
Ох)‏ 


рб) 20) امتحان عمل تقسیم‎ < рх) = b00Q00 + RE) 


گویای دیگر بدست می‌آید که درجه‌ی صورت این تابع بدست آمده از درجه‌ی مخرجش کمتر است. dx‏ 


RG) 069 سل تقسیم بر‎ = 00 + О, (бев) < dee) 
نذا می‌تواليم توجه خود را به انتگرال توایع کرای که درجة صورنشان از درجة مهرجشان کمتر است ممطوف کنیم و فقط‎ 
چنین انتگرالهائی را بررسی کنیم.‎ 

چنین توابعی به یکی از صورتهای زیر می‌باشند. 

) مخرج کسر حاصل ضرب چند عامل درج d‏ است. در این حالت کسر را تجزیه کرده و سپس انتگرالگیری می‌کنيم به 


, А 
о. و اک‎ b ازاء هر عامل‎ 


۳ = مثال:‎ 
= )(х +) — 


O J‏ ضربدر xX'+Yx+Y‏ ج 
X+Y‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۸و 8 عدد حقیقی هستند و بایستی طوری بدست آیند که تساوی فوق برقرار باشد. 

(*)\ = A(x +7) + B(x + à) “| = (8) 
۲۸+ В = \ В=-\ 

برای محاسبه 2۸و 8 می‌توان به صورت زیر نیز عمل کرد. در رابطة (*) یک بار به جای ۱- = ×قرار داده تا ۸ بدست آید و 


بار دیگر به جای ۲- = *قرار داده تا 8 بدست آید. 


> [——®—=|( _)фх= ак | In + ۲۱+ с Та | +6 
X'+ Yx + Y X +Y X +Y 


ғ ах و‎ = = AB 
` x 


x(x Y 


(А+ В + Сх" (А - С)х В - ۰۲ х + \ 


\ 


ча аке Лаке نب‎ dx =3 1n k -1|-Ln ۱+2 [x+ 1з 


+١ 


dx L a+x 
از اه‎ 


+ 


-^ کے‎ 06-8 _ A Y __ ) > f 


Ya (x -а)(х +a) Ya`x-a x+a XY a 


(х- а)? است. برای محاسبهٌ چنین انتگرالهائی به ازاء هر عبارت به صورت‎ (x - a)" مخرج کسر شامل عبارتی به صورت‎ (Y 
Š А, А, An ۲ ۳ ۳ Я 
را محاسبه و‎ САА, قرار می‌دهیم» سپس‎ — + Tawa = که در مخرج قرار دارد عبارتی به صورت‎ 


(x -а) Fy 2 
انتگرالگیری می‌کنیم.‎ 
Jta: Aati 
2 
۲) + ۱( 
ç 
S n aN C +x" + Y= A(x +1) + Bx (x +1) + Сх 
Y + ۱ 
0+ ۱( (х+\) 


برای > —¿ ۸و 8و C‏ در ای ین تساوی سه مقدار به جای × قرار می‌دهیم هو ات را СРЕ‏ قرار می دهیم زیرابا قرار دادن о‏ 
۱-به جای X‏ بعضی از جملات صفر شده و لذا حذف می‌شوند» برای محاسبۀ مقدار سوم» هر عددی ЭЧ»‏ ۱ را می‌توان به 


جای X‏ فرار داد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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„г + туше === —YlInk|-Ink+; 
(x +۱) 
که‎ ахї+ bx + у مخرج کسر شامل عبارت درجۀ دومی است که تجزیه نمی شود به ازاء‎ ۳ 
قرار داده» ضرائب را محاسبه و سپس انتگرالگیری می‌کنيم.‎ АКВ تجزیه نمی شود یک عبارت به صورت‎ 
Jus: f (x -\)dx _ ۳ - \)ах 
xî +x x(x ۲+ Y) 


+ > طرفین ضربدر‎ 
>(A (۲ + cx + ТА = ۰۲۲۱۲۸ 


7 ч A(x"+ ۲( + х(Вх+с) =х-\ 
3 x+y 


АИ 
Ауа: Te 
кз X'+ ۷ +Y 
С=\ 
\ \ \ х 
=-—Ink|+-Lníx' + Y) +—— Arctan— +c 
Y Y í| Y í| Y 
تجزیه نمی‌شود.‎ 20۳+ bx + c است که‎ (ax'+ bx + o) مخرج کسر شامل عبارتی به صورت‎ ۴ 
Ах + В Ах + В „+В = 
— پل‎ е 5 برای هر عبارت به صورت فوق.‎ 


csla -قرار‎ UY + ... 
ax +bx +c (ax" + bx + e) + bx + c) УЗИ КЕ 
ERE محاسنبه و سپتن‎ А ый 


۲+ ۳< (Ax | В) (х" r1) + (сх + D) 
حال به جای ×چهار مقدار اختیاری قرار می‌دهیم‎ 


dx + | 


+В=ї 
= از حل دستگاه‎ 

+ D+ А+ В - ۵ э Е t'a -f dx 

YC+D-\-A+0B=\) N ۲ ۱ 


۳+ 1+ ۳۰۸۸+ ۱۰۳ - ۱ 


(x+ \) 


ç 
= YArctanx + лын ое. YArctanx + «0 d0 = YArctanx + f (\ + cos ۲00 
)۱ + tan") 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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sinê Үапа 


) + c= ҮАгсіапх + ` Агсќапх + sin ví Агсіапх)+с ۰ ۰. sinYg = 
Y Y س‎ 


а 


= YArctanx + (0+ —— 
1 ۱ + tana 


= ۵ Aane 519 ۲۵ +ç = Š Arctanx + Е 1 ( +с= Š Arctanx + 2 +C 
Y т Y ۱ +tan'(Arctanx) ۲ Ү(\+х?) 


فرمولهای انتگرال نامعین: 
fax =х +C‏ (۱ 


xn+À 


э] х" dx = +c ,(п=-\) 
п+\ 


+ 
۳7 u" u! dx = f undu = +C 
n+! 


\ (ах +b) +c 


a(n+ ۱( 


Df x'ak= f Зах іа ۰ 


r) f (ax+b)"ax = 


*› f u dx = fE = ln [и|+с 


У) f sinxdx = -cosx + c 


A) | sinkxdx = 3 coskx + c 


4) f u’ sinudx = fsinudu = -COSU +C 
cosx dx = -sinx +С 
Ne 
coskxdx = – sin kx +c 
k 
u’ cosudx = feosudu = sinu +c 


+ tanx) dx = f | 
cos x 


۱ 
sin x 


dx = fsec'xax = tanx + c 


+ сох ) dx = j dx = f cosec'xdx = -cotx + c 


tanax dx => In [cosax|+c 


cotax dx = Ln Einax |+ c 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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\У) | secxtanxdx = | SINX qx — secx +c 


COS xX 


COSX 
—d 


cosecx cotx dx = f X = -COSECX + C 


sin x 


secxdx = — dx = Ln |tanx + secx |+ c L Ln| tan + 2 + c 
cosecxdx — ) — dx = -Ln |соѕесх + cotx با‎ c L Ln| tan +c 
sinx 


L ۱ 


sin'x dx =— |( \ cosYx)d х= (кЗ) + 


Y 
сов'х dx =- 1 ۱ + cos Yx) dx = (+ E) +e 

ҮҮ) ftan’x dx = fo + tanx - \)dx = tanx -x +c 
cot xdx = fo + cotîx - \)dx = -cotx -x + c 


ех dx = & +c 


۱ 
ekx dx . +C 


dk=Vx+c 


۱ 
Vx 


du : 
f = Arcsinu +c 
- 0 


du 


. u 
= Arcsin— +c 
2 2 


Е du 


" 
a" - u 


= \ Акса Р и+с 
Б а 
= Arctanu +c 


= 3 Агсїап = +Ç 


= Arctan и+с 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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=e келе | 
(ах + b)(cx +a) ad-be ۵ 


dx х -а 
= La | 
2 + 


| +e 


хах 1 та ка| с 
a Y 


х'-аї 
+Ç 


ч 
w f ٩ aî -x'dx = ел — Arcsin * + ¢ (x = asint ге (تغيير‎ 


| 

۳۹( ] aca = x" - امد - اه‎ x'-a')+c „(х = asect аә (تغيير‎ 
Y 

в) | x +a == x"+ a" + n(x ۲ +a" )+c ,(х = atant ais ш) 


۵ f 9 = tan( 
\+sinax а 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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вт) f E үл ی‎ ыр 
\-sinax a ез Y 


вт) f د - ج‎ tan & + 6 
\+cosax а ۲ 


۵۲( | — K = cox | c 
\ – cosax а Y 


E COSAX 


secx tanx dx = | dx = secx + c 
cosecx cotx dx = f — dx = -созесх + c 


۱ л 
secxdx = 2 Ln | secax + tanax | +c L — Latan | а + с 


\ ах 
соѕесах х = А Ln | соѕесах - cotax | +c L — Ln | tan +c 
a 


. X . X 
Arcsin = dx = x Arcsin= +4 a" -x" +C 
x x 
Агссо = dx = x Агссов= -y 2۳-۲ +c 
x x a 
Агсїап= dx =x Атсіап= yn" +аї) +с 


Arccot = dx = х Arccot + ها‎ +a") с 
хАгсѕес= -aLn(x+1 ۲-۵ (+6 „(+ < مش‎ <7) 


۶۴) [Ассвес® dx = 
xArcsec > + aLn (x +4 x" - a" مب(‎ (5 < Arcsec* > л) 


x Агссовес= + a Ln (х + х'-а')+с „(5 < Атосовеса <) 


#0) f Агссозес= dx = 
x Arccoseca -aln(x WN х'-а')+с G < Arccosec* < °) 


۶۶( ахах =xLnx -x +c 


ғу) | Lnax dx =хІлах -х+с 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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تمرین: انتگرالهای زیر را حساب کنید؟ 


sin'x d(sinx) 


Lnxd(Lnx) 


хох) 
— Cn 


х'+\ 


x(x" + xY) (x + Y) dx 


(۱-۲ (Arcsinx) 


dx 


(\ +x") y-(Arctanx) aT 


x" (x" + Yx) (x + t) dx 


ү) [х sinx "dx 
dx 
» f cos ۱+ cosx dx e+e” 
sin Yx 
4) f sin Yx (cosfx - ѕіпїх) dx \ + sinx 
dx 
[Тг 
dx 


dx 


YY) f (sin х + cosôx) dx 
YY | (tanx - cotx )у tanx + cotx dx 


۱۳ f cos YX cos Yx dx 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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محاسبه‌ی برخی حدود به کمک تعریف انتگرال معین 
در این روش برحی از حدود را که معمولا از روشهای قبلی (تجزیه هم ارزی. هوپیتال و б.‏ یا قابل حل نبوده و یا مشکل 
می‌باشند. با استفاده از تعریف انتگرال معین, به یک انتگرال معین آسان تبدیل نموده و سپس مقدار انتگرال به دست آمده را 
حساب کرده تا مقدار حد به دست آید. 
برای این منظور ابتدا یادآوری می‌کنيم که هرگاه f‏ بر [a,b]‏ انتگرالپذیر باشد آنگاه داریم: 
b n n A‏ 
fax =lim, Ax 2 к) lim Ê È ma A]‏ | 
Дд n=% і= \ n і= \ n‏ 
اکنون دو حالت ساده‌تر این تعریف را که معمولا کارایی بیشتری در محاسبه‌ی حدود دارند. بیان می‌کنيم. 
الف) هرگاه a = о‏ باشد. آنگاه داریم: 
b Yb nb‏ 
EC) (Р) +... 8029)‏ 
—( هرگاه b = \ за =٥‏ باشد. آنگاه داریم: 
i О Aa С Y e 3 Y n‏ 
J (х)йх=нт 2 Z (s )=lim 3 (+4) (+۱ ((‏ 
سعی کنید ریتم و آهنگ دو حد فوق را به خاطر بسپارید تا بدانید چه حدودی را می‌توانیم به روش فوق محاسبه کنیم. 
مثال: حدود زیر را با استفاده از تعریف انتگرال معین حساب کنید؟ 


: Š: ТЕ ï . N гї \ | ч ۱ 
(الف‎ ш ا کے‎ =. Ж _ E 
n— œ | ۱ 
i= о 


| \ а Ya 
>)lim = (cos + cos — +... 
` وب و‎ П n n 


2 lim Ž Z (sin +s... +. 


1 0ب‎ N 


= - )۱(- CA)= Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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за ша О НААНА‏ استاده از هم сы айыз U‏ تلاست آوریم: 
p+,‏ 
n‏ 


۱ 
° 


dx = Arctanx | 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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یافتن تابع اولیه‌ای خاص برای یک تابع: 

می دانیم هرگاه تابعی. تابع اولیه (انتگرال نامعین) داشته باشد بیشمار تابع اولیه خواهد داشت که اختلافشان در عدد تابتی 
مانند C‏ خواهد بود. در برخی از مسائل تابع اولیه‌ای خاص برای تابع داده شده» مورد نظر است که بایستی با توجه به شرایط 
اولیه‌ای که در مسأله داده شده است. ثابت انتگرالگیری (O)‏ را به دست آورده و پس از جایگذاری مقدار ‚С‏ تابع اولیه‌ی 
مطلوب به دست آید. 


به عنوان مثال» توجه کنید که توابع زیر همگی تابع اولیه‌ی تابع ۱ +× = f(x)‏ هستند. 


° кт 
Е(х) = о +х +С (+) 
(в) بخواهيم که از نقطه‌ی (۱ و ۰) بگذرد کافی است مختصات این نقطه را در فرمول‎ ۶ als تحال اگر تابع اویه ای برای‎ 


(فرمول کلی توابع اولیه‌ی تابع E‏ قرار دهیم تا مقدار C‏ و از آنجا FR)‏ مطلوب به دست آید. 


به مثالهای بعدی توجه کنید. 


مثال: یک منحني از 45 ۱ A‏ می‌گذرد و شتو مشتق آن به صورت ۱ i‏ 
۳ ۱ + 


y= |у'&х > к) 2 ах + — 
۲ ۱ +x’ 
u 


۱ 
=} fu- \)u * du+ Arctanx + 0-4 u" - Y Vu +Arctanx + C 


(к) - 7 4 (кї + ۱( - YA x" + ۱ + Arc tanx + دجم‎ 


эх) == (x` з) - YA ۳ + ۱ + Arctanx + 


منحنی را بیابید؟ 


жее + Arc tan x + C 


y 
۳ 


Е \ Е 
турсул T А5 منحنی از‎ зуду - xdx = o مثال: معادلۂ یک منحنی را بدست اورید که‎ 


y dy =x dx > [уду = хах 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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з аа 


مثال: ضریب زاویه‌ی خط مماس بر تابعی در هر نقطة (و,) از آن براد Woa‏ = ۰۱۷ اگر به ازاء у=\.х=\‏ 


باشد. ضابطة اين تابع را بیایید؟ 
YXx -y‏ + ۲ 
m= Yydy +xdy = ۲0 + Yxdx - ydx‏ —= 
Yy +X‏ 
у'+ xy = Yx + x" yx + c‏ < از طرفین تابع اولیه می‌گیریم. 


ал) < ۱+ ۱ ۲۲۱-۱4 ی‎ << с = о = у'+ xy - YX = X= o 


چند فرمول بسیار مهم محاسبة انتگرال معین: 


E ۳ 


snx _ cos"x dx =‏ _ 1 (الف 
Y‏ روم + راو وم + sin"x‏ 


مثال: ثابت کنید: 


a o Ns ۰ = — vox __ 0: = 


, (n eN) 
к sinx + V COSX А sinx + V COSX 


ы Y n 
sin"x Y cos”x 
— — х = | —— m — dx 
sln"x + cos"x sin" (Z 2 л .  COS”X + SIN”X 
y Y 


پس دو انتگرال مساویند. حال فرض می‌کنیم: 
sin"x‏ 
dx‏ 5 — 
СОЅПХ‏ + 511۳7 


cosnx 
— > dx 
sin"x + cos"x 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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Ир;‏ در برخی از موارد برای محاسبهٌ یک انتگرال می‌توان از قانون فوق (قانون (الف)) استفاده کرده و در طرف دیگر» همان 
انتگرال اولیه را ظاهر کرده تا مقدار انتگرال بدست آید. 


Ёз] ۲511 4 к= (= - е X) ax = - (т - х)ѕіпх a f XSİNX J 


R cos "(z - x) cosx . cosx cos ~ 


sif лѕесх tanx dx - 1> YI =asex |" = -Үл > l= -7 


aj i 


АЫЛ, аи‏ (الف) چندین بار هم می‌توان در یک مسأله استفاده کرد. 


:مثال 
N sinx | sinx +y cosx COSX‏ | 


\ sinx 
N Sinx +v cosx 


f(sinx) = =f(cosx) = 


of f к) = | f(a + b-x)dx (انتگرال والیک)‎ 


و) اگر t‏ تابعی انتگرالپذیر و ه عددی حقیقی باشد آنگاه: f a= ] (Щх)+(-х))&х‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۳ f(x)dx = / (f(x) + f(-x) )dx = Y | f(x) dx «ідо اگر زوج‎ 


اگر #فرد باشد آنگاه: ۰ ۰۵6 ] = | 


۱ 
۵ Arctanx q _ of dx Arctanx dx — yx- Arctan مثال:‎ 


X | \‏ 
° + — 
x+ Y - X'+ Y д x+ Y | © {ў 3°‏ 
— تی 
این تابع» تابعی فرد است. این تابع» تابعی زوج است. 


G‏ اگر ‏ تابعی انتگرالپذیر و a‏ عددی حقیقی باشد آنگاه: 


ح) اگر ‏ تابعی انتگرالپذیر و a‏ عددی حقیقی باشد آنگاه: 


ط) اگر f(a-x) = -fG)‏ آنگاه: 
مثال: اگر 7 عددی فرد و m‏ عدد صحیح دلخواهی باشد. ثابت کنید: 
f sinmx cos”x dx = e‏ 


f(a - x) = f(r - x) = sinm(z - x)cosn(z - x) = sin™x (-cosx) 
چون 9 فرد است.‎ = -sinx cos'x = -f(x)> | sinmx со$®х dx = • 


b b+nT _ 
| (х)йх = f f(x)dx باشد. آنگاه:‎ T تابعی متناوب با دوره‌ی تناوب‎ f هرگاه‎ (с 
а 


a+nT 
nT 1 ی‎ P 
f f(x) dx =n f f(x)dx ‚(пєЄї) شود آنگاه:‎ T تابعی متناوب با دوره‌ی تناوب‎ f هرگاه‎ (05 
به روش استقرا است.‎ С 
Nooo 
f sinxdx مثال: مطلوبست محاسبة‎ 
لذا:‎ sin (Үл+ х) = sinx جون‎ 


\ оо Й дә (Үл) N Үл f 
f sinxdx = | sindx = à+ f sinxdx = ۵۰۰)۰( = ° 
داشته‎ [a,b] باشند. اگر جز در تعدادی متناهی نقطه از بازه‎ [a,b] 5 توابعی کراندار و انتگرالپذیر روی‎ g فرض کنید او‎ (J 


b b - 
f f(x)dx = f о(х)ах آن گاه:‎ (к) = р(х) باشیم‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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[Bld-x]) dx Ju,‏ ] را حساب کنید؟ 


(x €z) 
{х Єх) 
Ë (К1+Ї-х])& = ] -\dx =а-Ь Е EG ИСИ DE 


حل: می‌دانیم 


f(x) = ۳۹ + [-x] = | \ И‏ بنابراین تابع f‏ جز در تعدادی متناهی نقطه از بازه [a,b]‏ (جز 


کاربرد انتگرال 
سطح محصور (استفاده از انتگرال برای محاسبةٌ مساحت): 
(у‏ ا: (قضیة اصلی): مساحت سطح محصور بین منحنی 1000 = уу‏ محور طولها (y = ° k=)‏ و خطوط x = b xx = a‏ 
برابر است با: | S= | Г f(x)dx‏ 
|F(b) - F(a) |‏ = 
که در ان ۴ AJ‏ است. 
h‏ در حالت (ب) چون ° < Vx Є [a,b] : х)‏ 


لذا نیازی به قدر مطلق نیست. 


a b (ب)‎ 


مثال: مطلوبست سطح محصور بین منحنی ۱ + X"‏ = ل محور »هاو خطوط ° = sx‏ ۲ = × 

۲ ۳ ۲ 
s= | ) + ۱( => +× | =i А 
1 ۳ . Y Y š 


مثال: سطح محصور بین منحنی چگ = уу‏ محور ها در فاصلة a‏ = ×و sls × = Ya‏ است با a A‏ بیایید؟ 

Ya -a` Ya А 
s=] аїх-ї ах = та ља = Y 
а 


а 
элү за ñ . уо г nf 
در یک يا چند نقطه قطع کند. سطح محصور بین‎ [a,b] 4.26 محور طولها را در‎ y = f(x) هرگاه منحنی نمایش‎ :۲ Фй 
از مجموع‎ X = b »رو‎ = a منحنی تابع و محور طولها و خطوط‎ 
مساحتهای جزئی بوجود آمده بدست می‌آید.‎ 


b 


= К f(x)dx + [ f(x)dx | + [Г f(x)dx 


d 
x = \ ух 2-۱ خطوط‎ glx محور‎ gy =x + × مثال: مطلوبست سطح محصور بین منحنی‎ 


y=. >х'+х=° >х(х'+\)=<- x=. ۸ج‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۷۳۲ / انديشه برتر‎ www.riazisara.ir 


۱ 
(x" + x) dx ‚ | (x" + x) dx 


(у‏ ۳: هرگاه و b‏ داده نشده نباشند و بخواهیم مساخت سطح محصور بین منحنی 1000 = لاو محور »ها را حساب کنیې 
ابتدا معادلۀ ° = by = ° L f(x)‏ حل کرده تا ۵ و ا بدست آیند. سپس مساحت را حساب می‌کنيم اگر مساحت در یک طرف 
هی زان تدای а‏ یی رسای ای کرو او کمچ ssh Жз,‏ مهو ها با لماعت ترا ۱ 
نکته (۲) بدست می‌آوريم. 

مثال: مطلوبست محاسبة مساحت دایره به شعاع ۸ و مساحت بیضی با استفاده از قضیة مساحت و انتگرال؟ 

الف ) مساحت دايره: مساحت ربع دایره را حساب کرده. چهار برابر می‌کنيم. 

۲+۷۲ = Rî = x = +В 

у= В'-х' >y = +4 R'-xY'=y=N R' x 


R با استفاده از تغییر مت‎ Y 
S=% f Ra ше بر۲‎ лк! 


x = R sin0 


ب ) مساحت بیضی: مساحت ربع بیضی را حساب کرده. ضربدر ۴ می‌کنيم. 


ta 


0 = با استفاده از تغییر متغیر 26100 = x‏ 
© ۴ برای А на‏ مساحت سطح محصور بين دو منحنی پیوسته به معادلات y = р(х) sy = f(x)‏ ابتدا معادلات دو 
منحنی را با یکدیگر تلاقی «із‏ تا за‏ بدست آیند. سپس به کمک 


s= | f (х)-вб))® 


مثال: مطلوبست محاسبةٌ مساحت سطح محصور بین منحنی نمایش ХҮ‏ = و نیمساز ناحية اول و سوم؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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En ۲ А Š " гах 5 А .‏ 
نلته‌ی بسیار مهع: برای محاسبة سطح محصور بین منحنی نمایش эу = x"‏ منحنی نمایش وارون ان یعنی LX = y"‏ 


у=х" 


مثال: مساحت سطح محصور بین منحنی نمایش توابع зу = X"‏ ×۷ = رچقدراست؟ 
\ \ – 
Y > g=) ma‏ = 
n+ \ ۳‏ € 5 
مثال: مساحت سطح محصور بین مد منحنی نمایش توابع ‏ = у? sy‏ = «چقدر | ست؟ 
ай‏ 
T‏ 


А ۱ 35 Дх ñ "A 
"راز فرمول زیر استفاده‎ = Үрх эх! = Ypy برای محاسبة سطح محصور بین دو سهمی قائم و افقی به معادلات‎ цера نلته‌ی‎ 
می‌کنیم.‎ 
s= | [7E T ma | او‎ 
= — — X X = = 
| Гр рх) с. 


مثال: سطح محصور بین دو منحنی ×۶ = و ۶۷ = ×چقدر است؟ 


= )1001 = 5 ج فرد ۵=" 


p= >p=>S= 2٩-۲ 


مثال: هرگاه سطح محصور بین دو منحنی به معادلات ax‏ = "رو ау‏ = "× برابر ۱۲ باشد. ه جقدر است؟ (а> о)‏ 


Yp=a >p=ç 5ج‎ p >= x -< و‎ - ۶ 


. ۱ 
نلته‌ی بسیار зера‏ سطح محصور بین منحنیهای by‏ = رو Ану = ax‏ است با اه = 5 


ыз . = ет ñ £‏ 
نلقه‌ی ۵: برای محاسبةٌ سطح محصور بین منحنی نمایش зу = 100 =Ú‏ محور عرضها (خط ° = 6 و دو خط افقی эу = a‏ 


y = b‏ ابتدا معادلٌ وارون تابع را به صورت g(y)‏ = «بدست آورده و سپس از А88‏ اصلی مساحت )4:55 (۱)) استفاده 


مثال: سطح محصور بین منحنی تابع уу = X"‏ محور عرضها و خطوط hy =۸ sy = À‏ بیابید؟ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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\ på 
у=" Seye >se | هر‎ | - ۶ 
۱ 


مثال: سطح محصور بین منحنی تابع уу = Агссозх‏ خطوط — = луу‏ = زچقدر است؟ 


у = Агссоѕх —>x =cosy >s = ۳ cosydy 


л 


Y 

S= ۱‏ 
Y М = w zZ‏ 
نلته‌ی графа‏ سطح محصور بین منحنی 511106 = لاو محور لها در یک دورة تناوب T‏ 
о > “Z‏ ۳ 
نلقه‌ی مهع: سطح محصور بین منحنی 009106 = y‏ و محور ӨХ‏ در یک دورة تناوب برابر т‏ 
Л А .‏ 
نلته‌ی مهم: سطح محصور بین منحنی уу = SINK‏ محور ها برابر سب = و است. 


А = Zt Lonea SEI, F ИИ 
Tels ی‎ ылу зана E COE L Ды ین‎ y ы 


а А 2‏ 
sah‏ مهم: اگر تابعی فرد باشد. آنگاه می دانیم ۰ f Қх)ах=‏ ولی برای محاسبة مساحت سطح محصوربین نمودار تابع 


2 
2 
fx)‏ = و محور »ها در -a А2‏ = »وج = ×از دستور S= ۲ f f(x)dx‏ استفاده می‌کنيم. 
А \ D . é‏ 2 
مثال: اولا مقدار انتگرال xY dx‏ | است. Ын‏ مساحت سطح محصور بین منحنی X"‏ = ډو محور »ها و خطوط 
\- 
7-۱ = ×و ۱ = »را بیابید؟ 


۱ 
XT dX = °‏ | تابعی فرد است. ‏ < ل 


S` -۷| / i 
Ж = х'ах 


уча вай‏ در برخی از مسائل سطح налы‏ اک ра‏ نیست و کافی است مساحت شکل ورد نظر را از طریق 
مثال: سطح محصور بین منحنی ۴ = y‏ + ×و محور ها را بیابید؟ 
حل: معادلۀ داده شده alas‏ یک دایره به شعاع ۲ می‌باشد. لذا: 


$ = #л 


تست: سطح محصور بین منحنی ۱ = ٩"‏ + و محور Lax‏ کدام است؟ 


л л 
7 їл Т Еу (Y ۶7۲ 0 


x` 


T 
۴ 
سیار موع: در برخی از مسائل برای محاسبة یک انتگرال مشکل. می‌توان از مساحت استفاده کرده و مساحت ایجاد‎ PAA 


شده را از طریق هندسی محاسبه کنیم. 


SEA | | OT‏ بر ار ات مر 
حل: 451 osla‏ شده А5‏ یک بیصی шл!‏ = و S = xrab = шс, = — |J‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ 
مثال: انتگرال ٩-۲ dx‏ { | را محاسبه کنید؟ 
sx‏ 


حل: ٩ < y=N ٩-۶۲‏ <۲+۲ که А‏ یک دایره است لذا: =y ٩-۲‏ 7 معادلهٌ یک نیم دایره است. 
۲ ۳ 
ے 2 ۳ Sa ٩‏ 
-Y‏ 
مثال: با استفاده از سطح نمو دار Sinx‏ = در э[ 1н‏ معکوس آن در یک دستگاه مختصات ثابت کنید: 


л 


л ї |‏ 7 \ 
Arcsinx dx = - | sinxdx‏ | 
В 77 -۲ 2 4‏ ۱ 
و سپس نتیجه Атсзіпх фк a‏ || 
حل: می دانیم توابع y = ۸5۳ зу = sinx‏ معکوس یکدیگرند. پس 
نمودار آنها نسبت به خط y = x‏ قرینه‌اند. در نتیجه: 
Soac = Soxo‏ 


۱ 
š л 
ج‎ L су: Z- Sonc 


л л 


f Arcsinxax = Z - [` sinxdx = + cosx | ` = к= si 
; Drd, Y А Y ۲ 
با ات چ وودر‎ 
y = f(x) کلته‌ی | (قضیه‌ی اصلی)؛ اگر مساحت سطح محصور بین منحنی‎ 
حول محور »ها بچرخانيم‎ Dx = b »و‎ = a و محور طولها و خطوط‎ 
(دوران دهیم) حجم دوار حادث (حاصل) را از رابطه‌ی زیر می‌توان‎ 
=e | f y' dx محاسبه کرد.‎ 
تور خن سب تاو مان‎ Боры نسوس رل‎ И саем ی اش‎ абу 
У=л |, ѕіп'хах = |: )۱ - cos Yx) dx کنید؟‎ 


۲ ۲ 
š г — 2 2 .‏ 
نلنه‌ ی 1 هرگاه سطح محصور بین دو منحنی y, = р(х) зу = f(x)‏ را حول محور طولها بچرخانيم. حجم حادث از فرمول 


b ۳ 
У=л 1 (yi -y )dx زیر بدست می‌آید:‎ 


= sinYx | л л 
X- = — ХЛ = — احد حه‎ 
| Y 1 i 


که در آن cb sa‏ طولهای نقاط برخورد دو منحنی هستند. 


مثال: سطح محصور بین دو منحنی به معادلات х!‏ = ۲ و 2 = زرا حول محور طولها دوران داده‌ایم. حجم حادث را 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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V= Eae 5 5 
=" f e E Е у =х' Е 


گلته‌ی ۳: حجم حاصل از دوران سطح محصور بین منحنی s(n < \)у = x"‏ خط x‏ = حول محور ها از رابطه‌ی زیر به 
Үл (п - \‏ 
)\ + ۳)۲ 
\л(п-\) Gèn)‏ 

۳)۲ + ۱( 

مثال: سطح محصور بین دو منحنی به معادلات x sy = x"‏ = را حول محور طولها دوران داده‌ايی حجم حادث چقدر 
Үл(ї-\) _ їл‏ 
10 (۳/۴+۱ 
:Р ©‏ هرگاه سطح محصور حول محور عرضها دوران کند. به عبارت دیگر هرگاه x = f(y)‏ تابعی پیوسته در باز [a,b]‏ 


دست می‌آید. 


n)‏ زوج) 
V=‏ 


باشد» در این صورت حجم جسم حاصل از دوران سطح محصور بین نمودار تابع эх = Қу)‏ محور عرضهاء. حول محور 
عرضها برابر است با: 
v=x] ] ху | =x | | (O) dy |‏ 
a a‏ 
مثال: منحنی V‏ = لراحول محور عرضها می‌چرخانيم. حجم 
حاصل را بین ° = sy‏ ۲ = حساب کنید؟ 
بط - | У=л | ۳ ۷ | = t | f y dy‏ 
«йб‏ ۵: هرگاه سطح محصور بین ۳ منحنی پیو —22 уу х)‏ = را حول محور عرضها دوران دهیم. حجم جسم 
حاصل از فرمول زیر بدست می‌آید. | و و v= | (x!‏ 
که در آن b sa‏ طولهای نقاط برخورد دو منحنی هستند و ,6و Ху‏ ترتیب توابع وارون لاو Yy‏ هستند. 
مثال: حجم جسم حاصل از دوران ناحیۀ محدود به دو منحنی Yx sy = X"‏ = حول محور رها را بیابید؟ 


۳ | = . [у=х' эх=+{у 
>x - х= —> 
x 


y= Yx =Y 


v=z| f || | я 


۲ 


مثال: با استفاده از قضیه‌ی سطح و حجم. حجم کره را حساب کنید؟ 


حل: می دانیم oe SŠ‏ از دوران نیم دایره ایجاد می شود لذا: 4 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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2 ; А ۲ Й „гё 1 . 2 . 


Y 


- zab 
۳ 


Т ۲ 7 ° , š z Я 2 .‏ 
نلته‌ی بسیار مهع: اگر بیضی حول قطر کوچکش (BB)‏ دوران کند. حجم جسم حادت از فرمول زیر بدست می‌اید. 


۴ 


М=- 0 
۳ 


2 , S E Я . 2 р Ej, feo 
اگر بیضی حول قطر بزرگش دوران کند. حجم بیضی گون حاصل کمتر از حجم بیضی گونی است که از دوران بیضی‎ 1:42 
= таһ'< зла? حول قطر کوچکش ایجاد می شود. یعنی:‎ 


مثال: حجم حادث از دوران سهمی ‏ = حول محور »ها. جسمی به شکل یک کاسه است. اگر در این کاسه تا ارتفاع ۱ 


متری آب پريزيم حجم آب درون آن را حساب کنید؟ 
۱ ۱ 
V: =x | f x'dy | =7 | f ydy | =‏ 


ج( محاسبة طول قوس (طول یک منحنی): اگر تابع ۳ در بازه‌ی ыз [a,b]‏ سته باشد. می‌گوئيم منحنی نمایش تابع 


y = 100‏ در این بازه» یک منحنی هموار است. برای یافتن طول یک منحنی همواره از فرمول زیر استفاده می‌کنيم. 


فرمول محاسبة طول قوس: 
الف) اگر تابح оу = х)‏ فاصله [a,b]‏ هموار باشد. در این صورت برای محاسبهٌ طول قوس f(x)‏ = از a‏ = تا ها = ух‏ 


فرمول زیر استفاده می‌کنیم: 


E a {| ۱+۷۷ dx = ۳ ٩ ۱+ (f'(x)) dx 


ب) برای تابع g‏ که به صورت g(y)‏ = بیان s‏ تیک ОЙ уз‏ "2 تابعی پیوسته در فاصله [c,d]‏ است» طول قوس منحنی 


d d Y 
و[ استفاده می‌کنيم.‎ =з ۹ +x dy = | ۱+ (g'(y)) dy راز دستور:‎ = абу = ×ازه‎ = g(y) 


مثال: محيط у= R' 5 pla‏ + را حساب کنید؟ 


حل: محیط ربع دایره را حساب کرده. ۴ برابر می‌کنیم. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۷۳۹ / انديشه برتر‎ www.riazisara.ir 


R 
= fr Arcsin $ ] = "Rx = ۶ ۲78 بنابراین محیط دایره برابر است با:‎ 
؟‎ = büx = ауу = mx + n مثال: مطلوبست طول پاره خط‎ 


ке dy" dx] = [ ٩ \ +۲ х 
= Ë vene |" | =. Y+m'| b-al واحد طول‎ 


Y Y ; Z. 
نیز می‌توان به صورت زیر محاسبه کرد.‎ AB= (x,-x,) (уу-у) را از فرمول‎ AB تزلم: البته طول پاره خط‎ 


АВ = (a-b) +(ma-mb)' > AB=N (a-b) (+m) = | 2-01 v +m" 


a 
A 
ma+n 


,) > <В) لبه صورت‎ = fE) پارامتری تابع‎ ale فرمول طول قوس در حالت پارامتری: هرگاه‎ il 


باشد طول قوس منحنی در А26‏ (1)0و В)‏ دستور زیر بد.ست а‏ ای 


مثال: مطوبست طول قوس منحنی به معادلۀ پارامتری (1>۲> ۰), 


۲ ۲ 
b=] | х! уһ@& = f N ۶ й=+ x )۱+ ۲۵ |` =Ê واحد طول‎ 


ñ ы 
у = büy = a јх = g(y) хз نلته: فرمول طول قوس منحنی‎ 


L= у N| \+х' ду 


مثال: طول کمانی از خم رس 1y-‏ = «را که بین دو نقطة به عرضهای ۱ = айзу = Y зу‏ است. حساب کنید؟ 


Y wes Y 
b= | yx" وه‎ = f ۱+ -dy ی پس از محاسبه‎ + Tn 
\ \ Tony ۳۰ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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. ۱ ۱ ۱ ۱ 
برابر است با:‎ lim ) + | кызга ادحا‎ 
f Ч и 8+۶ п+4 па) F 


TInt (r YLnY 0‏ ۳( اس 


y = “мб РЕ,‏ مقدار تقریب نقصانی روی بازة [۱,۲] به ازاء ۴ = «کدام است؟ 
ү Y‏ 
Ey \‏ 


к=ї К+\ k=, 


Д( j= 8 , (x € Q)‏ حاصل )£( Ua‏ 7 کدام است؟ 
06-0 , 7 


ачы 
k 
‚хЄ[°, ۱[ ۳-هرگاه‎ 


° (۴ ' АШ, 
( т ۳ ( 
برابر است با:‎ [AY] بازه‌ی‎ y U (f) _ L (f) مقدار‎ Д( )= ۱ 


Е 


п 


n>% i=, 
LnY (Y 
کدام است؟‎ п = ۴ و محور »ها در فاصله‌ی [۰]۰,۴ برای‎ = V تقریب اضافی سطح بین نمودار‎ ۷ 
۳+۰ Y+ | ۴ Y+ Y+ ۵ ۳ Y+ Y+ | Y G ۱+ ۲ + ۵ 
y 
به کدام شکل زیر است؟‎ ۰ | хах مجموع ریمانی برای‎ ۸ 
۱ 
yoi Yi yoii 7۹ П. ای‎ ya им 
ыы 5. ‚у ЖИЛ ЧА 
محور طولها در بازه‌ی [۱,۵]. طبق شکل. با تقریب نقصانی کدام است؟‎ зу =N Yx سطح زیر منحنی تابع‎ ٩ 
۲+ ۳ ۲+۰ 0 
۳+۰ ۲+۰۹ 6 
۱+ Yed ۳ 
+ Y+ N ۴ 


Wa o‏ تابع X'+ x‏ = 100 در بازه‌ی [۰,۲] تعریف شده باشد. حاصل n (U(f) - La (f))‏ 1310 کدام است؟ 


۱ 1 
۱ I 
۱ 1 
1 1 
г 
۴ ۵ 


Yo (f Yo (r \o (Y ۰0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۷۶۱/ انديشه برتر‎ www.riazisara.ir 


Sw (N ۲+ ۲+۰] 6 J ۸( ۲+ TN Ү+ ۶ 


n 


n +00 


(Р) ۸ 


(f)-Yo 


lim n (U(f) - La (f) ) = li ae (ЦЫ) - f(a) | = (6-а) (f(b) - Қа)) = (Y - ۰()۱۰ - ۰( = Y° 


دقت کنید که f‏ صعودی است. زیرا Р(х) = ۲+ ۱ < o‏ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱-مقدار تقریب اضافی سطح محصور بین منحنی ۷ — y = Yx‏ 9 محور »ها به ازاء ۴ = ۱ برابر است با: 
N ۵ W ШИ‏ 3)۴ 
ج .= A‏ 
دابع Diz) = ۱ ЕЧ.‏ را در بازه‌ی [۱,۱-] در نظر بگیرید مقدار U (D) sL (D)‏ به ترتیب عبارتند از: 
‚(х ZQ)‏ ۳ ۲ 
۵ وه \(°› КУ, n‏ و 
۳حاصل elas lim dide кхе + е'+...- V en)‏ است؟ 
11 +ب п‏ 
(f е+ (۳ e (Y ۱0‏ ۱ - 6 


۰0 


= ۱ لا‎ 
n `n 


۵-هرگاه مقدار متو سط تابع f(x)‏ = ۷در بازه‌ی |۵,1۳[ برابر ۱۰ باشد. آنگاه مقدار متو سط تابع )\ + yy = f(Yx‏ بازه‌ی 
elas ]۲۶[‏ است؟ 
Yo (Y ۱۰0‏ 0 
Р \ n‏ 
lim т >‏ برابر است با: 


i=\ 


f (хї-\)йх ۴ f xax ۳ f xa 0 


ў ï ۱ 


۷ مقدار متوسط تابع — = х)‏ در بازه‌ی [Va]‏ برابر است {за‏ است؟ (۱ > (a‏ 
X‏ 


۱۶ ۴ Y (ў q (Y ۲0 
۲ 2 - 
‚| f(x)dx = А =! متقارن است.‎ Lay نیت به محور‎ [-Y.Y] نمودار آروی [۲,۵ -] پيوسته و روی‎ Л 
= ۵ ۵ 
دام است؟‎ | f(x)dx باشد. آنگاه‎ f f(x)dx =B 
=$ ° 
B+ C в- 2 B- 0 
А \ Үп 1 

lim = 2 "i‏ برابر است با: 

Ye 2 \ (Ү АИ 

ç y ( ۲ (‏ ( ۲ 
۰-کدام گزینه برای انتگرالپذیری تابع f‏ بازه‌ی [а,Ь]‏ درست می‌باشد؟ 


\( تابع در این بازه پیوسته باشد. (Y‏ تابع در این بازه مشتق‌پذیر باشد. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱( تابع در بازه‌ی [e]‏ صعودی و در بازه‌ی [Y]‏ نزولی است. 


Ax (f(x) + ху) +f(x.)+f(x,))‏ = تقریب اضافی 


{1 \+\+ 
Y Y 


L (D) = Ax (£(1,) + f(1,) +... +f(ln)) =I هش‎ 


U, (D) = Ax (f(u,) + о) +... + f(un)) = )۱+ A+... 


n n - п 1 \ \ 
lim ` X {её—=<ниш+ х к= Í E (Ө 
8 +ب‎ 01 ү—\ n=% П i=, А К 


۴( با توجه به شکل. دیده می شود که Max‏ مطلق ٤‏ در تمام زیر بازه‌هایی که شامل صفر نیستند. صفر است حال اگر ° 


درون یکی از زیر بازه‌های افراز باشد آنگاه: 


واگر » لبه‌ی دو زیر بازه باشد. С ИК ха]‏ آنگاه: 


۶ ۶ ۳ 
f f(x + \)ах f f(x + \)dx | f(u) (таи) 
Y° Y° ۵ 
== — =— u=) 
f 1 


توجه کنید که هنگامیکه ۲ = ×است» ۵ = ۷ است و هنگامیکه ۶ = ×است» ۱۳ = ۷ است. 
W)‏ 
Ах‏ )1-1( + 


n 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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اگر خاموش باشی تا دیگران به سخت آرندت. بهتر از اینکه در حال سخن گفتن. دیگران خاموشت کنند. 


«سقراط» 


آنکه در دوستی ترا ستایش کند به جیزی که در تو نباشد. در دشمنی نیز بدگوئی کند به جیزیکه در تو نیست. 


«داراب شهریار» 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۷٤۵ اندیشه برتر‎ www.riazisara.ir 


ež 
e+ \ 
۲ 
Tne" ۳ ВЕ росси (Y ы ирга (\ 
۲ ۲ ۲ ۲ ۲ e+ \ 
۲ ۲ dx 
حدود ۸ کدام است؟‎ A 
| \+х 
o < A < —( — < А > 0۵ 
(۳ TR ү ( 


۱- مقدار متو سط تابع = ()1در بازه‌ی „Ү]‏ °[ برابر است با: 


> هرگاه‎ ۲ 
۱ < A < Y ۴ РЕ ЕА 
۱۷ ۲ 


۳-هرگاه ٤‏ در فاصله‌ی [۲,۵] پیوسته و اکیدا صعودی باشد و [۷,۱۰] R=‏ کدام صحیح است؟ 
۵ ۵ ۵ ۵ 
asr (rs f ۵ <f Қх)ах хто v< ۸‏ | >۲۱ 
Y Y Y Y‏ 


۴ مقدار c‏ در قضیه‌ی مقدار میانگین برای انتگرالها در مورد تابع — = f(x)‏ در فاصله‌ی Y]‏ ,۰] کدام است؟ 


۱ x ۲ 
КИ" Ж 


Nad‏ مقدار متوسط تابع ا [۲,۵] برابر ۷ و مقدار تابع ]در بازه‌ی [۱ A‏ برابر ۳ باشد. آنگاه مقدار 
متوسط تابع در بازه‌ی [۲,۱۱] کدام است؟ 

G ۱۳0‏ ۳ رک ©“ 
۶ چند مورد از موارد زیر درست می‌باشند؟ 
الف ) پیوستگی یک تابع در یک نقطه. شرط کافی برای مشتق‌پذیری О!‏ تابع در آن نقطه است. 
ب ) اگر یک تابع در یک فاصله پیوسته نباشد. در آن فاصله انتگرالپذیر نیز نخواهد بود. 
ج ) پیوستگی یک تابع در یک فاصله. شرط کافی برای انتگرالپذیر ی آن تابع در آن فاصله خواهد بود. 
د) هرگاه تابعی در یک فاصله مشتق‌پذیر باشد. در آن فاصله انتگرالپذیر نیز هست. 
(А‏ هرگاه تابعی در یک فاصله انتگرالپذیر باشد. در آن فاصله پیوسته نیز هست. 

٣ (\‏ مورد (Ү‏ ۴ مورد (т‏ ۲ مورد (f‏ ۵ مورد 
۷-کدام درست است؟ 


f f(t - a)dt = f f(t)dt ст f Қа + t)dt = f f(t)dt 6 
| f(a+ t)dt = - f f(t)dt (f ү Қа - t)dt = | f(t)dt ۳ 


A‏ هرگاه ]در بازه‌ی [ab]‏ تابعی پیوسته و صعودی باشد. حاصل U (0) - L, (Ü)‏ کدام است؟ 
«(a+ f(b) 4а) Ы) e PE) - Ка) 0‏ 3-4 
٩‏ هرگاه 1 تابعی پیوسته باشد. مجموع (( )۴+ ... + ( )1 + e (È)‏ تقریبی از کدامیک از سطوح زیر است؟ 
y ۱ ۱ ۱‏ 1 
зз |‏ ۲۶ ۴ 
f(x)dx ( J f(x)dx ۳ | fax а | (۲‏ / 


° -مقدار تفریب اضافی مساحت زیر نمو دار Sinx‏ = ۲ برای ۶ = در بازه‌ی |7[ برابر است با: 


)۳- ۲۳۲ (r+ (۳ )۲ +۰ yz C )۱+۰۷ ۳0 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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f" fixas ۱۰۵-۱‏ >( ۵ج f(x)dx <M(b-a)‏ ار 


۲ 


[ te )ах = f(c)(b - a) بش‎ -dx Қо ) دج(۳-۰‎ a: сах = ۳۶6۵ (\)-° 


Yadi 


=>. ы له (۲-۱)+ ۳۸۵ له‎ о) 5) = 


(Y) -#‏ موارد (с)‏ و (د) صحیح می‌باشد. 
)^( یارآوری: Salat x)dx = i f(a + b-x) dx‏ 


eu در جزوه ام‎ (Ү) Л 


n Н \‏ \ 
f f(x)dx | ۳۹‏ 
y = sinx )۲( ۰‏ در فاصله‌ی ا صعودی و در فاصله‌ی Гл]‏ نزولی انت بنابراین: 


ИСЕ; {Т \ 
U, (f) = Ax (f(x J + f(x + (х) 6х) + f(x) ч (к„))= (5 Ет (FHT, 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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(۳ ۱ (Y 

7 وقتی 0 >= کدام است ç‏ 
1 

Y (۳ ۱ (Y 


۱(۳ + 106 با کدامیک از سری‌های زیر قابل بیان است؟ 


А П +۱ Р П x ۱ П \ 
lm 2 (f lim > )۲ lm > 
8-1-۱ + kx 7 1-۱ + kx 7 01-۱ + Кх 


\( 
۴ مجموع ریمان پائین تابع гу = X"‏ بازه‌ی [۲,۲-] به ازاء ۴ n=‏ برابر است با: 

-f (۴ -0 Y -° (Y -A 0‏ 
۵ برای تابع x‏ = )در بازه‌ی [۲,۲-]. اگر ۴ = 1 باشد. اختلاف УЬ‏ ریمان و پائین ریمان جقدر است؟ 

Y (f aY ۵ (r ۴ ا(‎ 

2л ` хсоѕхах \ 2 
انگاه:‎ Р= | sox 1و‎ f xdx هرگاه‎ ۶ 

x+) К 
I < P G L= P 0 


A !‏ 
۷حاصل — ніт‏ است با: 


е (\‏ ا 
e‏ 


۱ 
۸کران بالای انتگرال f { ۱+۳ dx‏ کدام است؟ 
б‏ 


y 


Ñ YO‏ © کوچکتر از 


۵ ۳ 
4 т 


cos Yx 


«сы (۲)۰کدام‎ + g'(°) حاصل‎ g(x) = ۳ cosxdx ,f(x) = | пек dx 2А -А 


° (t \ т Y @ -۲ 0 


Š 
است؟‎ es ‚л`] ۷در فاصله‌ی‎ = SVE 


f ۲ -^\| Y 


y ۲ 


۰ - مقدار میانگین تابع 


AN ۲ 


۲ 


x 


т (Ү (\ 


Үл ۳7 Yar 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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1 
> i 
і= \ 


+ n) и 1 r п)=т„ Ах 2, 


и =X; 


y =x" => y= ۲ > o < در [۲,۲-] صعودی است.‎ f > | 


l = xi, 

ECL) + EC) + 100+(( = )۱( (х) + (ху) + f(x.) + 0) O) 
f(x,)+ f(x) (х„)) = ۱۱ ده دهد‎ \) = Y 

= ۱۴+ ۱+ ۱+ ۴( = ۰ 


۱ 
< ла] XCOSX dX dx < f xdx > P<I 
X'+ \ x+) е 


۷ СХП )ما هماج‎ x3 x.x?) 
n xn X... xn 


n г \ 
кү n3 +..+ ` X (1) >т InA= 

n n n n i , n П موب‎ 1 
Ln(lim А) =xLnx -х | | ; „lim xLnx=lim Бах 


>In(lim А) = -۱ = іш А=е'= 

b 

| f()ûx <M (b - a) كران بالا‎ 

۰ >> ۱ %.<Xx <) ۱۱ج‎ > ۲ >\<\ +x <r Y=M=>M(b-a)=N Ү(\-:)= 4 Y 


f'(x Аа р L = \ 
SINX + COSX ° + ۱ ۲ )۰( + (۷)۰ع‎ - Y 


g'(x) = хсоѕх >g" (х) = cosx -xsinx (۰)وجت‎ = \ 
A fu cosudx A Jeosuau 


A(sinx - sin?) 


Yr" 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ = 
Fx) = f‏ آنگاه (FCE)‏ برابر است با: 


И; 
1)۴ ۵ е -۵ 0 
т^ (ў sS ( 


۲-معادله‌ی خط مماس بر تابع pa f(x) э \ y + t dt‏ نقطه‌ی ۰ = ×واقع بر منحنی کدام است؟ 
y = -۴ = y= ° Ç Xe‏ 


REA‏ باشد. حاصل i a|‏ ] | + صنل کدام است؟ 
»وب 1 


f(D (f Р(х) С fo) ۵ 
کدام است؟‎ 10 O حاصل‎ ifn) - Г Aretan dt fa ۴ 
o (۴ ۳۳ Y (Y ۱0 


۵هرگاه ۰ = sydy - хіх‏ منحنی از А‏ بگذرد. معادله‌ی منحنی رکدام است؟ 


۱ 
{д 
Y Y Y ۲ ۲ x х' 

у= + v (* у= х'+ ۳ ул ей! Еа 


3 


۶ طول نقطه‌ی Max‏ نسبی تابع elas f(x) = f е ۲ (Y - t')dt‏ است؟ 
۱ 


+۱ ° Y @ ү 
ë А \ Guk А Y - 2 
ç کدام است‎ x > o برابر × ۷× ہے باشد» مستق (ج-)1 با شرط‎ (x) هرگاه تاپع اولیه‌ی‎ ۷ 
x 
= (Y (Ү 
x x 
کدام است؟‎ f (x) (x > °) «х ۳ cost dt هرگاه‎ ۸ 


۱ ۱ ۱ ۱ ` . 3 
cosx +— cos — (f cosx (ў sinx (Y cosx (\ 


۹ x x’ Yy x YV x 
برابر کدام یک می تواند باشد؟‎ f xf! (х)ах Jebs 
хЁ'(х)- (х) ۴ х'(х)- (х) ۳ хЁ'(х)+ (х) ۲ тч) (\ 


۰ هرگاه (x>e) Бк) = | НИ dt‏ در این صورت (ЕУ (у)‏ کدام است؟ 


۰ е (Ү (б 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


A 


e x 
> | 
Я е 


www.riazisara.ir رر‎ BINO: 


>х=\=—>а=\ 
t'+ ۴ 


Б копа пош 


f'(x) = ۲+۸ +x —>m=fl(-)= °‏ | هو 


Y ۲ 
یی تاه‎ sL уут хїї 
Y Y Y Y 


COSX + єз COS (0A 
x x` 


4- )©( 
روش دوم: استفاده از روش جزء به جزء 


Lat dt >x=e Taf Lat dt> Р(х) = H (ў) 1° 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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. Х)-А{\ x 
کدام است؟‎ dim AS AG حاصل‎ .A(x) = ۸ 


_Ү ۳ 
yY a (Ү 


Y ۶ YF A 
۵ ) (۳ 5 s 


۳ هرگاه jal dt‏ )۴ مشتق Y „у = FG")‏ =× برابر است با: 


۱ 
۳ Y (r ۱0 


л 


ү 
برابر است با:‎ | Ах | sinx + cosx] dx ۴_حاصل‎ 


Үл (Y 77" 0 


л 


т 
چقدر است؟‎ | | tanx] sinxdx مقدار‎ ð 


Te 


Ar 


F 
کدام است؟‎ | (cosx - | cosx] )dx مقدار‎ ۶ 
л 


л 


\ л 
ay ۳ 9 


dx 


-У‏ هرگاه 
Yx + ۵‏ +۲ 


йе]‏ )۴ آنگاہ حاصل (۱-)۳ - elas FC)‏ است؟ 
T ۱ ۱‏ 
шүү z‏ ست 
Y Y ۲ ( ` (‏ 
حاصل (а + btan'x)dx‏ | کدام است؟ 
(a-b)x + tanx + ۴ (at b)tanx + c (V (a-b)x + btanx + c (Y (a-b)tanx + 0‏ 
a COS Yx‏ 
۹ حاصل m‏ — کدام است؟ )— (х + Кл-‏ 
К N| Y sin(x 2)‏ 
-sinx — cosx + с (Y -sinx + cosx + 0‏ 
sinx + соѕх + с (f sinx — cox + c (*‏ 


К А а _ КЕ woa \-їап'х e 
است؟‎ уа К) باشد و ۲ = (1)۱باشد. انگاه مقدار‎ Е (cosx) = — ۰-هرگاه‎ 


۱ + tan "x 


-۱ ۴ o (т Y (Y (б 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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у = ۳0۲ ۷ج(‎ =x F(T), F'(x) = 
\Ү 


гине 
۳ 


Е 
Ax | sinx + cosx] к= | x x ۱۵۲ = ۴۲ | 


> e <Sinx + COSX < Y 


л д 
Y Y 
| tanx] sinxdx = | 81 \ sinx dx = e - cosx | 


бл 


2 
(cosx - •)ах + f (cosx + \)dx 


(ғ) У 


f adx +b [tan'xdx = ах +b [(tan'x + y- \)фх = ax + btanx - bx + c = (a - b)x + btanx +c G) 


ST 
cos x - sin x . . 
f — фҳ = f (cosx - sinx) dx = sinx + cosx + c (Р) А 
COSX + sinx 


f' (cos'x) = cosYx => Р (cosx ) = ۲6۵۵۲۲۱ >f'(x)=Yx-)\ )۲(-۰ 


1(0) =1 
(к) = [f (dx =x" -x+ 0 Мы демес ые 5х) =хї-х+ї —Í(-)= Y 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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cos(sinx)+ ۴ 


ArctanYy x +c (f 


cosYx + c (f 


fn Y+ Vx +c(* 


#Yx"+ ۲ 


wwwi.riazisara.ir 


ادحاصل بن + | کدام است؟ 


(+) 
238 с ا(‎ 


x+ \ 
پرابر است با:‎ f sinx sin(cosx )dx -Y 


cos(cosx)+ ۳ sin(sinx)+ c (Y sin(cosx)+ с (\ 


۳ یکی از تابع اولیه‌های تابع )۱ + (х +N xï‏ = ۷ برابر است با: 


X +c (w YArctany x + c (Y Arctany x+ с (\‏ منم 


۵ هرگاه \ - ах =x"‏ (1] ۰ حاصل [cosx f(sinx ) dx‏ برابر است با: 
-sinx + ۳ -cosx + c (Y cosx + 0‏ 
_ کک | برابراست با 
Yi xe c e Y| 0‏ { 


f(Ž)dx = Yx + c Éa v‏ | .حا کدام است؟ 
هرگاه » + ۲۲۲ Ке:‏ صل е J бх)‏ 


\ 
Y 


+ o КЕС (Y ۳ c'() 


' in" 
است؟‎ el aS (х) آنگاه‎ . Ta dx = f(x) cosx + c هرگاه‎ A 


sinx + ۳ cosx + Y (Y -Y+ cosx (\ 


b برابر است‎ xf(x)dx حاصل‎ f) = Қа - x) АА 


a a a 
а | f(x)dx ۳ а | f(x)dx (т 0 
ç کدام است‎ 


І (х+ух) ( Ма (у) а 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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| “= о-у a= 


(x + ۱( 
۱ 
X+ 


fsinx .sin(cosx )dx = - f- sinx sin (cosx ) dx = - fu sinudx 
- ju’ sinudx = - p du = cosu + c = cos(cosx ) + c 


f (Yx + ۱+ Yx له‎ х ax =F +x + ۳ N ۲+ ax = E +x + [шуй = 
۳ 
= یه تا‎ x + ("+ | 


vf = шиа u dx = YArctanu + с = YArctan ¥ x + c 


۱ + 


×را به sinx‏ تبدیل می‌کنيم. 
m‏ 


| f(x)dx =хї-\ fi(sinx ) d(sinx ) = sin'x -\ 


= / cosx f(sinx ( dx = -cosx + c 
۱ 


| ж ین‎ P 
2 1 xX ЖҮ Ми 
ا‎ 


“| f(Yx)dx = Y(FFfx") +c > ]:)۲( ах 2-۰۵ 


i КЕ, 
f күч ы а [тїпх )۱ - cosx)dx = Y |ѕіпхах -Y | sinxcosxdx 


۱ + COSX 


= – Y COSX + COS X + c = COSX (-Ү + cosx ) + c 
— n 


бх) В 
در این تساوی ×را به × - 2 تبدیل می‌کنيم. حدود انتگرالگیری نیز عوض‎ 1= | хї(х)ах 25а فرض‎ (7) ۹ 


می شود. 


f (a-x)f(a -х) аа ger @-х)ңк)(-&)= f (a - x) f(x)dx 


a a 


= а _ Е а а 
x(x) dx I =a | f(x)dx -1> "=a | 1)) dx >1 -3 | tex 


{х u! 
= Y dx = ۲ | ах = YLn(\+y x)+cC 
o ۳ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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n 
برایر است با‎ | El ax در این صورت.‎ m > ° >  هاگره-۱‎ 
m 
д + |m| ۴ [| - |m| ۳ -| т-п| (Y [m| - |n| б 


Yx ۲‏ 
sintdt‏ 
۲-حاصل سے Ыш.‏ ات با: 
وب X‏ 


COSX 
| tdt 


-۵ ۲ ۱ "0 


۳حاصل Мах {\,х}ах‏ | کدام است؟ 


۷ 
۵ انتگرال معین | ssinx - cosx‏ | کدام است؟ 


۲۷ ۲-۲ (т ۲۷ 0 


۲ 
۶ مقدار [х' | dx‏ | برابر است با: 
۱ 
YC ۱ ۶-۰ ۳-۰ 0‏ ۳-۰ ۵-۰ 


Ym - v 
است؟‎ plasm 1 Arctanx dx = • هرگاه‎ -У 
۱ - т 


т = \(\ 


۲ 
] К) = тал 


-\ 
۵ б 


y 
کدام است؟‎ | [x] cosYxdx لصاح4٩‎ 


۱ Р ۲١ ; 
_-— - 10۲۲ —(— -51пї) 0 
( 7 siny) | С т siny) 
ү 
)۱ – cos Yx ) dx + f cos'xdx ۰حاصل‎ 


3% 
۲ 


л 
л (Ү nN 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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> f Ка = f (- x + |" \ах 


')= т+п= - т |+ |п|= h |- m| 


НОР s _ уе ۳ 
— Jim YsinYx YsinYx _ S УЙИ ах Хх... 


x >e - SINX . cOSX ° x¬ -XX\ 


۲ 
хах = \(\- ۰(+ з T 
۱ 


Мах {\ x), f Мах {\ х= f е 


\ 


Ў 
Га ۹ хах + f (Y-x ук = ]' ` _ ۵ 
۱ ۶ 

| : . Y 
۳۹ (sinx - cosx )dx = sinx + а + (-cosx - sinx) | 


= (N ۲-۱(+)-۱+ ۰ Y)= ۲۰ ۲-۲ 


f |x" | a= f фы ж тах = (N ۲-۱(+ (N ۳-۰ Ү)+Ү(Ү-+| Y) 
эрүү = и 


۷ (۳) یارآوری: (تابع فرد و انتگرالپذیر) • = f f(x)dx‏ چون х) = Arctanx‏ تابعی فرد است JU‏ 
-a‏ 


m = ۲۳ و بنابراین:‎ ۱ m+ Ym- 
۴ -\ 
| f(x) dx +] f(x) dx = -\-#=-0 
۲ ۴ 


л 


۳ 
° COS YXdx + f cos Yx ах = ° 
۱ 


л 


Y Y Y 
Ysin'xdx + Y f cos 'xdx = Y f (sin'x + cosx) dx = Y || dx =л 


آنکه خو د را خردمند تر از همه می‌داند. از همه نادان‌تر است. 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


۷ = 


)۲( ۸ 
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Y 


۱-معادله‌ی مشتق تابعی در هر نقطه از ОЇ‏ به صورت 


= ۱۳ E {тб 


Л > Л 2 ۳‏ 
می‌باشد. هرگاه ۱ - ( )1 باشد. Са)‏ کدام است؟ 


Yf(2 = (k - (Хах АҮ‏ مقدار 1 کدام است؟ 
مرگاه جل ()' ۲| (к-\)‏ = ( )۰۲4 مقدار 1 کدام 
Y (۳ Y (ї WQ‏ 
+١ 2‏ رس ۱ %= a ۹۹ ۱ Е‏ 
۳ هرگاه شلد = (х)‏ 9 لت = р(х)‏ باشند. حاصل YEK) + 20٩‏ کدام است؟ 
х+\ +۱‏ 


x- Yx + ۴ xî x + ۳ x+ Yx + c (Y Y+ x + сб 
۴ 2 
کدام است؟‎ | ۴ (хах حاصل‎ | fx)dx + ٥ ۴۔ھرگاہ‎ 
1 е 
ы 
Yx" (# Zo “хх Yx xG 
y: Y ۳ 
نمودار تابع از نقطه‌ی (۱,۲) بگذرد. معادله‌ی آن کدام است؟‎ 
у= Yx + ۴ у= Y(x + ۳ у= x+ Y (Y y'= 0 
کدام است؟‎ | (Yx ydx +x'dy) حاصل‎ ۶ 
Y Y Y x“ 
xy + ۳ x'y + c то о 
این لک | باشد. آنگاه (١)٤کدام است؟‎ 
N X- Y Y 
۳ -\(Ү 
کدام است؟‎ | __ OSX _ 


۲ - COS 'x 
Arctan(sinx) + c (f Атсѕіп(соѕх) ۳ Arctan(cosx)+ c (Y Arccos(sinx)+ с (\ 


\ × - ۲16(+ c هرگاه‎ ۷ 


٩-در‏ یک منحنی ×۶ = "رو خط ۵6-۱ = y‏ در نقطه‌ای به طول ۲. بر منحنی مماس است. معادله‌ی منحنی. کدام است؟ 
y =х'+ ۴ y = x" ۳ y = x+ 6۲ у=х'- vx + ۵ (\‏ 


۱ ,(x>:) 


(k > °) ç 1 کدام‎ ] f(x)dx آنگاه حاصل‎ Д( ) = | 
-k 


-x ,(x<:) 


1-۱ 1-16 k'+ Yk 
۴ ۲ 
( ses і El 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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dx 


л ات‎ — —<-сїх+с > ۱ ۱+ چم‎ ۵ =e 
ах sin"x sin x 


=> —cotx =f(x)=—tanx=f( 
y ۳ 
X yq(2 —(k- ۱ 
он” >f) (к-\) fE) 
(1) = (К-\) (0) >к-\=\ —k=Y 


= ۲6 -۱(- ۲-۲ Јек) + а(х) ах = (чх - Jax (٩ 


у 
х) = Ух» [r `) (ђак = [xax = | t = Tx ухо) 


L y А(\0) y 
=; еи > ҮүҮ=\+с>»с=\ у= Ү(х+\) (ў) 0 


| (Yx уах +х'ау) = Jay) =х'у +c (Ү)-7 
جداگانه انتگرال گرفت.‎ x dy و‎ Yxydx توجه کنید که چون هیچکدام از ×و ل ثابت نیستند. لذا نمی‌توان از جملات‎ 


۳ 


۳۰-۱ ۲۵-۲۳ N t l 
ا ا‎ dx + f (x - Y) ах = x Y) +#(х-ї) +e 0) 


f d= f — Z _ фк = | — dx = Arctan(sinx) + с OA 
۲ - cos 'x ۲-۲۱ sin") \ + Sin x 


])۲(-۵ ۲ 
ут Px >y! = fy" dx = ۰ > б=ї(Ү) + << ۷ у= ۲۲۲-۷ (\)-А 
zY (1,4) 
وج‎ = | y'dx =x" -Vx+C у= ®» -١ 5 y=4 >y=x-W+d > A=A- Yf + اي‎ — 
= ۱۵ 2۷ آ یز‎ -Vx + ۵ 


f e-f (xax f (dx 


-k -k 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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b 
کدام است؟‎ f f(x)dx ۱-با توجه به شکل مقابل. مقدار‎ 
a 


С-А-В (ї A+B+C (\‏ 
A-B+C (f A+B-C ۳‏ 
۲- هرگاه نمودار تابع ۶ مطابق شکل مقابل باشد و f‏ = "و ۰ = (۰ )"و К t(t)dt‏ )۴ مقدار F(b)‏ به ازاء ۵ = .b‏ 
جقدر است؟ | 
(Y ۱ 0‏ \- 
Y‏ ۴( ۲- 
۳ مساحت سطح محصور بین منحنی ۲-× + *× = لو محورهای مختصات چقدر است؟ 
xe 2 Z0‏ 
۴ مساحت بین منحنی "× = sy‏ خط (m > °) y = m‏ برابرواحد سطح است. مقدار 177 کدام است؟ 
(Ӯ y Y: ۲ (ў ۱‏ ۳ 
۵ مساحت بین دو منحنی ۰ = y ۲+۱ ۰ sy x‏ برابر است با: 
= 0 + زک 
۶ مساحت سطخ محصور بین منحنی Агссоѕх‏ = و محورهای مختصات و خط y = T‏ برایر است با: 
се [үт La‏ کی 
۷ مساحت سطح محصور به نمودارهای دو تابع cosx у(х) = sinx‏ = (20. در بازه‌ی ЛТ]‏ ]کدام است؟ 
NYG ۶ ۳ ۲ 6 ۲۷ 0‏ 
۸ مساحت سطح هاشور خورده کدام است؟ 


Ita‏ و و 
۴ 


۳۷ 
٩‏ مساحت سطح هاشور خورده در شکل مقابل جقدر است؟ 
۲ ۲۸ 
ай‏ 
МАЙ,‏ 
с‏ 
۰ مساحت بین منحنی ху = КҮ‏ محور »ها و دو خط b sx = a‏ = «جقدر است؟ a < b)‏ > °( 
b‏ 


He (f k'Ln— Y k' Г (Y а, (\ 
а а а а 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


www.riazisara.ir رر‎ 
b 
f f(x)dx = A+B- C ار‎ 
ү ۵ 
f(t)dt > F(0) = f f(t)dt + Í f(t)dt=s, - s, = e- ۳) 


۲ 


> )-۱( 6 + + ۲(< ۰ >x=) r 


=> sinx = cosx > tanx = \ +x = kr + 


Ar 


۴ E 
S= YV | (sinx - соѕх)ах | =¥ | -cosx - sinx | 
z z 
Y Y 


با توجه به شکل 


x М (x" - Yx)dx 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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y 
کدام است؟‎ | | ٩-۲ dx ا.حاصل‎ 
۳7 ` 4л 
р Л 
Y ( Y ( 
۴ 
برابر است با‎ | (д + ۱۶-۲ )ах ۲-حاصل‎ 
-f 
۴۰ + ۲ ۴ Yo + ЛТ ۳ Yo + ۴7۲ (Y ۲۰ + AT 0 
لو نیمساز نواحی اول و سوم چقدر است؟‎ = V X سطح محصور بین‎ ۳ 
1)۴ ВИ АШ, 
)چ‎ с 74 
جقدر است؟‎ Ах محور‎ әу = ×)» + ۱() + Y) مساحت بین منحنی‎ -f 
۱ у 1) 
Y = + 
مساحت سطح هاشور خورده کدام است؟‎ ۵ 
\ 
A 
۱ 
۷و محورهای مختصات چقدر است؟‎ × + у = ۱ سطح بین منحنی‎ ۶ 
1 АЁ АШ, 0 
т“ СТ = 4 y. 


-V‏ با توجه به شکل مقابل. مساحت ناحیه‌ی هاشور خورده. جه کسری از مساحت مستطیل است؟ 


A‏ مساحت حلقه‌ی x*‏ - "× = رکدام است؟ 


0 (е у. М; АИ 
2) وگن‎ ‹( 


٩‏ بیضی ۱۴۴ = ٩۱۳‏ +۱۶ را حول قطر کوجکتر خود دوران داده‌ایم» حجم حاصل چقدر است؟ 
т\л‏ 


= \*л ۳ Ұл (Y 


А x ЭБ" ۰‏ = 
۰-حجم جسم حاصل از دوران سطح محصور بین منحنی به معادله‌ی —— = ۷و محور »ها و خطوط ۰ = x‏ 
YN х+\‏ 


و ۳ = x‏ حول محور »ها جقدر است؟ 


Л 
е 
v< 


دانلود از سایت ریاضی سرا 
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۱ (۳) معادله‌ی (х) =N ٩-۲‏ معادله‌ی یک نیمدایره به مرکز )99 ۰) و به شعاع ۳ است. 
у= ۹-۲ >у'=<4-х'‏ 
f‏ 


[`+ х7) = v f (d+ ۱۶-۲ )ах 


-Y 
۴ ۴ 
=Y | adx Y f4 ۱۶ - x dx = ۴۰ ۸۲ 
ضمتاً با توجه‌به شکل دیده می‌شنود که انتگرال فوق برایر است با‎ 


مساحت مستطیلی به ابعاد ۴و ۵ بعلاوه مساحت نیمدایره. 


xï y a ۱ 
Z ЕН Ж x کے‎ 
ҮҮ А ۶ 


-\ 
و۱ - وه‎ - ۲ 9-9, s= | (x! + Yx + ۲(0 + 
-y 


۱ ۱ 
=xN ۱-۲ تابع فرد است.‎ 5-۲ | XN еч N ۱ ۲ 


= | уча - u =} لگ‎ (ах i 


[y=i- Vx >y=(- Vx) кы (\-Ух)'— (х туз) = 1 
مساحت مستطیل‎ = b x ab'= ab" 


, ۱ منحنی نسبت به هر دو محور ها و لها متقارن است. بنابراین:‎ (Y) Л 


٩‏ (۲) با رآوری: هرگاه بیضی. حول قطر کوچکترش دوران داده شود 
داریم: 


(У) ۰۱ ه‎ 


دانلود از سایت ریاضی سرا 


Бы E Z, н — 


ar 
"d 


دانلود از سایت رداضی سرا 
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